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Resumen

La presente monografia estd basada en el ar-
ticulo Existence of solutions for a semilinear wa-
ve equation with non-monotone nonlinearity de
Alfonso Castro y Benjamin Preskill y pretende
estudiar algunas tematicas que los autores utili-
zan para encontrar soluciones débiles a la ecua-
p(x, 1) — g(u),
donde Ou = u; — uxx y x,¢t € R, con no li-

cion de onda semilineal Ou =

nealidad asintdticamente lineal, no mond4tona
y sin resonancia. Dichas soluciones estdan en L™
siempre que el forzamiento esté en L.

Palabras claves: Ecuacién de onda semilineal,
solucién débil, operadores compactos, funciéon
no plana sobre caracteristicas, principio de con-
tracciones, espacios de Sobolev, Método de Re-
duccion de Lyapunov-Schmidt, Puntos fijos.

111

Abstract

This work is based on the article Existence of so-
lutions for a semilinear wave equation with non-
monotone nonlinearity by Alfonso Castro and
Benjamin Preskill and pretends to study some
subjects which the authors use to find weak so-
lutions to the semilinear wave equation Ou =
p(x,t) — g(u), where Ou = us; — Uy, and x, ¢ €
R, with asymptotically linear nonlinearity, non-
monotone nonlinearity and no resonance. The-
se solutions are in L™ provided that the forcing
belong to L*°.

Keywords: semilinear wave equation, weak so-
lution, compact operators, function not flat on
characteristics, contraction principle, Sobolev
spaces, Lyapunov-Schmidt Reduction Method,
fixed points.
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1. Introduccion

El problema de la vibraciéon de una cuerda se inicia hacia 1727 cuando Johann Bernoulli consi-
derd la vibraciéon de un nimero finito de masas puntuales igualmente espaciadas a lo largo de
una cuerda sin masa. Ailos mas tarde alrededor de 1746 el matemaético Jean le Rond D’Alembert
estudio la vibracién de una cuerda continua, de densidad uniforme, aplicando los cdlculos de Ber-
noulli a 7 masas y haciendo luego tender » a infinito. Partiendo de los resultados de Bernoulli, que
se basaron en las condiciones ideales del fen6meno fisico como tal, D’Alambert lleg6 a la ecuacién
diferencial parcial llamada ecuacion de onda

0*u _0*u

a2 o0x2’
donde u(x, t) es laforma de la cuerda en el instante ¢, como funcion de la coordenada horizontal x
[Stewart, 2008, p.134]. D’Alembert y Euler demostraron que la solucion general para esta ecuacion
tiene la forma

ulx,t)=fx+1+gt—x),

para f, g funciones arbitrarias y donde x+¢, t—x son llamadas rectas caracteristicas. Con el paso de
los anos, se hace inevitable el avance en las diferentes ramas de la matematica, esto ha permitido
desarrollar cada vez mas la teoria relacionada con el anélisis funcional no lineal, que es la base del
presente trabajo. El problema de onda semilineal presentado por [Castro and Preskill, 2010], que
se desarrolla en este trabajo es

U — Uyx = p(x, 1) — g(u)
ulx,t) =ulx+2m,t) (D
ulx,t) =ulx,t+2nr)

x,t € R, donde la funcién g representa la no linealidad y p el forzamiento. El factor no lineal se
considera por lo menos en C!(R), asintéticamente lineal pero no necesariamente monénoto. Este
problema se caracteriza porque la funcién u es considerada periédica en las dos componentes de
periodo 27, esto significa que u es doble periédica. Denotamos Ou = u;; — Uy, y O es conocido
como el operador de onda u operador D’Alembertiano.



En este trabajo se estudia lo realizado en [Castro and Preskill, 2010], en el cual, tal como lo enuncia
el teorema (3.5.1), suponen 7 ¢ o (), donde o (0O) representa el espectro del operador de onda con
condicion doble periddica, p(x, 1) = cq(x, t) € L™, ¢ la solucién doble periddica, no plana sobre
caracteristicas de la ecuacion ¢;; — @ + T = q(x, t) y |c| suficientemente grande el problema (1)
tiene una solucién débil en L.

El trabajo estd dividido por capitulos de la siguiente manera:

En el primer capitulo se presentan los preliminares del trabajo, es decir, se realizara la deduccién
y solucién para el problema de onda lineal homogéneo, se precisara la definiciéon de no plano
sobre caracteristicas, se hablard sobre operadores compactos, se presentardan algunos ejemplos de
operadores compactos y no compactos, se dardn algunas caracteristicas de los operadores [J, 0!
y (O+7I)~!. Este tltimo juega un papel fundamental en el trabajo. También se definir4 el espectro
de un operador, el conjunto de valores propios de un operador, las relaciones que existen entre
estos dos conjuntos y por ultimo se calcula el espectro del operador de onda sujeto a condicién
doble periddica. Lo anterior incluye algunos ejemplos que permiten clarificar la teoria.

En el segundo capitulo se abordard el problema semilineal en el cual estamos interesados, se pre-
sentardn las suposiciones que se imponen a los factores de la ecuacion, se introducirén los espa-
cios de Soboleyv, los cuales estan estrechamente relacionados con la nocién de solucién débil, de
lo cual también se habla en este capitulo. Todo enfocado al problema de onda que se esta consi-
derando. Por medio del método de reduccién de Lyapunov-Schmidt se separan las ecuaciones en
dos, una parte en el ntcleo y otra en el rango. Se mostrard que la ecuacién del nucleo es equiva-
lente a una ecuacion integral, se encontrard solucién a la ecuacion del nicleo usando una version
del principio de contraccién de Banach con pardmetros y finalmente se encontrara solucién a la
ecuacion del rango usando el Teorema de Punto Fijo de Schauder.
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Precisemos algo de notacion que serd usada en el desarrollo del trabajo.

Notacion

supp(u) ={xe€Q; u(x) #0}
C(Q) Conjunto de funciones continuas en Q, su

norma es dada por |u|., = sup |u(x)|.
xeQ

ck) Conjunto de funciones k-veces continuamen-
te diferenciables en Q.

C*(Q) Conjunto de funciones infinitamente diferen-
ciables en Q con derivadas continuas en Q.

C.(Q) = {u € C(Q) ; supp(u) es compacto } Conjunto de funciones continuas con soporte
compacto.

Ccoe Q) = {u €eC(Q); lulx) - u(y)l < Mlx - yl“} Espacio de funciones uniformemente Hol-
dereanas de exponente a, con 0 < a <

1, su norma es dada por |lullg = |uleo +
lu(x) — u(y)l
x#yeQ X — yla
00 0o P
PQ)=<3x=(x,)cC; Z |xj1P < o0 Su norma esta dada por ||x|| = Z lx;P | .
j=1 j=1
Z(E,F) Conjunto de operadores lineales y acotados
deEenF. Z(E,E) = ¥(E).
K (E,F) Conjunto de operadores compactosde E en F.

K (E,E) = X (E).

I2(Q) = {u Q-R; f lul? < oo c.t.p. en Q} Los elementos de este espacio son clases de
Q . . . .

equivalencia donde u = v si y solo si u = v

c.t.p. en Q. Su norma estd dada por [|ull, =

1
3
( f IuIZ) y producto interno definido por
Q

(U, vy = | uv.
Q

L Q) = {u Q—-R; ICeR,|u(x)|<Cc.t.p.en Q} Los elementos de este espacio son clases de
equivalencia donde u = v si y solo si u = v
c.t.p. en Q. Su norma estd dada por ||ulle =
inf{C; lu(x)| < C c.t.p.en Q}.
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2. Preliminares teoricos

En principio hablar de ecuacién de onda lineal homogénea nos permitird entrar en el mundo de
las ecuaciones diferenciales parciales de una manera apropiada y consecuente con los objetivos
del trabajo. Las rectas caracteristicas que permiten introducir el concepto de funciones no planas
sobre caracteristicas serdn definidas en este capitulo. Se estudiaran las propiedades de los opera-
dores O, 07! y (@+7I)~!, en qué espacios estdn definidos y las propiedades topolégicas con las
que estan dotados. El conjunto de valores propios resulta de resolver el problema lineal no ho-
mogéneo Ou = Au y por las propiedades de los operadores mencionados anteriormente se podra
caracterizar el espectro del operador de onda o (OJ).

§ 2.1. Ecuacién de onda lineal homogénea

2.1.1. Deduccion de la ecuacion

En esta subseccion se seguirdn las ideas planteadas en [Kreyszig, 2003, p.90]. Consideremos una
cuerda eléstica de longitud L

T

Figura 2.1: Cuerda eléstica



2.1. Ecuacion de onda lineal homogénea

Supuestos fisicos

» Lamasa dela cuerda por unidad de longitud es constante (cuerda homogénea).
» La cuerda es perfectamente eldstica y no ofrece resistencia alguna a la flexion.

= La tension causada por el estiramiento de la cuerda antes de fijarla en los extremos es tan
grande que puede despreciarse la fuerza gravitacional sobre la cuerda.

= La cuerda realiza pequefios movimientos transversales en un plano vertical, es decir, cada
particula de la cuerda se mueve estrictamente en la direccion vertical y de tal modo que
la deflexion y la pendiente en cada punto de la cuerda se mantienen siempre con valores
absolutos pequenos.

Figura 2.2: Tensiones T} y T> de la cuerda en los puntos Py Q respectivamente

Tenemos que la tension es tangencial a la curva en cada punto de ella. Sean T; y T» las tensiones
en los puntos Py Q respectivamente, como lo muestra la figura 2.2, donde tenemos,

Ticosa )
Tysin 3

T

Tisin«

Tycos 3

Figura 2.3: Diagramas de fuerzas en los puntos Py Q

UNIVERSIDAD DISTRITAL FRANCISCO JOSE DE CALDAS 5



2.1. Ecuacion de onda lineal homogénea

Ya que no hay movimientos horizontales las tensiones horizontales son constantes, esto es,
Ticosa=TrcosfB=T =cte.

En las direcciones verticales y por la segunda ley de Newton tenemos que

: . ‘u
—Tisina+ Torsin = pAx—

ar2’
Trsinf Tisina _pAxd°u
T T T ot

Trsinf Tisina _ pAxd°u
Trcosf Ticosa T 02
pAx 0%u
T a2’

tanf—tana =

tana y tan § son las pendientes de la cuerda en x y x + Ax respectivamente, que es,

tana = (G_u) tanf = (d_u)
0x X 0x X+Ax

Asi,

(5.5 =57 5
0x)yinx \0x), T 0t

1 (Ou) (au) 3 p 0%u

Ax [\0x) ony \0x),] T o0r2
Si hacemos Ax — 0

’u  ,0%u , P

oz oz o o=y

Que es la ecuacion de onda unidimensional.

2.1.2. Solucién por caracteristicas

Siguiendo las ideas de [Haberman, 1987, p.423] encontramos soluciones para la ecuaciéon de onda
unidimensional que se dedujo anteriormente, considerando ¢ = 1. La Ecuacién de onda

Ut = Uxx (2.1

UNIVERSIDAD DISTRITAL FRANCISCO JOSE DE CALDAS 6



2.1. Ecuacion de onda lineal homogénea

es una ecuacion diferencial parcial de segundo orden homogénea, la cual podemos reescribir co-

(6 6)(6 6)
Urs— Uxx = +—|u=0

mo

ot ox)\ot  ox

Si hacemos v = u; + u, tenemos
Vp— Ux = Upp+ U — (Upx + Uxx) = Upr — Uxx =0
Asi las ecuaciones

Vi—Uyx=0 (2.2)

U+ Uy =1 (2.3)

Son equivalentes a (2.1). Resolviendo (2.2) tenemos

Vi— V=0
(1,-1)-Vv=0
D(L_l)l/: 0

Esto es, la derivada direccional de v en direcciéon del vector (1,—1) es cero, lo que significa que
v(x, t) es constante en la direccion de (1, —1). Las rectas paralelas a (1,—1) tienen la forma x+ ¢t =k
(conocidas como las caracteristicas), k constante, por tanto la solucién v(x, t) serd constante sobre
cada una de estas rectas. Por lo tanto v(x, t) depende solo de x + ¢, de donde se sigue que

v(x,t)=h(x+1)
Donde h € C(R) es cualquier funcién. Para la solucién de (2.3), la cual podemos escribir,
U+ Uxy=h(x+1) (2.4)

Debemos encontrar una solucion particular y la soluciéon de la homogénea asociada. Podemos ver
que up(x, ) = f(x+1) donde f'(x+ 1) = 20
nera que en la solucion de (2.2) encontramos que uy(x, t) = g(¢ — x) es soluciéon de la homogénea

es una solucion particular de (2.4), de la misma ma-
asociada a (2.4). Asi la solucién general de (2.1) es
ux,t)=up+up=fx+1+glt-x,

Donde f,g € C?(R) son funciones arbitrarias.

UNIVERSIDAD DISTRITAL FRANCISCO JOSE DE CALDAS 7



2.2. Funcién no plana sobre caracteristicas

§ 2.2. Funcion no plana sobre caracteristicas

En [Castro and Preskill, 2010, p.650] presentan la siguiente definicion,

Definicion 2.2.1. Se dice que ¢ :[0,27] x R — R no es plana sobre las caracteristicas si
A({xel0,2n]; p(x,r+x)=0})=0 VreR

A representa la medida de Lebesgue.

Ejemplo2.2.1. Veamos que q(x, t) = sin(x + ) + sin(f — x) satisface (2.5), ,

q:10,27] xR—R

(x,t) — sin(x + t) + sin(f — x)

La gréfica correspondiente se muestra en la figura (2.4),

Figura 2.4: grafica funcién q(x, t) = sin(x + ) + sin(f — x)

Se encontrard en primer lugar el conjunto

{x€[0,27]; q(x,r +x) =0} ={x€[0,27] ; q(x,r+x) =0}u{x€[0,27]; g(x,r — x) =0}

-~ -~

A B

(2.5)
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2.2. Funcién no plana sobre caracteristicas

A={x€[0,2n]; sin(2x + r) +sin(r) = 0}
={x€[0,2n]; sin(2x+r) =sin(-r)}

={x€e0,2n]; @x+r=r+@k+1)7m) 0 @x+r=-r+2kn) parakeZ}

Z{XE[O,ZTI]; (x:mc#) o(x=-r+kmn) parakeZ}

B={x€[0,2n]; sin(r) +sin(r —2x) = 0}
={x€[0,2n]; sin(r) = —sin(r —2x)}
={x€[0,2n] ; sin(r) =sin(2x — r)}

={x€[0,2n]; @x—r=r+2kn) o @Qx—r=—-r+(2k+1)n) parakeZ}

2 1
:{xE[O,Zn] i (x=r+kmo (x:M) parakeZ}
Ast Rk+1n
AUB:{xE[O,Zn]; (x=r+km)o(x=-r+km)o (x:T) parakeZ}

Dado que r es fijo y k € Z entonces el conjunto AUB = {x €[0,2x]; g(x,r£x) = 0} esta formado
por puntos aislados en la recta real, cuya medida de Lebesgue es cero.

Ejemplo 2.2.2. Veamos que q(x, t) = sin(x + f) no satisface (2.5),

q:10,27] xR —R

(x,t) —sin(x+ 1)

Figura 2.5: grfica funcion q(x, t) = sin(x + £)
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2.3. Principio de contraccién de Banach

Encontremos el siguiente conjunto

{xel0,27]; q(x,r +x) =0} ={x€[0,27]; g(x,r +x) =0}u{x€[0,2n] ; g(x,r —x) =0}

A B

A={x€[0,2n]; sin(2x+r) =0}
={x€[0,2n]; 2x+r =kn parakeZ}

km—r
=<x€[0,21]; x:T parake”Z

B={x€[0,2n] ; sin(r) = 0}
={x€0,27n]; (r = kn) para ke Z}

Dado que r es fijo, para r = kx con k € Z, el conjunto B es igual a [0,27] por tanto AUB =
{x €[0,2n]; g(x,kr+x) =0, parake Z} = [0,27] cuya medida de Lebesgue es 27. Por tanto sin(x+
t) es plana sobre caracteristicas, como se aprecia en la figura 2.5.

Teorema 2.2.1. Sea ¢ como en la definicion (2.2.1), entonces (2.5) es equivalente a decir que, dado
€>0, existed >0 tal que

A({xel0,2n]; p(x,r+x)<b6})<e VreR (2.6)

Igualmente A representa la medida de Lebesgue.

§ 2.3. Principio de contracciéon de Banach

En esta seccion seguiremos las ideas y notaciones planteadas en [Caicedo, 2012, p.322]. Empece-
mos por la definicién de contraccion.

Definicion 2.3.1. Sean (M, dy), k = 1,2 dos espacios métricos, una aplicacion f : M; — M, se dice
una contraccion si existe A € R, 0 < A < 1 tal que para todo x, y € My, da(f (x), f(y)) < Adi(x, ).

Nota 2.3.1. Sea f una contraccién, si dado € > 0 tomamos 6 > 0 de forma que A6 <€, se tiene que
si x, X9 € M con xy fijo y d(x, xp) <O

da (f (%), f(x0)) < Ad(x, xp)
< A6

<€

Por tanto f es continua. Es decir, si f es contraccion, f es continua.

UNIVERSIDAD DISTRITAL FRANCISCO JOSE DE CALDAS 10



2.3. Principio de contraccién de Banach

Ejemplo 2.3.1. Sea A c R" abierto convexo, f: A — R" diferenciable tal que || f'(x)|| < A para todo
x€ A,0=< A< 1.Alser Aconvexo se garantiza que [a,b] c Aparaa,b€ A, a# b.Alser f diferencia-
ble en Alo serd en [a, b] y serd continua en (a, b), con esto podemos usar la Desigualdad de Valor
Medio [Caicedo, 2012, p.228],

lIf(a)— f(D)Il <lla-bll sup {lIf' I} <Alla-bll,

cela,b]

luego f es una contraccion.

Definicion 2.3.2. Sea f : M — M, donde M es un espacio métrico con métrica d. Un punto a € M,
se dice un punto fijode f si f(a) =a

Lema 2.3.1 (Principio de Contraccién). Sean (M, d) un espacio métrico completoy f : M — M una
contraccién con constante de contraccion A, (0 < A < 1). Entonces [ posee un tinico punto fijo, atin
mds, si a € M, la sucesion x; = f(a), xo = f(x1),...,Xp+1 = f (x,) converge al punto fijo de f.

Prueba. Dados x,y e M, d(f(x), f(y)) < Ad(x,y) por ser f una contraccion, entonces
d(Xp, Xps1) = d(f(xn—l);f(xn))
< Ad(xp-1,Xn)

= d(f (Xn-2), f (Xn-1))

<d(Xp-2,Xn-1)

< )L”_ld(xl,xz)
=A""Yd(f(a), f(x1))
< A"%d(a,x;)

Veamos que {x,},en €s de Cauchy. Sean n,k € N, sin pérdida de generalidad supongamos que
k > n, entonces k= n+ m con m =1 entonces

d(Xp, Xp+m) < d(Xp, Xps1) + d(Xpa1, Xpa2) + -+ Ad(Xpem-1, Xnem)
<A"d(a,x1) + A" d(a,x) +-+ A" N d(a, xp)

_ (An +An+1 + ...+An+m_l)d(a, X1)

m-—1
= A" ( Y /lk) d(a,x))

k=0
< A" (Z /lk)d(a,xl)
k=0
n
=7 —Ad(a’ x1)
<€
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2.3. Principio de contraccién de Banach

para n, m suficientemente grandes. Asi {x,},n €s de Cauchy, como M es completo {x,},en cOn-

verge en M, es decir, existe w € M tal que lim x, = w, de esto y por ser f continua
n—o00

w= lim x,
n—oo

n—oo
= ,}grolo f(xn)
=/ (Jim x)

= f(w)
por tanto w es un punto fijo de f. Supongamos que z es otro punto fijo de f, es decir, f(z) =z

d(z,w)=d(f(2), f(w))
<Ad(z, w)

De aqui (A —1)d(z, w) = 0, lo cual solo se cumple cuando d(z, w) = 0yaque 0 < A < 1, por tanto
z = w, lo que muestra que el punto fijo es inico, con lo cual termina de prueba.

Este lema también es conocido como el principio de aproximaciones sucesivas o Teorema de Punto
Fijo de Banach. Veamos un ejemplo de una funcién que no tiene punto fijo y sus caracteristicas.

Ejemplo 2.3.2. Sea M = [1,00) con la métrica inducida por el valor absoluto usual de R, M es ce-
rrado y todo cerrado en un espacio métrico completo es completo [Kreyszig, 1978, p.30], por tanto
(M, ].]) es un espacio métrico completo. Consideremos

fiM—-M

1
X— X+—
X

f no tiene un punto fijo, ya que de tenerlo significa que f(x) = x, x = x+ %, de donde % =0, pero
no existe x € M que cumpla esta relacion, por tanto f no posee puntos fijos, Ademads para x,y € M

1 1
|f(X)_f(y)|— x+;—y—;‘
fonfi)
=|(x—y Xy
<[x-yl

Dadoque1—- xl—y <1 para x, y € M. Esto muestra que la condiciéon sobre A, es decir que se encuentre
en el intervalo [0, 1) es necesaria para que una funcién tenga un punto fijo.
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2.3. Principio de contraccién de Banach

Ejemplo 2.3.3. Sea B un espacio de Banach y T : B — B una aplicacion lineal continua, A e R e
I:B — B la aplicacién identidad. Muestre que el operador (A1 — T) : B — B es sobre para |A| sufi-
cientemente grande.

Prueba. Existe a > 0 tal que [|T(x)|| < allx|| por ser T lineal continuo, ademds para todo x € B
NAxII =TI < (AL —=T)(x)| (ver [Caicedo, 2012, p.2]), de esto tenemos que |[Ax|| — || T (x)|| <
[[(AI — T)(x)||, también se tiene que —|| T'(x)|| = —al|x|| entonces

(Al =a)llxll = HAL=T) (0l
=[[Ax—Tx)|
<[IAxll+ 1T (x|
< [Alllx|l + all x|
= (Al + a)llxl|

por [Caicedo, 2012, p.23] AI — T es un homeomorfismo lineal, por tanto tiene inversa continua
definida en (A — T)(B). Sea || > a, v € B dado, definimos el operador

T, B—DB
X 1w+Tun
A

Este operador es una contraccién ya que para x, y € B

[1Ty(x)— Tv(y)” = ’

l(v+T(x))—l(v+T())H
p) p) ¥

1
= @ =TI
= TGl
ey
a
=|7|1x=y

Por el Principio de Contracciéon de Banach, T, tiene un tnico punto fijo, es decir, existe un tinico
w € B tal que

w=Ty(w)

=%w+Tmm
v T(w)
A

e

De donde
v=Aw-Tw)=WAI-T)(w)

Es decir que AI — T es sobre.
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2.4. El espacio de Sobolev wblp Q)

§ 2.4. Elespacio de Sobolev W7 (Q)

Las siguientes definiciones son tomadas en su mayoria de [Brezis, 2010, p.202]. Sea Q < R? un
conjunto abierto ysea p € R con 1 < p < co. El espacio de Sobolev W7 (Q) se define como

0
whP(Q) = {uEL’”(Q) ; existe g; € LP(Q) tal que f u% = —f gip YPeCrQ), i= 1,2}
o 0x; Q

¢ es llamada funcién test. Se denotara por H' (Q) al espacio W?(Q).

Ejemplo 2.4.1. Considérese el intervalo I = (-1,1), se verd que la funcién u(x) = %(le + x) pertenece a
WLP(I) paratodo 1 < p <ocoyque v/ = g donde

) 1 si O<x<l1
X) =
& 0 si -1<x<0

Primero se verifica que u € L”(I), con p < oo, mostrando que [; |u(x)|”dx < oo asi,

Pd ! 1
fllu(x)l x—f_l 5(

_fol
= 5

—(=x+x)
i
-,
1

p
dx

p 1 1
dx+f
0o |2

|x| + x)

p
—(x+x)| dx

p
dx

3 (2x)

|x|Pdx
0

xp+1 1

p+1
1
=——— <00
p+1

0

Por tanto u € LP(I) para 1 < p < co. Como |I| < oo el supremo esencial coincide con el supremo usual y

sup|u(x)| =1 < oo, por tanto u € L°(I).para probar que u’ = g se verifica,
xel

fmp':—fg(p Yo e CL).
I I

Por un lado, sabiendo que ¢’ existe, dado que pertenece a C(I), y que ¢(1) = 0, ya que ¢ es de soporte
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2.4. El espacio de Sobolev wblp Q)

compacto, tenemos que
L1
fu(x)q)’(x)dx:f (—(|x|+x))(p'(x)dx
I —1\2
1
:f x¢' (x)dx
0
) 1
= x(,o(x)|0—fO @(x)dx

1
=¢(1) —fo px)dx

1

0 1
:—(f 0-(p(x)dx+f 1-(p(x)dx)
-1 0

1
= —flg(x)cp(x)dx.
Esto implica que ' = g casi toda parte en I, por consiguiente 1€ WP (I).

Definicién 2.4.1. (Derivada débil)
Sea u € L%(Q), se dice que v es la primera derivada débil de u, notado por D'u = v si

fQu(/)’=—va(/) Y e C(Q)

[Evans, 1997, p.242]. Con esto se puede sustituir la anterior definicién de espacio wl2Q) por
Definicién 2.4.2. Sea Q c R? un conjunto abierto. El espacio de Sobolev W'2(Q) se define como

Wh(Q) = H'(Q) = {u e L*(Q) ; uy, us € L*(Q)}

La norma usual en H' es [zl g = lullz + [Vulls.

Definicién 2.4.3. El nucleo del operador de onda en C2(Q), viene dado por las todas las soluciones a Ou =0
y es denotado por ker¢2 ) (). Podemos tomar la adherencia de este conjunto en L2(Q) y a este conjunto lo
notamos por
—12(Q)
N = kerCz Q) (D) (27)

L2(Q)
también podemos escribir N = spam (@, Br: Y k> O k) g donde

1 1
agj= ;sin(kx) cos(j1), Pij = ;sin(kx) sin(j )

1 1
Ykj = ;cos(kx) cos(jt), Oyj= ;cos(kx) sin(jf)

UNIVERSIDAD DISTRITAL FRANCISCO JOSE DE CALDAS 15



2.4. El espacio de Sobolev wblp Q)

Con N*' denotamos el complemento ortogonal de N en L?(Q) (ver [Kreyszig, 1978, p.146]). Todo elemento
y € Nt se puede representar por la serie doble

y(x, 1) = Z ik, pa;(x, 1)+ y2(k, j)Brj(x, 1) + y3(k, j)yi;(x, ) + ya(k, )k (x, 1)
k,j=0
k#j

que por simplicidad escribimos como

Yo=Y itk pagx, )+ yatk, )Brj(x, 0) + y3(k, Py (x, ) + yalk, 6 (x, 1)
k#j

Definicién 2.4.4. Sea H el espacio de Sobolev
H={ue*(Q); ulx,t) = ulx+2m,t) = u(x, t +27), u, uy € L*(Q)} (2.8)

con la norma [[ully = [[Vullz = [[uxll2 + | uell2.

Denotemos por Y el subespacio de H de funciones y tal que
f yx, Hv(x, t)dxdt=0 2.9)
Q

Para todo v € N. (2.9) es equivalente a decir que ( N2 v>2 =0, por tanto y € N-L. De esta forma podemos decir
queY =HN Nt

Proposicion 2.4.1. Supongase que u €'Y, entonces es vdlida la siguiente desigualdad de Poincaré

1
I|u|I2S5|IVuI|z (2.10)

Demostracion. A cada u €Y sele puede asociar una serie de Fourier de la forma
u= % [ur(k, akj+ua(k, ) Bij+ us(k, [)yi;+ ua(k, [)5;]
J
De donde
U= I;_J' [—ur(k, ) Brj+ uz(k, Pagj— us(k, )81 + ua(k, ))yi;]
J

Uy = g_k[ul(k,j))”kj +up(k, )6 j— uz(k, ag;— ua(k, j)Br;]
J

Consideremos en primera medida j # 0, suponiendo esto tendriamos

Nuelly =Y 2 [lua (e, )IP +ua(k, )IP +uz(k, )P+ luak, )17
k#j

> 3" [lug (k, PI*+ luz(k, PI* +us(k, I+ lua(k, j)I7]
k#j

=lull; (2.11)
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2.5. Operadores compactos

Si k =0, u seria una funcién solo en terminos de ¢ donde j es distinta de cero y se tendria un caso particular
de (2.11), supongamos entonces que k # 0

Nuxlls = K [lug (k, I+ luz (k, DI+ luz (k, I+ lua(k, )]
k#j

> 3" [lug (k, )I* + luz(k, DI +us(k, I + lua(k, j)I7]
k#j

=lull5 (2.12)

De la misma manera si j = 0, u seria una funcién solo en terminos de x donde k es distinta de cero y se
tendria un caso particular de (2.12). De esta forma se han contemplado todos los casos y sumando (2.11)
con (2.12) se tendria

2[|ullz = lluell2 + luxll2

Nota 2.4.1. la norma usual de H!, a saber, [lull ;n es equivalente a la norma ||ully = [[Vullp.

Prueba. Para ver que estas dos normas son equivalentes es necesario mostrar la existencia de constantes
a,b>0tal que
allullgn < Nully < bllullgp

La segunda desigualdad se tiene inmediata, ya que,
ully = IVullz = IVullo + [lull2 = [[ull g
entonces b = 1. La primera desigualdad resulta de la siguiente manera usando la desigualdad (2.10),
1 1 3
Nullgn = Hullz +[Vullz < EIIVuIIz +1IVullp = (E +DIIVullp = Ellulh

luego para a = % se cumple la primera desigualdad, lo que implica que dichas normas son equivalentes. Es
precisamente con la norma ||u||; que se desarrolla este trabajo.

§ 2.5. Operadores compactos

Los temas que se desarrollan en esta seccion son tomados de([Brezis, 2010, p.157] y [Kreyszig, 1978, p.405].

Definicién 2.5.1. Sean E y F espacios de Banach. Un operador acotado T € Z(E, F) es llamado compacto
si para todo subconjunto acotado M de E, la imagen T (M) es relativamente compacta, es decir, la clausura

T (M) es compacta.

Z(E, F) denota el conjunto de los operadores lineales acotados de E en F. Recordemos algunos teoremas
con los cuales es posible, en algunos casos, demostrar la compacidad de forma més sencilla.
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2.5. Operadores compactos

Teorema 2.5.1. Sean E y F espacios de Banachy T € £(E,F). T es compacto siy solo si toda sucesion acotada
(x,,) € E es enviada por medio de T a una sucesion (T x,,) € F la cual tiene una subsucesion convergente.

El conjunto de todos los operadores compactos de E en F es denotado por £ (E, F).

Teorema 2.5.2. Sea (T,) una sucesion de operadores lineales compactos de un espacio normado X sobre un
espacio de Banach Y. Si (T,,) converge uniformemente a un operador T, es decir, || T, — T|| — 0, entonces el
operador limite T es compacto.

Teorema 2.5.3. Sean E, F y G espacios de Banach, T € £(E,F) y S€ % (F,G). Entonces So T € £ (E,G)
Ejemplo2.5.1. Sea T : I*> — I definido por Tx =y = (nj)donde x=({;)yn;= g—j para j =1,2,.... Probar que
T es compacto.

Prueba. T eslineal ya que, para x, w € 12 vy a, B € Rse tiene,

T(ax+pw) = (M)

2]
(S oj
(27)"(27)
=aTx)+pT(w)

Six=(¢;) € l? entonces y = (n;) € I. Sea Ty, : I* — I definido por

ha=(882.8, 0.
2 4 8 21

De forma similiar a la anterior se puede comprobar que T}, es lineal. T}, también es acotado puesto que,

n 2

I Tpxl)? =Y

j=1

i

2J

N

L.
= IE|51|

Dado que T}, es acotada y dim T, (%) < oo se tiene que T, es compacto (ver [Kreyszig, 1978, p. 407]), Ahora
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2.5. Operadores compactos

se verd que (T,) es una sucesion de operadores uniformemente convergente asi,

(T = Tp)x|I* = || Tx — T x||*
61 62 63 én 5n+1

ZH(z’ 1’ 8""’27’W"")_(2
iZ
2

2

o0

1

_ 2
= oery 1l

Asi,
T —Tull = sup [(T-Typ)x|l <

xel?
[1x]1=1

22(n+1)

Lo que significa que || T — T,|| — 0, luego (T},) es uniformemente convergentey T es compacto en virtud del

teorema (2.5.2).

Veamos algunos ejemplos de operadores que no son compactos, y mas adelante se explicard la importancia
de la comapacidad en el desarrollo del trabajo.

Teorema 2.5.4. Sea E un espacio de Banach. Si dim X = co el operador identidad I : X — X no es compacto.

Demostracion. Labola cerrada M ={x € X ; ||x|| < 1} es acotada, como M es cerrada
I(M)=M=M
Por [Kreyszig, 1978, p.80] la bola cerrada M no es compacta, asi (M) no es relativamente compacto. O

Ejemplo2.5.2. Sea E = 12, un elemento x € [? es denotado por x = (x1, X2, X3,...). Consideremos los opera-
dores S, : 1> — I? yS;: 12 — [? definidos por Srx = (0,x1, X2, X3,...) ¥ S;x = (X2, X3, X4,...) estos operadores
son conocidos como operador de desplazamiento a la derecha y operador de desplazamiento a la izquierda

respectivamente.
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2.5. Operadores compactos

= Operador S,
Es evidente que este operador es lineal y
1
o0 2
||srx||=(2|xj|2) = {|xll
j=1
de donde

1S, x|
[IS/I| = sup =
ez Il

Por tantoS, es acotado y sunorma es 1.

= Operador S;
Al igual que anteriormente este operador también es lineal y acotado ya que

2 - 2
1S1x11° = ) |x;]
j=2

Ademas, tomando sup sobre los x € 12 se tiene que [|S;]] = 1. Por otro lado

118,
11S;1] = sup —
o AR
_ lISuyl
iyl

Para cualquier y € [, en particular para y = (0, X1, X2, X3,...), entonces S;y = (X1, X2, X3,...) y [|S;yll =
1

(£, 1xj1%)° = llyll, luego l1S,1| = 1y por consiguiente [IS/]| = 1.
Ahora el operador S; o S, definido por
S;08,: 12— 2
X — 8708, (x)=S;(Sr(x))
para x = (x1, x2,X3,...) € 12 se tiene que

S1(Sr(x)) = 81 (Sr(x1, %2, x3,...)
= Sl (0,x1,x2,x3,-.-)
= (x1, X2, X3,...)

Luego S;0 S, = I. Como dim(/?) = oo, por el teorema (2.5.4) I no es compacto. Por (2.5.3) dado que S; es
lineal y acotado entonces S; no es compacto.
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2.5. Operadores compactos

2.5.1. Eloperador !

El estudio del operador O™! es de gran importancia en el desarrollo del trabajo ya que a diferencia del
operador de onda (O), este cuenta con algunas propiedades que permiten recurrir a resultados importantes
del andlisis funcional, una de estas propiedades es la compacidad.

Proposicién 2.5.1. El operador 0~ : N* — N es un operador compacto.

Demostracién. Sea B < N* acotado. 071 B es acotado en C2 ya que dado f € N* existe ¢y > 0 tal que
107 7]l < coll fl, (2.13)

ver [Rabinowitz, 1978, p.43] o para mds detalle [Sanjudn, 2014, p.23]. Ya que ||:|_1f|oo < |||:|_1f|| 1= collfll2
2
se tiene que O~ B también es acotado en C(Q).

Observacion. de (2.13) se tiene

collfll2 = IID‘lfII%

. O 'fx, -0 f(,9)
=0 flo+ sup o7 f fly |
(5, D#(y,9€Q |(x, -y, s)|5
IO fex, -0 (3, 9)]
=  sup -
(X, 1)7(y,9)€Q (|x_ yl+t— SI)E
OG-0, 9)]
- 1
(lx=yl+1r—sl)?

si ¢ollf1l2 = k entonces
O fe -0 f )| < k(lx—yl+ It—sl)%
<k(lx=yl+lt-sl) (2.14)
Dado € > 0 tomamos § > 0 de forma que kd < €. De (2.14) se tiene que si (x, 1), (¥, 5) € Q verifican
lx—yl+]t—sl<o
entonces

O fe -0 f )| s k(lx—yl+1t=sl)
< kb

<€

Por tanto (0! B es una familia uniformemente equicontinua de funciones.
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2.5. Operadores compactos

Por el teorema de Arzela-Ascoli ([Brezis, 2010, p.111]) toda sucesion de funciones {f,},., con f, e O7'B
tiene una subsucesion convergente { f,,,c}c:f’:1 enlanorma de C(Q). Esto es f,, — f paraalgtn f € N*. Ahora

,\?
=Pl = || =11
Q
1
= u@) 2l fu, = fllco
<e
esto es f,, — f enlanorma de L?(Q). Asi por teorema (2.5.1) J! es compacto de N+ a N+ O

Definicién 2.5.2. Sea T € Z(E). El conjunto resolvente, denotado por p(T) es definido por

p(T) ={A€R; (T — Al es biyectivo de E sobre E}.

El espectro, denotado por o(7T), es el complemento del conjunto resolvente, a saber, o(T) = R\p(T). Un
nuamero real A es llamado un valor propio de T si

N(T - AI) # {0}
N(T - AlI) es el correspondiente espacio propio. El conjunto de los valores propios es denotado por EV(T).

Es de resaltar que dado un operador T el conjunto de valores propios no siempre es igual al espectro.

Observacion. Dado un operador T € Z(E), siempre se tiene que EV(T) c o(T). Sea A € EV(T) entonces
N(T - AI) # {0}, esto es, {uedom(T —AD); (T —ADu =0} # {0}. Por tanto, existen al menos dos elementos
que por medio de (T — A1) son enviados al 0, esto significa que (T — A1) no puede ser sobreyectivoy A ¢ p(T)
entonces A € o (7).

La relaciéon contraria (T) < EV(T) no siempre se tiene, por ejemplo,

Ejemplo 2.5.3. Consideremos el operador S; del ejemplo (2.5.2). Sea x # 0, veamos para que valores de A,
(S, —ADx=0,quees S;x=Ax, de donde

/1)61 =0
/1)62 = X1
/1)63 = X2

lo cual no tiene solucién ya que, si A = 0 entonces x = 0, que no puede suceder. si A # 0 entonces x; =0y
x =0.Portanto EV(S,) = @. Para A = 0 el operador S, —AI = S; el cual no es sobreyectivo, por tanto 0 ¢ p(S;),
que es lo mismo que decir 0 € g (S;). Asi A = 0 es un valor espectral pero no es un valor propio de S,.

Lo interesante sucede cuando el operador T resulta ser compacto, ya que el siguiente teorema permite
caracterizar el espectro del operador.
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2.5. Operadores compactos

Teorema 2.5.5. Sea T € % (E), con dim(E) = oo, entonces se verifica

a) 0eo(T),

b) a(T)\{0} = EV(T)\{0},

¢) una de las siguiente situaciones:
e o(T)={0}

e g(T)\{0} es finito,

e g(T)\{0} es una sucesién que tiende a0

Es precisamente por el numeral (b) del teorema anterior que basta con hallar EV (0) (por ser 0! compacto)
para determinar el espectro del operador de onda o (O).

2.5.2. Eloperador (O+71)7!

Sea T e R tal que kz—jz+T;é0paraj,k=0,1,2,...ysea1“, :=min|k2—j2+rl > 0. El operador
O+tD7 ' L2(Q) — L*(Q)

actua de la siguiente forma, sean p, g € L2(Q) esto es,

o0

p= > filk, Dakj(x, 0+ falk, Brj(x, 0+ f3(k, Pyrj(x, 6) + falk, kj(x, 1) (2.15)
k,j=0

g= Y &k pagjx,0)+gk, )Brjx, 1)+ g3k, yij(x, 1)+ galk, )& (x, 1)
k,j=0

derivando usualmente se verifica que

azakj .2 azﬁkj .2 62')/kj .2 azékj .2
oz Yk o2 = 1Pk oz~ Tkp T AL
Par; PPrj ., PYej s Pokj .,
Fp = —k"ag;j, 32 =—k"PBrj -5;—=—kYM, 32 =—k"6k;
entonces
o0
Grex, =Y. —j*(g1(k, Daj(x, 0 + g2k, )Br;(x, ) + g3k, Ny (x, O) + ga(k, Ok (x, 1)
k, =0

3

—Gxx (6, 1) = Y K (g10k, Pa;(x, 1) + g2(k, )Brj(x, 1) + g3k, )yej(x, 1) + ga(k, )8 (x, 1))
k, j=0

3

Tq(x, 1) = Z T(gl(k,j)akj(x,l‘)+gz(k,j)ﬁkj(x, 0+ g3k, yrj(x, 1)+ galk, o (x, 1)
k,j=0
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2.5. Operadores compactos

Ahora
@+tD'p=gq
@O+thH@+th 'p=@+1Dhg
p=0+711Dgq
=0Og+1q
=qdrr—qxxtTq
de donde
p=Y (K-j*+1)(g1(k pakj(x, 0)+ gk, )Brj(x, )+ gs(k, ye;(x, 1) + galk, Ok (x, 1))
k,j=0
si se hace .
fitk, )= (k"= j*+1)gi(k,j) entonces gl ,])_m i=1,2,3,
de donde

_ o filk, agix, )+ folk, )Bri(x, )+ f3(k, PDyvei(x, )+ falk, j)oki(x, 1)
Gernp=g= § IED S s ’
k,j=0 J

para casi todo (x, 1) € Q

Proposicion 2.5.2. Existen constantes A; >0y B; > 0, que solo dependen de 7, tales que

k2_j2

A< |——
Tk 2+t

<B,

Tomado de [Sanjudn, 2014, p.29]

Demostracion.

Que finaliza la prueba. O
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2.5. Operadores compactos

Proposicién 2.5.3. El operador (O +11)~! definido en N* satisface, para cualquier p € N+, la siguiente de-
sigualdad
1@+~ ()l < Kallpll2 (2.16)

También el operador (O +11)~': Nt — L9(Q), con q = 2, es un operador compacto.

Demostracién. Sea p € N* entonces

oa+tD'p & —jfiltk, )Prj+jfa(k, Pak;—jfzk, Do+ jfalk, [)yk;

_ 2.1
Py kéo KZ—jZ+1 (2.17)

0@+ p R KAk Dy kK PO~ kfsth Py~ katk, )P (2.18)
0x B |

2
K70 kK2-j2+1

De (2.17), (2.18) y la Identidad de Parseval en dos variables [Kreyszig, 2003, p.56] se tiene que

HMZ_ f('M2+" k) [ ‘ Ak ) 2 ‘ A 2)
ot z_k,j:() ]kz_j2+‘[ k2_j2_|_-[ k2_j2+.[ kz—j2+‘[

=2 (F2tk, )+ f2(k, )+ f2(k, )+ f2 (K, )

kim0 (k2= j2+1)?

2

filk, j)
kK2—j2+1

”mm+rn*p
0

2 ‘ Lk, j) |?
X

2 falk, )
kK?2—-j2+1

kK2—j2+1

)

- %

2 k,j=0

k Bk, j)
kK2—j2+1
e} k2

QR NTEEy (FE e D+ [0 )+ [0 )+ [k, )

Luego
2

a(D+TI)—1p 2+H6(D+TI)_IP
ot 2 0x 2
& (K2 + %) (FP U6 )+ 13 K )+ [k, ) + £ Gk, )

- ¥

K70 (kz _ j2 + T)Z

_ k2= 2R (2 + 2 (fEk, )+ [, )+ f2 K, )+ fE(K, )
= o Ikz—j2+T|2 (kz _]'2)2

(k% + ) (fEk, )+ f7 U6, )+ £k, )+ 2k, )

@+ =07 ol =

18

< B?
Tk,]Z:O (kz_jz)z
g i (k2 + j2) (f2(k, ) + f2 (e, ) + 2Kk, ) + fE(K, )
TR (k+j)2(k = j)?
<BZ Y (fik )+ [k )+ f5 (K, )+ fi (K, )
k,j=0
< BZ|Ipll3
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2.6. Espectro del operador de onda

esto es
l@+tD7'p|, = B:lIpll (2.19)

Sea {pn};ozl una sucesién acotada con p,, € L?(Q), por (2.19) se tiene que (0+71) "' p,, es acotada en H. Por
el teorema de Rellich-Kondrakov ([Brezis, 2010, p.285]) (O +7I)~! p,, tiene una subsucesién convergente en
L9(Q) para g = 2, por tanto (O +7I)~! es un operador compacto. (ver [Kreyszig, 1978, p.407]) O

§ 2.6. Espectro del operador de onda

Para determinar el espectro del operador de onda o (O) es necesario saber para que valores de A el siguiente
problema tiene soluciones no triviales

Ou=Au
ulx, t) =u(lx+2m,t) (2.20)

ulx, t) =u(x, t+2m)

Usando el método de separacién de variables, se supone una solucién u de la forma u(x, ) = F(x)G(t) de
donde (2.20) toma la forma

G(F(x) - F"(x)G(t) = AF(x)G(t)

éo_rw

G(1) F)
G | F'(x)
G ~ F)

Donde k € R, una constante que no depende de x ni de ¢. De lo anterior resultan dos ecuaciones diferencia-
les ordinarias homogéneas de segundo orden

F'(x)-kF(x)=0

.. (2.21)
G()—-(A+ kG =0

Dado que k, A son constantes y arbitrarias para solucionar (2.21) se consideran 9 casos: Para k=0, k <0y
k>0setomanA=0,1<0yA>0.

Como las soluciones para (2.20) deben ser no triviales G(f) y F(x) deben ser distintas de cero.

(@ Sik=0, F"(x)=0dedonde F(x) = c;x+ ¢z con cy, ¢z € R. Ya que u(x, t) es periédica de periodo 27 en
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2.6. Espectro del operador de onda

la varible x

ulx,t)=ulx+2m,t)
F(x)G(t) = F(x+2m)G(1)
F(x)=F(x+2m)
ax+c=c(x+2n)+c

c1=0
Luego F(x) = co y u(x, t) = coG(t) es solucién de (2.20). Veamos la forma que debe tener G(t)

i) SiA=0, G(t) =0de donde G(t) = k; t + k» con ky, ko € R. Ya que u(x, t) es periédica de periodo
271 en la varible ¢

u(x, t) = ulx, t+2m)
F(x)G(t) = F(x)G(t +2m)
G(1) = G(t +2m)
kit+ky=ki(t+2n) + ko

ki=0

Luego G(1) = k2 y u(x, t) = c2k2 = K es solucion para (2.20). Por tanto A = 0 € 0, (0)

ii) SiA<0,setomal=-s?yG(t)+s*°G(t) = 0, cuya solucién es G(t) = k; cos(st) + kp sin(st) con
se Z, G asidefinida es 27 peri6dica de donde u(x, r) = Acos(st) + Bsin(st) es solucién de (2.20).

2

Portanto A = —s*€0,(0) cons=1,2,...

iii) SiA>0setoma A = s? y Gt - s2G(H) =0, cuya solucion es G(t) = ki€’ + kre !, Ya que G debe
ser 25t periddica este caso queda descartado.

(b) Si k<0, setoma k= —j2 y F"(x) + sz(x) =0, cuya solucion es F(x) = ¢ cos(jx) + c2sin(jx) si j € Z,
F es 27 periddica y u(x, t) = [c; cos(jx) + c2 sin(jx)]G(¢) es solucién de (2.20). Veamos la forma que
debe tener G(¢) sabiendo que G(f) + (j> - A1) G(t) =0

i) Si j2 - A =0G(t =0de donde G(t) = kit + k» con ki, k» € R. Ya que u(x, ) es periédica de
periodo 27 en la varible t,mediante cdlculos similares a los anteriormente realizados se llega
aG(t) = kyy u(x,t) = Acos(jx) + Bsin(jx) es solucién de (2.20). Por tanto A = j% € op(0) con
ji=12,...

ii) Si j2—A>0,setoma j>—A=s%yG(t)+s>G(t) =0, cuya solucion es G(1) = k; cos(st) + kp sin(st)
con s € Z, G asi definida es 27 periédica de donde u(x, t) = Acos(jx) cos(st)+Bcos(jx)sin(st)+
Csin(jx) cos(st) + Dsin(jx)sin(st) es solucién de (2.20). Por tanto A = j2 - s? € op(@dcon j,s=
1,2,...

iii) Si j2-21<0, setoma j2—A=-s?y G(t) — s>G(t) = 0, cuya solucién es G(t) = ke’ + kze™". Ya
que G debe ser 27 periddica este caso queda descartado.
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2.6. Espectro del operador de onda

(c) Sik>0,setomak=j>yF"(x)— j>F(x) =0, cuya solucién es F(x) = c¢;e/* + coe™/*. Ya que F debe ser
27 periddica este caso queda descartado.

Por lo anterior se dice que
o@={j*-s% js=012,.}
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3. El problema semilineal

En éste capitulo se hard uso de los resultados del capitulo anterior, con el fin de encontrar soluciones débiles
ala ecuacién de onda semilineal (1). Las herramientas principales para obtener lo deseado son el Método
de Reduccién de Lyapunov-Schmidt, el principio de contracciones y el Teorema de Punto Fijo de Schauder.

§ 3.1. Suposiciones

Para el problema (1) se considera g diferenciable y asint6ticamente lineal pero no necesariamente moné-
tona, es decir
g)=1t+h(t) con 71€(0,00) 3.1)

yqueparaalgin <0y A>0
|W' (W) <|uP para |ul=A (3.2)

Nota 3.1.1. Sin pérdida de generalidad se puede suponer que € (-1,0).
Prueba. Supongamos que 8 < —1 entonces f < — 1, por tanto
B () <15l <572,

Nota 3.1.2. Existe una constante M; > 0 tal que
|s|ﬁ+1

|h(s)| < My + Bl

(3.3)
Prueba. Supongamos en primer lugar que s= A>1
N
Ih(S)I=|h(A)+f n' (1) di
A

s|h(A)|+f () dt
A

S
s|h(A)|+fA|r|/3dr
P+l pB+L
p+1 p+1

< |h(A)|+
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3.2. Soluciones débiles

entonces i}
< + A

Supongamos ahora que s < - A

-A
|h(s)|=|h(—A)—f 1 (0 dif

-A
f 140 dt‘
S

< |h(—A)|+f_

N

<|h(-A)|+

A
IAGIN

A
s|h(—A)|+f 1t1P dt

N

—-A
< |h(—A)|+f -oPdr

A’6+1 (_s)ﬁ+l
ﬁ+1_ B+1
A,B+1

B+1

(_S)ﬁ+1

B+1

s |h(-A)l+

s |h(-A)l+

s |h(-A)l+

Por tanto
|s|ﬁ+1

p+1

Por tltimo, supongamos que |s| < A. Como h € C'(R), h es acotado, entonces existe M, tal que

|h(s) < |h(=A)| +

|h(s)I = Mo

Tomando M; = max{M,, |h(A)|,|h(-A)|}, queda demostrada la afirmacién, ver [Duque, 2011, p.28].

§ 3.2. Soluciones débiles

Definicién 3.2.1. Para el problema de onda

U — Uxx = px, 1) — g(u)
ulx,t) =ulx+2m,t)

ulx, t)=u(lx, t+2m)

(3.4)
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3.2. Soluciones débiles

Se dice que u=y+ve Y @ N es una solucién débil de (3.4) si

fg{(ytﬁr—yxf/x)—(g(u)—p)(j/+ D}dxdr=0 (3.5)
Paratodo y+de€Y® N.
Se verificara que toda solucion fuerte (clasica) es solucion débil, es decir pasar de (3.4) a (3.5). Supongase
que u=y+ve (YﬂCz)éB(NﬂCZ)
Yee + Vit — Yxx — Vxx = p(x, 1) — (1)
seajy+0ve(Yn C%) @ (NN C?) entonces

(px, ) =g (Y + D)= (Ver + Vet — Yxx — Vx) (J+ D)
= Yer = Ya) P+ D)+ (W — i) (P+ D)
= Vet — Yx) (P +0)
=Yl + VeV = Yax Y — Yxx?

2 2 2
Integrando por partes sobre Q y dado que y,j € (Y N C?) y v, ¥ € (N n C?), se tiene que y On =v On =9 0” =
2
D 0” = 0 por ser funciones 2r-periédicas, entonces
fQ [(p—gw)(P+ )] dxdt= fQ [Veed + YeeD = YxxJ — Yxx 0] dxdt
:[ ytt)A/"'f J/ttﬁ_f J’xxf’_f YaxV
Q Q Q Q
:J/tJ’)aQ—fQJ/tJ/t'*‘ytV|ag—fQJ’tvt—J’xJ’ aQ"‘fQJ’xJ’x—J’xV GQ"‘LJ’xVx

:—fytyt+fyxﬁx_fytﬁt+fyxﬁx
Q Q Q Q
:_fytyt-’-[yxf’x_ﬁfyléﬂ"'[yﬁtt"'ﬁxﬂag—f Yxx
Q Q Q Q
:_fytJA/t"'[J’xJA’x"'[J’(lA’tt—ﬁxx)
Q Q Q

:_f ,VtJA/t"‘f VYxPx
Q Q

f[(p—g(u))(f/+ ﬁ)]dxdtz—f yrf/t+f ViJo
Q Q Q

Por tanto

que al reordenar obtenemos

fg{ytf/r —YxPx— (W) —p)(F+D)}dxdt=0
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3.2. Soluciones débiles

Ahora veamos que bajo cierta regularidad toda solucién débil es solucién fuerte, es decir pasar de (3.5) a
(3.4). Supéngase que es valida la ecuacion (3.5) para todo y+ 7 € (Y N C?) @ (NN C?) esto es

f[(p—g(u))(f/+ 0)]dxdt=—f y:f/ﬁ/ VxJx
Q Q Q

=—f yrﬁt+fyxﬁx+f|3ﬁy

Q Q Q

:_f ytyt‘*'f)’xj’x‘*‘f (D= Dxx) ¥
Q Q Q

=_f J/tj/t'i'f.)’xf’x‘i'fyﬁtt_[yﬁxx
Q Q Q Q

Integrando por partes y usando el hecho de que v, y, D,  son funciones doble periédicas de periodo 27 se
tiene

fQ[(p—g(u))(y+ V)]dthz—J/ty‘aQ+LJ/ttJ’+J’xy aQ_ny“er Vty’aQ—LJ/tVt—VxJ’ aQ"‘[QJ/xVx

=fJ’ttJ7—f J’xxf/—f J’t’7t+f VxDx
Q Q Q Q
OQ_LyxxV

=fyn37—f yxxﬁ—yﬂ?| +f VeeD+ Yy
Q Q 0 Jo

= /(;J’ttf’_J/xxJA""J/ttﬁ_J/xxﬁ

= f Yer = Yxx) G+ D)
Q

=[ et yxx) G+ 9) +[ Wit = Vi) G+ D)
Q Q

= fﬂ(yn = Vxx + Vit — Uxx) (P + D)

Entonces,
L(J’tt‘}’xx"' Vit — Vxx_p+g(u))(J7+ 0)=0
para todo y + 9. Dado que 7+ D € C? Y Yy — Yyx + Ut — Uxx — P + g(u) esta al menos en L'(Q)

(ver [Brezis, 2010, p.110]), se tiene y;; — yxx + Vir — Uxx — p + §(u) = 0 entonces,

pl, ) —g(W) = Yt — Yxx + Vit — Uxx

= Urr — Uxx
Asi,
Ou=p(x,t)—gu

Donde u = y+ v e (Y NnC?) & (Nn C?). De lo anterior se puede concluir que toda solucién fuerte es solucién
débil y bajo cierta regularidad toda solucién débil es solucion fuerte.
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3.3. Método de reduccién de Lyapunov-Schmidt

§ 3.3. Método de reduccion de Lyapunov-Schmidt

Para poder encontrar soluciones al problema (3.4) se recurre al Método de reduccién de Lyapunov-Schmidt
(ver [Chang, 2005, p.33]). Este método es muy utilizado en los problemas de andlisis no lineal, ya que usual-
mente permite reducir un problema de dimensién infinita a un sistema de dimensién finita o como en
nuestro caso reducir a espacios mas sencillos. El método de reduccién varia de acuerdo al problema no
lineal que se esté considerando. Para el caso semilineal (3.4) la siguiente proposicién ilustra el método.

Proposicion 3.3.1. u=y+veY & N es solucion débil al problema (3.4) si y solo si v, y satisfacen el sistema
1

v=——Qih(y+v)-p) (3.6)

y=@+1D7'Qh(y+v) - p) (3.7)

donde Q; : I2(Q) —» Nes la proyeccion ortogonal de L%(Q) sobre N yQy: L%2(Q) — Nt denota la proyeccién
ortogonal de L%(Q) sobre N+

Demostracion. Demostremos primero la necesidad. Supéngase que u =y + v e Y @ N es solucién débil al
problema (3.4). Como (3.5) se cumple paratodo j+ ? € Y @ N tomemos j =0, entonces paratodo ¥ € N

O:f —(gw)—-p)ddxdt
Q
Zf —(tu+h(u)—p)odxdt
Q
:f -T(y+v)+h(y+v)—-p)ddxdt
Q

=f —Tyﬁdxdt—f va}dxdt—f(h(er v)—p)vdxdt
Q Q Q

Por ser Q; operador autoadjunto! se tiene que (Q;(?), h(y + v) — p), = (D,Q1(h(y+v) - p)),, donde 7 =
Q1 (D) por estar ¥ € N entonces

f—Tvl?dxdt:f(h(y+v)—p)ﬁdxdt
Q Q
=fQ(h(y+ v)—p)Q1(D)dxdt

:f Qulh(y +v)— )b dxdt
Q

Sea T': H; — H, un operador lineal y acotado donde Hj, H> son espacios de Hilbert. El operador adjunto de Hilbert
de T es T*: H, — H, tal que para x € Hy, y € Hp, (Tx,y) =(x, T*y). Se dice que T es autoadjunto si T = T*, es decir,
(Tx,y)=(xTy)
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3.3. Método de reduccién de Lyapunov-Schmidt

Como esta igualdad se cumple para todo 7, —tv = Q; (h(y + v) — p), que es (3.6). Para y € Y se tiene que

vy, 0= yilk, Pag;x, 1)+ ya(k, )Brj(x, 1) + y3(k, Nyij(x, 0) + yalk, Exj(x, 1)

k#j

yix, 1) =Y —jyilk, )PBrj(x, ) = yalk, Par;(x, 1)+ ys(k, 6 (x, 1) = yalk, j)yej(x, 1)]
k#j

eEDY k[y1(k, Pyij(x, 0) + yalk, N8k (x, 1) — y3(k, ek (x, t) — yak, j) Brj(x, )]
k#j

Tomando en (3.5) 2 =0y J = @y, j, fijo, ¢ = — joBryjor Yx = K0V ko jo
O:fg{(yrf/r—yxf/x)— (g(w) —p)y} dxdt
zfg{(ytf/t—yxj/x) —(tu+h(w) - p)y} dxdt
:L{(J’tf’t—J/xf/x) —1yy—1vy— (h(W) - p)J} dxdt
:f ViV dxdt—f VxPx dxdt—f Tyj/dxdt—f (h(w)—-p)ydxdt (3.8)
Q Q Q Q

Es claro que <akj»:3koj0>2 = <ij'16kojo>2 = <5kj’ﬁk0jo>2 =0paratodo k,j=0,1,2,... y que <IB’€]'IBIC0]0>2 =0
para k # koy j # jo, por tanto

| yisedxar= | {
Q Q

=[ { Y o[k ) BBy jo — V2 ks Dk j Biy jo + ¥3 (ks )6k Bry jo _y4(k»j)7kj,6kojo]} dxdt
k#j

Y =ik DBrj—yo(k, Pakj + ys(k, Ok _y4(k»j)7/kj)] (—joﬁkojo)} dxdt
=y

=Y jjo [yl(k,j) [ Besbros = 1otk s [ arsbroi+ votk ) [ Sibrase=yath ) [ n,-ﬁkojo]
oy Q Q Q Q

= Z JJo [J/l(k,j)f BrjBr,yj, dxdt
k#j Q

2w 271
=j§y1(k0,j0)f f sinz(kox) sinz(jo nddt
o Jo

=1 jg y1(ko, Jo) 3.9)
Andlogamente
fﬂyxf/x dxdt = n*kgy1 (o, jo) (3.10)
fQTyf/ dxdt = n*ty (ko, jo).. (3.11)
Ahora denotemos g(x, t) = h(u(x, t)) entonces
Q2(q(x, 1) = I; qi(k, jagj(x, 1)+ ga(k, j) Brj(x, D) + q3(k, j)yij(x, 1) + ga(k, )Oj(x, 1)
j
Q2(p(x,1) = I; pik, Pag;(x, 1) + p2(k, ) Brj(x, 1) + p3(k, Nyrj(x, £) + pa(k, O j(x, 1)
J
34
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3.3. Método de reduccién de Lyapunov-Schmidt

Razonando de forma similar a (3.9) se obtiene
f px, )y dxdt = f plx, )Q2(p) dxdt
Q Q

= fQ Q2(px, 1)y dxdt

= 11 p1 (ko, jo) (3.12)
fq(x,t)j/dxdt:f q(x,1)Qa() dxdt
Q Q

=fQQ2(CI(x, n)ydxdt

= 71° g1 (ko, jo) (3.13)
de (3.9), (3.10), (3.11), (3.12), (3.13) se tiene que (3.8) queda

0 =72 j&y1 ko, jo) — k3 y1 (Ko, jo) — T¥1 (Ko, jo) — 11 (Ko, jo) + p1y1 (Ko, jo)]
= j&y1(ko, jo) — ki 1 (ko, jo) — Ty1 (Ko, jo) — g1 1 (Ko, jo) + p1y1 (Ko, jo)

de donde )
ko, jo) = ——=—(q1 — p1) (ko, jo)-
y1(ko, jo) kg—j§+r g1 — p1) (ko, jo
Del mismo modo tomando en (3.5)
i):o y y:ﬂk()]g
020 y y:Ykojo
0=0y 37:61%]'0

fijos, se obtiene respectivamente

-1
Ko i0) = —— (o po) (Ko i
Y2 (ko, jo) 2 .2+T(LI2 p2)(ko, jo)

0 0

-1
Koo i) = ——% (g~ ) (ko i
y3(ko, jo) 2 j2+r(q3 p3) (ko, jo)

0 Jo
-1
Ko, jo) = ———— (G — pa) (Ko, j
Ya(ko, jo) kg—j§+r(q4 pa) (ko, jo)

para cada ky, jo=0,1,2..., ko # jo, entonces
-1 . . . .
y=>. 271 [(q1 — pO)(k, Pak,j+ (g2 — p2)(k, ) Bk, j + (g3 — p3) (k, )Yk, j + (qa — pa) (k, )6k ;]
k#j T
=—@+7D"'Qq(x, 1) - p(x, 1))
=—@O+1D) 7 Qa(h(y+v)-p).
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3.3. Método de reduccién de Lyapunov-Schmidt

Demostremos ahora la suficiencia. Supongamos que son vélidas las ecuaciones (3.6) y (3.7), para y € Y se

tiene

o, 0= ik, Pag;x, 6+ Pak, )Prjx, 1)+ P3(k, yij(x, 0) + Palk, )6k (x, 1)

k#j

Je, 0 =Y —j 91k, P)Brj(x, 1) = Palk, ek (x, 1)+ P3(k, O (x, 1) = Jalk, j)yij(x, 1)]
k#j
k#j

Multiplicando (3.7) por J, usando la ortogonalidad de las funciones a i B Yk ]-,5 kj» la representacion de
Q2(q — p) para q(x, ) = h(u(x, t)) y propiedades de la integral, de (3.7)

fQ{ytj/t—yxj/x—Tyj/—(h(u)—p)j/} dxdt=0 (3.14)
paratodo y € Y. De (3.6) paratodo 0 € N
N 1 N
vv=—;Q1(h(y+ v)—p)D.
Integrando sobre Q
—f Tvﬁdxdt=f Qi(h(y+v)—-p)Ddxdt
Q Q
:f(h(y+ v)— p)0 dxdt
Q

De donde
f{—rvﬁ—(h(u)—p)ﬁ} dxdt=0 (3.15)
Q

Sumando (3.14) y (3.15)

0=fQ{yrﬁr—yx?x—ryﬁ—(h(u)—p)y} dxdt+/0{—rvﬁ—(h(u)—p)ﬁ} dxdt

{Vede=yxIx—1yy—(W(w) - Py —Tv0~ (h(W) - )0} dxdt

{vide—yxdx—tyy -1V —TYD—TVD— (W(W) — P)(D + )} dxdt
ePe—yxde =T+ )0+ ) — (h(w) - p) (0 + )} dxdt

{yegr—yxde— [ty +v) + h(w) - p] (0 + )} dxdt

I
S5 TS S S

{yi9e—ydx— gy +v) = p] (0+ )} dxdt

paratodo 7+ V€Y ® N, esto es u = y + v es solucién débil de (3.4). O
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3.4. Andlisis en el niicleo

§ 3.4. Analisis en el nucleo

Sea u=v+ye N@&Y unasolucién débil para (3.4). Asuvez v(x, 1) =0+ vi(x+ )+ v2(t—x)con D eR, vy, v

funciones 27 —periédicas.

Proposicion 3.4.1. Si vy, vy tienen promedio nulo, es decir

21 21
f vl(s)ds:f v2(8)ds =0 (3.16)
0 0

La representacion de v es tinica.

Demostracion. Supongamos que vy, V2, Wy, Wo € L2(Q) tal que,
V+i(x+)+vr(t—-x)=v+wi(x+1t)+ w2 (t—x)

de aqui
(n—w))x+1) = (w2 —v2)(t—x)

Si notamos p; = v; — w1 y p2 = wy — v se tiene p;(x+ t) = po(t — x) para todo x, ¢ € [0,27]. Dado que se
cumple para todo x, f € [0,27] en particular para t = x, de donde p;(2x) = p2(0), esto sginifica que p; es

constante. Ahora
2m

p1= A p1(s)ds
2m
=f0 (vi—wi(s)ds

2n 21
=[ v1(8) ds—f wy(s)ds
0 0

=0

p1(t) = k donde k una constante que no depende de x ni de ¢, integrando entre 0 y 27 se tiene

2m 2w
p1(s)ds=0= kds
0 0
de donde 27k = 0 por tanto k = 0. Esto quiere decir que p;(¢) = 0y v1(¢) = w;(¢) para todo t € [0,27].
Argumentando de manera similiar para x = —t se obtiene que wy(t) = v,(¢) para todo ¢ € [0,2x], asi la
representacion es unica. U

Lo que sigue se hace para determinar las ecuaciones integrales para 7, v; y v». Como (3.5) se cumple para
todo y+ V€Y ® N, tomando =0y D =1 se tiene que

0=[ {p(x,t) —gw} dxdr
Q
=[ {px,)—t(w+y)—h(w} dxdt
Q

:f {pe, ) =10+ 1 (x+ 1)+ v2(t —x) + ¥) — h(w)} dxdt (3.17)
Q
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Por (2.9), (3.16) y (3.17) se obtiene

[{p(x,t)—h(u)}:fTI7+[Tvl(x+t)+[rv2(t—x)+fry
Q Q Q Q Q
2n 271
:f f Tvdxdt
o Jo
21

= Tﬂf (xl%”)dt
0
2n
=27TV dt
0

= 4T D

Asi,
1

b=
4Anlt

f {p(x, ) — h(u(x, 1)} dxdt (3.18)
Q

Para determinar las ecuaciones integrales de v;, v» se consideran las siguientes regiones y los siguientes
cambios de variables. Sea 0 < r < s < 27, considérese la funcion 2n-periédica x| g : [0,27] — R definida por

1 si telrs]

S t =
X[;]() { 0 si t(—:[O,ZTE]\[r,S]

Sea ¢p(x, t) = x5 (t — x) ylaregion

Ars=A={(x,0)€Q; t—x€[r—-2n,s-2n|UIr,sl}

2m

Figura 3.1: Region A= A; U A

De esto se tiene que A; y Az son
Al ={x,)eQ; r<t—x<s}
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A={x,NeQ; r-2n<t—-x<s-2m}

Si se hace para A; la transformacién x =y t =1+ { se tiene que
x| (1 0} (¢
t] \1 1] \n

Es claro que el Jacobiano que viene dado por ggfg =1y A; se transforma en

A ={({mMeQ; rsn<s 0=s(<2m,0<n+{<2n}

que es

2m

n=s

Ay

Q

2T«

Figura 3.2: Regi6n A; transformada

Si se hace para A la transformacién x =y t =n+{ —2n se tiene que

(-6 o)

Es claro que el jacobiano que viene dado por gg?r’g =1y A, se transforma en

AM={(,mMeQ; r<n<s 0<{<2m 2n<n+{<4n}

que es
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\»

2m T

)

2T«

Figura 3.3: Regi6n A, transformada

Por tanto la nueva region de integracién se convierte en el rectangulo [0,27] x [r, s] en el plano {,n

n

2m

| >

2r—s 2m—r 2m ¢

Figura 3.4: Region A transformada

Recordemos dos resultados importantes que se usardn en lo que sigue del trabajo

Teorema 3.4.1. (Teorema del valor medio para integrales en L ). Sea f € L”(Q), Q c R" un subconjunto
abierto y acotado deR", u la medida de Lebesgue. Si f es integrable en Q entonces

f F = @) f(s0)
Q
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Para algtin s € Q.

Teorema 3.4.2. (Teorema de diferenciacién de Lebesgue) Sea f € L' (R"), x € R", B una bola cerrada que
contiene a x entonces en casi todo punto x vale

.1 _ — _
r(lb}grioﬁfBlf(y)—f(x)ldy—O y ,(%?lo|3|f3f(y)dY—f(X)

[Folland, 1999, p.98].

Teniendo en cuenta lo realizado anteriormente se encontrardn las expresiones para vy, v. Dado que O¢ =0
se tiene que ¢ € N y por (3.17)

fp(x,t) dxdt:fgb(x,t)p(x,t) dxdt
A Q
:f O(x, ) (tv(x, )+ h(ulx, 1)) dxdt
o (3.19)
:f {trv(x, )+ h(u(x, )} dxdt
A

:f TU(x, 1) dxdt+[ h(u(x, 1) dxdt
A A

obsérvese que

fp(x, ) dxdt:f p(x, 1) dxdt+f px,t) dxdt
A Ay Ay
= plx,x+n) dxdn+f plx,x+n-2m) dxdn
A1 A2

=f plx,x+n) dxd17+f p(x,x+n) dxdn
A1 A2

= f p(x,x+n) dxdn
A

realizando el cambio de variable propuesto anteriormente y por (3.16)
f px,x+n) dxdn= f Tv(x,x+1n) dxdn +f h(u(x,x+n)) dxdn
A A A
s prenm
:f f T(D+ v12x+n) + v2(n) dxdn+f h(u(x,x+mn) dxdn
r Jo A

:f:

+ f h(u(x,x+mn) dxdn
A

S S
f ﬁdn+f vo(n) dn
r r

N

=27rﬂ7(s—r)+27nf V2 (1) d17+fh(u(x,x+17)) dxdn
r A

27

21 21
0 dx+rf v1(2x+n)dx+rv2(17)f dx
0 0 0

dn

=217

+f h(u(x,x+n)) dxdn
A
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Usando el Teorema de Valor Medio para Integrales en L” (Q)

f p, x+n) dxdn=2nt0(s— 1) +2nT(s— 1) V2(S2) +f h(u(x,x+n)) dxdn
A A

=2nt(s—r)(D+ vz(sz))+[h(u(x,x+n)) dxdn
A

donde s € (1, s), Esto es

s pr2n

s penm
/ plx,x+n) dxdn=2nt(s—r)(D+ Uz(Sz))+/ h(u(x,x+n)) dxdn,
r Jo 0

r

dividiendo entre s —r y tomando limite cuando s — r se tiene

2nT(s—1)(D+ v2(82)) N

1 s pem 1 s p2m
lim—f f p(x,x+n) dxdn=1im lim f f h(u(x,x+n)) dxdn
r Jo S=r S=rs—=rJdr Jo

S=rS—r s—r

Por el Teorema de Diferenciacion de Lebesgue se tiene que

2m 21

p,x+r)dx=2nt(D+ v2(r)) + h(u(x,x+r))dx (3.20)
0 0

Para casi todo r € [0,27]. Tomando ¥ (x, £) = x5 (x + t),remplazando A por
{(x,))eQ; t+x€e[r+2ms+2nlU|r,s]}

y argumentando de manera similar a lo anterior se llega a

2n 21
pl,r=x)dx=2nt(0+v1(r))+ h(ulx,r—x)) dx, (3.21)
0

para casi todo r € [0, 27].

3.4.1. Ecuacion integral de nticleo
Lema 3.4.1. Si v, vy, vy satisfacen (3.18), (3.21), (3.20) entonces v satisface (3.6).

Demostracion. Sea ¢ como en (3.19), recordemos que 2 @Q=NeN L ysipe€ 1?2 (©) entonces p = Q1 (p) +
Q2(p) luego

fQ(le(p) dth:fQ(’le(p) dxdt+fQ¢Qz(p) dxdt
=fQ<,D(Q1(P)+Q2(P)) dxdt
=f ¢pdxdt
Q
:f Xirs)(t=x)p(x, t) dtdx
Q
2n 271
:f Xirs)(E=x)p(x,t) dtdx
o Jo

2m px+21
= f f Xins) (t=X)p(x, 1) dtdx (3.23)
0 X
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Si se hace el cambio de variable x = y t =+ { la integral (3.23) queda

2w 271
fQ(,le(p) dxdt=f0 | xinhslmpx,x+n) dndx

| e x+mdndx si melrns]
1o si nel0,2x]\[r, ]

S p2m
:f p(x,x+n) dxdn
r JO

por (3.20)

2r
2T (D + va () + h(u(x,x+n))dx|dn
0

N

fﬂ $Q1(p) dxdt = f

=fr$f02”{r(ﬁ+ vo () + h(u(x, x +m)} dxdn

= Ozn)([T,S](n)fozn [T(0+ v2(m) + h(u(x, x+m)]| dxdn

- Ozn)([r, s](n)/:ﬂ [T(0+ v12x+m) + v2(m) + h(u(x, x +m)] dxdn
=f02n OZHX[r,S](n) [7(D+ v1Qx+m) + v2 () + h(u(x, x + )] dxdn

= fo[r, sIm) [T(D+ vi2x+m) + v2(m) + h(u(x, x +m)] dxdn

Ahora el cambio de variable x = 'y n =t — x hace que
27 pX+27
fd?Ql(p) dxdt:f f X1 81t —x) [T(D + vy (£ + X) + vo (£ — X)) + h(u(x, )] dtdx
Q 0 X
27 px+27
=f f xinsl(t—x) [tv(x, 0 + h(u(x, )l drdx
0 X
2n px+2m
=f f ¢lrv(x, 1)+ h(u(x, 1)) drdx
0 X

:f dltv(x, t)+ h(ulx, 1)) dxdt. (3.3)
Q

Como Q; es un operador autoadjunto y ¢ € N entonces para todo f € L2(Q) se tiene

[er=[ @y
= [ v@in

Tomando f =7tv(x,t) + h(u(x, 1)) de (3.3)
fQ¢Q1(p) dxdt:fQ(PQ1([Tv(x, 0+ h(u(x, 1)) dxdt

:f ¢lrv(x, 1)+ Qi(h(ulx, 0)]dxdt
Q
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Como u=y+veYeN entonces

fQ¢Q1(p) dxdt:fggb[rv(x, D+ Qi(h(y+v)|dxdt

Tomando ¥ (x, t) = x| s (x + £) y argumentando de forma similar a la anterior

fQUle(p) dxdt:fgy;[rv+Q1(h(y+ V)| dxdt

Sin es una combinacién lineal de funciones de la forma y (¢ (x+ 1) ¥ x(r5(t — X)

anQl(p) dxdt:fgn[rv+Q1(h(y+ )| dxdt

(3.25)

¢, son funciones simples? de N y toda combinacién lineal de estas funciones es simple en N. Ya que las

funciones simples de N son densas en N entonces (3.25) se cumple para todo n € N, por [Kreyszig, 1978,

p.190]
Qi(p)=tv+Q1(h(y+V)).

3.4.2. Soluciones en el ndcleo

Seat ¢ 0o(0), p(x, £) = cq(x, 1) y ¢ una solucién para

Prr—Pxx TP =X, 1)
px, ) =@px+2m1,t) =@p(x,t+27)

De (3.4) y (3.26) se tiene el sistema
Ou+tu+h(u) =px,t)
{D(p +Tp=4q(x,1)
multiplicando la segunda ecuacién por ¢ > 0
Ou+tu+ h(u) =px,t)
{ O(cp) +1(cp) =cq(x,t) = p(x, 1)

Restando estas dos ecuaciones se obtiene

O(u—cp)+t(u—cp)+h(u)=0

(3.26)

(3.27)

(3.28)

Como se esta suponiendo u de laforma y+ve Y & N, u— ce queda partida en dos, una parte en el nticleo

y la otra en el rango, a saber
v-cQip€eEN
y-—cQupeY

2Una funcién f: X — R se llama simple si su imagen es un conjunto finito
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Lo anterior es un tecnicismo para mostrar el tipo de soluciones que se quieren encontrar en el nticleo. Sea
z(x, ) = v(x, 1) — cQre(x, 1), como v, Q¢ € N se pueden escribir

Qiox, D) =p+@p1(x+ 1) +@2(t—x)

v(ix,)=v+v1(x+1)+v2(t—Xx)

donde ¢1, @2, v1, V2 son doble periddicas de periodo 27 y de promedio nulo, asi z(x, t) = 2+ 2z (x+ 1)+ 22 (£ —x)
donde

Z1=V1—Ccy (3.29)

Remplazando (3.29) en (3.21)

21 2m

Cc qx,r=x)dx =217 (Z+ cp+21(r) + cp1 (1)) + h((y+z+cQ1)(x,r — X)) dx
0 0
21

=277 (Z+ c@p+z1(r) + cpr1 (1)) + h((cp—cp+y+z+cQip)(x,r—x)) dx
0

2m
=277 (Z+c@p+z21(r) + cpr(r)) + h((cp+z+)(x,r—x)) dx (3.30)
0

donde { = y—cp+cQi1p = y—cQap € Y. Dado que ¢ es solucién de (3.26) también cumple la ecuacién
(3.21) para h = 0 entonces

21
[ qx,r—x) dx =217 [@+@1(r)]
0

para casi todo r € [0, 27], sustituyendo esto en (3.30)

2m

2ent [@+pr1(N] =201 (Z+cp+z1(N) +cp1(N)+ | hllcp+z+)(x,r—x) dx
0

de donde
27

z1(r) =—Z—L h(lcp+z+0)(x,r—x)) dx (3.31)
27T Jo

Similarmente remplazando (3.29) en (3.20) y teniendo en cuenta que

21
f qx,r+x) dx =217 [@+ @2(r)]
0

se obtiene ) .
2(r)=—-z—— h(lcp+z+0)(x,r+x)) dx (3.32)
27T Jo

1
Ya que ¢ es solucidon de (3.26), ésta cumple la ecuacion (3.18) para k =0, es decir ¢ = 2

nszQq(x, r)dxdt.

Multiplicando por c se tiene
f p(x,t) dxdt = 4n’tc (3.33)
Q
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Sireemplazamos (3.29) en (3.18) y usando (3.33) se tiene

1
4Am2t

Z+cp= fp(x,t)dxdt—f h(y+v)dxdt
Q Q

4Am2t

471216(,7) —f h(lcp+z+0)(x, ) dxdt
Q

Asi
-1

4Am2t

zZ=

f h((co+z+{)(x, 1) dxdt (3.34)
Q

En lo que sigue del trabajo se hara uso del siguiente teorema, el cual es una version del principio de con-
traccion con parametros.

Teorema 3.4.3. Sean (X1, d) un espacio métrico completo y (X, 8) un espacio métrico. Si f : X1 x Xo — X1 es
una funcién continua y existeI' € [0,1) tal que

a(f(x1,y), f(x2,¥) =T'd(x1,x2) (3.35)

para todo x1,x € X1 y y € Xy, entonces existe una funcién ¢ : X, — X; tal que f(P(y),y) = d(y). Mds atin si
f(x,y) = x entonces x = ¢(y)

Lema 3.4.2. Si¢ no es plana sobre caracteristicas, entonces existe una constante cg tal que paralc| > co y( €Y
con||(|leo < c¥ el sistema (3.31), (3.32) y (3.34) tiene una tinica solucion z({). Mds atin la transformacion

(—z(()

es continua con respecto a la norma de L y ||z({)||oo < ¥

Demostracion. Seay € (f+1,1) y X; el espacio métrico de funciones z de la forma z(x,t) = z+ z;(x + £) +
Z(t—x)conz< % y 21, 2 funciones periédicas medibles, con ||z;||o < ¢¥ (i = 1,2) y la métrica dada por
d(Z, w) = d((zy ZleZ); (w’ wq, w2))
=1z—w|+11z1 — wW1lloo + 1122 — W2lloo
X1 es un subespacio cerrado de N por tanto es completo. Sea X, = {(e Y oo < c”} con 6((1,{2) =
[1¢1 — {2lloo- Definimos Nj(z,{)(r), N2(z,{)(r) vy N3(z,{)(r) como la parte derecha de (3.34), (3.31) y (3.32)
respectivamente. también denotamos

f(z,0(r) = (N1(2,0) (1), N2(2,0) (1), N3(2,0) (1) (3.36)

Veamos que para | c| suficientemente grande f satisface las hipdtesis del teorema (3.4.3). Paraz e X; y{ € Xp,
para algun r € [0,27] se tiene

1 27
[N2(z,0)(r)| = —Z—% 5 h((cp+2z+{)(x,r—x)) dx
B 1 27
S|Z|+%'.[o h(lcp+z+(x,r—x)) dx
<

B 1 21
|z|+%f0 |h((cop+z+)(x,r—x)| dx
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Por (3.3) ydado que z(x,t) = Z+z1(x + t) + 22 (t — X)

le|¥ 1 27 lcp + z+(|PH!
No(z,()(N)| <= —+— —_—
[N2(z,0)(r)] 6 21 B+l
1 g [,
16 277 B+1
el M1 M, 1 (2 |cp+Z+2z +20+ (P!
B T nt Jo +
16 2 1
I O S e e D I T 4
16 1 271 Jo ﬁ+1(pcc c ¢
_lel My 1 Iclﬁ“(|| 12 lal =l 1
16 T 2t o B+1 lc|] el el el
el My 1 |clFH! (| L de el el
16 T 2ntJo B+1 16lc|  |c| lc]

|C|Y 1 21 |C|ﬁ+1 |C|y—1 - p+1
= + A+ lpl + +3|c|

16 27'[‘[ ﬁ+1 16
B |C|Y . |C|ﬁ+l 27 (l |+ 49|C|Y—l)ﬁ+1 i
"6 ' 2nrB+ Jo 16

|C|Y |C|ﬁ+l 21 1\ Bl
< —+ —_— +4]c|” dx

16 oD (gl +41¢l"™)

lc]Y

[c]

dx

)ﬁ+1

)ﬁ“] ax

Donde A = % Ya que y € (B+1,1), y—1 € (8,0) donde B € (—1,0) por tanto |c[”"! < 1y para Ay =

1
2m(ﬁ+1) f (Il + 4)ﬁ+ dx

|C|Y |C|ﬁ+1 2
N> (z, <—+4+ A +—
N2 (20)(7)] 16 ! 2rt(B+1) Jo

¥
s%+A1+Azlc|ﬁJrl
Y
<1 agiep
16

(1p1+4)P*" ax

Donde Az € R con Az > A; + Ay, veamos para que valores de |c| se tiene que | N2 (z,{) (1) < |c|?, que es

il + AslclP < (¢l
16

de donde 15
AslclPl < ="
3lc| 16| |

Aplicando logaritmo a ambos lados de la inecuacién

(B+DIn(c]) +In(A3) <yIn|c|+1n (1—2)
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Asipara |c| > ko se tiene

donde

De manera similar se muestra que

por (3.3) y para Az > Ay + Az, |c| > k;

IN1(z,0)(r)| = ‘

donde

<

<

16
(y—@B+)In(c)h)=zln (EA3)

4
1

T 4nlt
1
T 4n?t

M
:—1+

T

<A1

<A

<A1

27

— f
4n2t Jo

N2 (z,0) ()] <" (3.37)
[ln %As)
kO —e Y-(B+1)
IN3(z,0)(r)] < |c|” (3.38)

f h((cp+2z+Q)(x, 1) dxdt'
Q
flh((0<ﬂ+Z+()(x,r))| dxdt
Q

B+1
f My 4 (CO 2O D)
Q p+1

1 l(cop+ 2+ (x, DIFF!
p+1

p+1
b¢|+L§~+Eﬁ) dxdt

lcl el
(gl +4lc™*" dxdr

dxdt

dxdt

4721 Jo
|C|ﬁ+l
B+1

|C|ﬁ+1

4276+ 1) Jo
|C|ﬁ+1

B+1
_ 4
Mﬂﬂﬁ+1)g“wr¥) dxdt

<A+ Az|C|ﬁ+1

< Aglc|PH!
[c|Y
S P—
16
[ln(16A3)
ky = el -6+

Se ha demostrado que para |c| > ¢y = max{ky, k1} f transforma X; x X> en Xj, ya que h € C! entonces

N1, N», N3 son continuas por tanto f lo serd. Veamos que f es una contraccién, es decir que cumple (3.35)

dondeparaz,we X1 y{e X,

d(f(z,0), f(w,{) = d((N1(z,0)(r), N2(z,)(r), N3(2,0) (1)), (N1 (w,{) (1), N2 (w, ) (1), N3(w,{) (1))
=|Ni(z,0)(r) — N1 (w, ) (] + IN2(2, ) (1) = No(w, () (Nl oo + 1N3(2,) (1) = N3 (w, ) (1) |l oo
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Parare[0,2n],seaD, =D = {x €[0,27]; lpx,r=x)| = 8|c|7"1}, Dado que ¢ no es plana sobre caracteristi-
cas, por teorema (2.2.1), existe ¢y tal que si |c| > ¢

T
0,2n]-D)< —— 3.39
#(10,2m) = D) < o (3.39)

Sea I, (x) = |h((cp+z+{) (x,r—x))— h((co+w+{)(x,r—x))|, por el teorema del valor medio,

L(x)=1h(cpx,r—x) +2(x, 7= x) +{(x, 7 = x)) = h(cpx,r —x) + w(x, 7 = x) + {(x,7 = 1)) |
=|h(cpx,r—x)+z(x,r —x) +{(x, 7 —x) —cp(x,7 — %) + w(x, 7 — x) + {(x,7 = X)) |
=lh(z(x,r—x)—w(x,r—x))|
=l (0)||z(x,r — x) — w(x,T — X)|

<|h'(0)|d(z, w)
dondeo € [(cp+z+() (x,r—x),(cp+w+{) (x, 7 = x)].
Nota3.4.1. Sixe D, |o| = 4|c|
Prueba. Dado que 0 € [(cp +z+() (x,r —x), (cp + w+{) (x,r — x)] entonces
o=|(cp+z+{) (x,r—x)|
=|cp(x,r—x) +z(x, 1 —x) +{(x, 1 — %)|

= cllo(x, r = x)| =z, r =) = 1{(x, 7 — Xx)|

= cllo(x, 1 = x)| = l1zlloo = 11{ 0o

SixeD,|px,r—x)|= 8|c|’ 1

clY
o =8lc|le/ ! - % =2lc|" —el”
cl”
> 8|C|Y—3|C|7— l
16
clY
> 5|C|Y— l
16
=4|c|"

Que es lo que se queria demostrar.

Recordemos que € (—-1,0), para x € D por (3.4.1) |0'|ﬁ < 4ﬁ|c|ﬁ7’, por (3.2) y por lo anterior

I;(x) < W' (0)ld(z, w)
< Icrlﬁd(z, w)

<4P1c)P d(z, w)
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Ahora estimemos d(f(z,{), f(w,{)) para lo cual es necesario calcular

2w 1 2w

IN2(2,0)(r) — No(w, ) (M) = |2+ — h(lcp+z+(x,r=x)-2—— h((cp+w+)(x, 1 —Xx))
21T Jo 21t Jo

2r 21
hilcp+z+0)(x,r—x))dx— h(lcp+w+)(x,r—x)) dx
0

- 2nT

2n
< L |h((c<p+z+()(x,r—x))—h((c<p+ w+()(x,r—x))| dx
27T Jo

1 27
= — I, (x)dx
27T Jo

1
= — f[r(x)dx+f I, (x)dx
2nt |Jp D¢

1

=— flh’(o)ld(z,w)dx+f | (0)d(z, w) dx
2nt |Jp D¢

SL f4ﬂ|c|ﬁ7d(z,w)dx+f K (0)|d(z, w) dx
277t |Jp D¢
1
— By 1By !
= 5 | DI d(z, w) + DO @)ld =, w)]

1 T|h (o
<— |274P|c|P + LA
27T 10]|A/|loo + 1
4Pc|Pr 17 l1oo
T 2710/ A ||oo + 1)
!
o 17 (100
10/ ||oo + 1

d(z, w)

=

d(z, w)

IA

d(z, w)

1
A=
10

IA

d(z, w)

Por tanto

A=
10

Para 6 € (8, By) v |cl| suficientemente grande. De manera similar se verifica que

| N2(z,0)(r) = No(w,0) (1)l <

d(z, w) (3.40)

1
| N3(z,0)(r) — N3(w,{) (1)l < A+ 0 d(z, w) (3.41)

1
1Ny (2,0)(r) = Ny (w, ) (M) [l oo < | © + T d(z, w) (3.42)

Asid(f(z,0), f(w,{)) <3 [05 + %] d(z, w), ya que c es suficientemente grande 3¢0 + 13—0 =I€[0,1) por tanto f
es una contraccién. De esta forma se cumplen las hip6tesis del teorema (3.4.3), por la construccién se tiene
que f(z,{) = z entonces z = z({), esto quiere decir que para cada ¢ existe un z({) que soluciona el sistema
(3.34), (3.31) y (3.32). O
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§ 3.5. Solucion en el rango

Teorema 3.5.1. Seat ¢ o(0), p(x, 1) =cq(x,t) € L, y @ como en (3.26). Si ¢ no es plana sobre caracteristicas

entonces para |c| suficientemente grande la ecuacion (3.4) tiene una solucion débil en L™

Demostracion teorema 3.5.1. Sea|c| = ¢y y N+ el complemento ortogonal de N en L?(Q2). Dado que 7 ¢ o(0J),
el operador (O+ 71)~! define una aplicacién lineal continua entre N* y H?(Q) (ver(2.19)).

Nota 3.5.1. Para todo p € N* existe un 1 tal que
1@ +7D ™" plleo = 7lIpll (3.43)
Prueba. Si p € N* tendra una representacién de la forma

px,0) =Y p1(k, Dag;(x, 1)+ pa(k, )P (x, 1)+ ps(k, )yi;(x, 1) + pa(k, 8 (x, 1)

k#j
Yy
_ 1 . . . .
@+zh'pl=|) P_j+r [p1(k, Dakj+ patk, )Brj+ p3k, Nykj + palk, O]
k#j

1 . . . .
<> ol [Ip1 (K, Pllakl + | p2 (e, DBk + | ps (e, DIy il + 1 patk, NIGk;l]
kAj 1%

Por esto y la desigualdad de Holder

1
NI@+1D ' pllo< Y -2+l [Ip1(k, NI+ 12k, DI+ I p3(k, PI+ | palk, I

k#j k#j

iz 1k = J?
1 : ' _ _ L)
< — (Ip1(k, DI+ 1 p2k, DI+ ps(k, I+ 1 palk, HI) )
Igj(kz_]z_,_r)z l;zj
(Y % 2(4 ix(Ipi ')|))2)2
= T Y] max(|p;(k, j
iz =2+ i\
] 2 2
<X e > 160p1(k, NI +pa(k, j)lzlps(k,j)lzlm(k,j)lz))

1 %
=4y —F— (|p1(k,j)|2+Ipz(k,j)lzlpg(k,j)|2|p4(k,j)Iz))
(k%(kz—w) (ké,-

1
2

=n(Z (p1(k, DIZ+pa(k, DI +psh, P+ |p4(k,j)|2))
k#j

=nllpll2

Recordemos un resultado que serd de gran importancia en lo que sigue del trabajo,
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Teorema 3.5.2 (Punto Fijo de Schauder). Sea U un espacio de Banach y M un subconjunto no vacio, cerrado,
acotado y convexo de U y sea T : M — M un operador compacto entonces T tiene un punto fijo, es decir, existe
x €M tal que T (x) = x.

Nota 3.5.2. El conjunto X = {p € Nt ; ||plle < "} dotado de la norma de L* es un subconjunto cerrado y
convexo de L2(Q).

Prueba. Veamos que X es convexo. Sean p,q€ X y0< a <1, evidentemente ap+(1—-a)qg € Nt y
llap+ (1 -a)qlleo < llapllz +[I(1 - a)glle
= al|plloo + (1= )l glloo
<ac’+(1-a)’

=c(a+1-a)
_CY

Por tanto ap+(1-a)q € X lo que implica que X es convexo. Veamos que X es cerrado, Sea (p,;) una sucesion
en X tal que p,, — p, con p € L?(Q), es decir

llp—pulla—0

Claramente p, € N-L. Por [Brezis, 2010, p-94] existe una subsucesion (p,, )y h € L2(Q) tal que

@ pn(x,0) = px,t) ctp.enQ

() |pn(x, 0| <h(x,1) paratodo kc.t.p.en Q

Para v € N, por Teorema de la Convergencia Dominada se tiene que

fp(x,t)v(x,t)dxdt f lim py, (x,Dv(x, 1) dxdt
Q Q Nk—o0

lim f Pn.(x, Dv(x, 1) dxdt
Q

ng—00

0

Por tanto p € N*. Veamos que ||p— py, ||, = 0. Dicho de otra manera el numeral (a) significa que (py,)
converge casi toda parte a p. El numeral (b) me estd indicando que la subsucesion (pj,) esta dominada por
una funcién & € L?(Q) y en virtud de [Bartle, 1995, p.75] convergencia casi toda parte implica convergencia
casi uniformemente, es decir, para todo ¢ >0y § > 0, existen k(e) € Ny Ny < Q con A(Ny) < 6, tal que si
n>k(e)

[P (x, 1) —plx, ) <€

para todo (x,t) € Ng. Sea M subconjunto de Q con medida cero, esto es, A(M) < § para todo § > 0. Esto
quiere decir que M es uno de los N5. Denotemos por C al siguiente conjunto,

C={c>0; Ipn(x,0)—px Dl<c ctp. enQ}
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|pn, (x, 1) — p(x, 1)| < € para todo (x,t) € M con A(M) =0, esto es, |pp, (x,1) — p(x,1)| <€ c.t.p.en, esto
significa que € € C. Dado que ||p— py, ||, = infC, cualquier elemento de C es mas grande que infC, en
particular e, por tanto

||p— P, ||oo =infC=<e

Para todo € > 0, por tanto | p— pp, |, = 0. Ahora,
l1Plloo = 1P = Pri + Prylloo
<p—Prlloo + 11Pnilloo
<c’r
De esto concluimos que p € X y en virtud de [Kreyszig, 1978, p.30] se tiene que X es cerrado.
Proposicion 3.5.1. La transformacion T definida por

(—TQ=-0O+71D 1 (Qalhlcop+{+2z()))

Estd bien definida y es compacta de X sobre el mismo.

Demostracion. Al estar Q, definido de L%(Q) sobre N+, Q2(h(cp+C+z{)eN L y también tenemos que
O+ 117! esta definido de N+ sobre N+, por tanto T({) € N L. Ahora estimemos la norma infinito de T,

esto es,
ITOleo = @Q+7D™" (Qalhlc +{+2()||o,
Por (3.43) y usando la notacién y algunas estimaciéon del lema (3.4.2)

1Tl =7 || Q2(hlcop +{ + 20|,
<n|hlcp+{+ 2|,

:17([ |h(cqo+(+z(())|2dxdt)2
Q

[ p+112
<7 [(M1+|C¢+(+Z(O| ) dxdt
Q

1
2

p+1
<17 L2M12+2|C(p+€gf§())2|2(ﬁ+l) dxdtr (3.31)
<7 8n2M12+—2(|;'i(ﬁ1;)L(I<p|+%+'ﬁ”)wﬂ) dxdtr
S s e |

2 B+1 1
<2V2anM, + Venlel™! (f (gl +4)°F*Y dxdt)2
B+1 Q

<M, +M3|C|ﬁ+1
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1
2 3
Donde M =2v2anM; y M3 = % (f (lepl +4)2(ﬁ+1) dxdt| .Ahorapara M, > M, + M3 tenemos
Q

1Tl < MalclP*?

<Y

In(My)
para |c| > e, Por tanto || T({) [l < ¢? lo que implica que || T({{) [l € X.

Vamos a mostrar ahora que la aplicacién T es compacta. Sea ({;) una sucesién acotada en X, es decir,
|(,,(x, £)] < k. Realizando cdlculos similares a (3.31) obtenemos

|Qz(h(cop+{n+2WC)|, < ||h(c +Tn+ 2|,
= (‘[Q |h(C(P+(n+Z((n))|2 :
<cr

Por tanto la sucesion (y,) donde y, = Q2(h(ce + {, + 2({,))) es acotada enN+*. Por la proposicién (2.5.3)
el operador (O+7I)"! de N sobre el mismo es comapcto, por tanto ((O+71)~'y,) = (T((,)) tiene una
subsucesién convergente en N, asi T es una aplicacién compacta de X sobre X. O

Contamos con una aplicacion compacta de X sobre el mismo, donde X es un subconjunto no vacio, cerrado,
convexo y acotado de un espacio de Banach, a saber L?(Q), entonces por (3.5.2) existe { € X tal que

(=-@O+1D7 (Q(hlcop+{ +2z(0))) (3.44)

Observacion. Dado que ¢ es solucién de (3.26) se tiene que Oce + Tc@ = cq entonces

Q2(cq) = Q20ce + Tcy)
= c0(Q2¢) +1¢(Q290)
= (@+1DcQu(¢p)

de donde
cQa(p) = (@A+1D7'Qalcq) (3.45)

De (3.44) y (3.45)

cQa(@)+{=O+1D'Qalcq) — A+7TD 1 (Qa(hlcp +{ +2(0))))
=—@+7D) 1 (Qa(hlcop +{ +2(0) - cq))

z(() satisface el lema 3.4.1, por la definicién de z, z;, z» para p =0, esto es

12(0) + Q1 (h(cQap+{+ 1)) =0 (3.46)
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Ademads dado que ¢ es solucion de (3.26) se tiene que Oce + Tcp = cq entonces

Q1(cq) =Q1@ce +Tcy)
= cO(Q1¢) +71cQ1 ()
=1cQ1(¢p) (3.47)

Sumando (3.46) y (3.47) se tiene que
7(2(0) +cQ1(9) + Q1 (h(cQap + { + 1)) = Q1 (cq)
Que es el lema 3.4.1 donde v = z({) + cQ; (). Asi

[T (2(0) +cQ1 (@) + Q1 (h(cp +{ +2(0)) = Qi(cq)

Tomando y = cQ2¢+{ vy v = cQ1(p) + z({) vemos que u = y + v es una solucién de (3.4) en virtud de la
proposicién 3.3.1. O
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4. Conclusiones

Para estudiar el problema de onda semilineal con condicién doble periddica es de gran importancia haber
estudiado previamente problemas mads sencillos, como el problema de onda homogéneo o el problema de
valores propios con condicién doble periédica. Es precisamente a partir de estos problemas (cuya resolu-
cién no es muy complicada) que podemos entender ciertas temdticas que finalmente son primordiales en
la solucién del problema semilineal que se ha considerado. Como por ejemplo el espectro del operador de
onda con condicién doble periédica o de las rectas catracteristicas, las cuales fueron introducidas al solu-
cionar el problema de onda homogéneo.

Para el problema de onda semilineal que se esté estudiando las soluciones que se encuentran son solucio-
nes débiles. La necesidad de hablar de soluciones débiles radica en que este tipo de soluciones (como se
pudo ver en el trabajo) no cuentan con todas las condiciones de derivabilidad con las que estan dotadas las
soluciones fuertes. Inevitablemente al hablar de solucién débil se hizo necesesaria la introduccién de los
espacios de Sobolev.

La base para el desarrollo de este trabajo es el andlisis funcional no lineal. Como muestra de esto encontra-
mos la teoria de operadores compactos, que sin duda alguna nos permitié realizar avances significativos.
Por ejemplo, el operador (O+71)~! definido de N* sobre N+, resulté ser compacto, lo cual al final del tra-
bajo permitié encontrar soluciones en el rango por medio del Teorema de Punto Fijo de Schauder. O como
ejemplo mds sencillo, vemos que al ser el operador 0! compacto de L%(Q) sobre L2(Q) es suficiente encon-
trar el conjunto de valores propios del operador de onda con condicién doble periddica para determinar el
espectro del operador de onda bajo estas condiciones.

El operador O no es compacto, es por esto que para encontrar las soluciones en el nticleo, es necesario
recurrir a procedimientos un poco mds elaborados y quizd més complicados. Donde se debe optar por
buscar una tipo de soluciones especiales, introduciendo las funciones z(x, t), las cuales dependen de las
funciones v(x, t) del niicleo y ¢ (x, ) como solucién de la ecuacion ¢;; — @ + t = g(x, t). Més ain, dichas
soluciones del nticleo no se podrian hallar por los métodos aqui expuestos si |c| no fuera suficientemente
grande. Asi podemos decir, que la no compacidad del operador O obliga a imponer mds condiciones al
problema para hallar soluciones.
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