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RESUMEN

En esta monografía se estudia una teoría de campo electromagnético, basado en
una perturbación de las Ecuaciones de Maxwell en el vacío. En el primer capítu-
lo estudiamos la electrodinamica clásica y las Ecuaciones Maxwell, esto sin mayor
rigor matemático, para introducir algunas ideas generales. En el segundo capítulo
presentaremos los fundamentos matemáticos de gran importancia en el desarrollo
de las ideas de la monografía, entre ellos el Teorema de Hahn-Banach, derivadas
sobre espacios vectoriales, teoría de puntos críticos y el principio variacional, este
ultima es el pilar de las teorías físicas modernas. El tercer capítulo presentaremos
las Ecuaciones de Maxwell Semilineales, estas junto con el grupo de Poincaré y el
Teorema de Noether, nos permitirá establecer ciertas leyes conservativas. Finalmen-
te para concluir presentaremos las principales características y propiedades de las
partículas en esta teoría de campo.



INTRODUCCIÓN

El presente trabajo pretende estudiar [Benci and Fortunato, 2004]. En este artículo
se presenta una formulación variacional de las Ecuaciones de Maxwell semilineales,
además de estudian algunas de sus propiedades físicas y se encuentran soluciones
débiles a dichas ecuaciones.

Planteamiento del Problema

Estudiemos el problema de calcular la energía de una partícula elemental. La ener-
gía de un sistema de cargas electrostático, por definición es igual a

U =
1

2

∫

R3

E2 d x (1)

donde E es el campo eléctrico producido por las cargas, si φ denota el potencial
electrostático, podemos sustituir en (1) E = −∇φ, integrando por partes y usando la
condición ĺım

x→∞
E(x) = 0 obtenemos

U =−
1

2

∫

R3

E ·∇φd x =
1

2

∫

R3

φ∇·Ed x.

Entonces para la integral del lado derecho, si dejamos ρ como la densidad de car-
ga volumétrica substituyendo ∇ ·E = ρ, se encuentra la siguiente expresión para el
sistema de cargas

U =
1

2

∫

R3

φρd x. (2)

1
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Entonces para un sistema de cargas puntuales ea , podemos escribir en lugar de la
integral una suma sobre las cargas

1

2

∑

a
eaφa (3)

donde φa es el potencial del campo producido por todas las cargas, en el punto
donde la carga ea está localizada, y cumple la relación φ = ea/R, R es la distancia
desde donde se mide el potencial con una carga de prueba. Si nosotros aplicamos la
fórmula a una partícula (por decir un electrón), y al campo producido por sí misma,
entonces la carga tiene una energía potencial propia igual a eφ/2 = e2/2R, donde R
es un radio al interior de la partícula [Landau and Lifshitz, 1994, p.95].

E
R

U = e2

2R

U ′ = e2

2R ′ R ′

Figura 1: U es la energía de la partícula.

Pero sabemos por la teoría de la relatividad que toda partícula elemental debe ser
considerada como un punto, por tanto para medir su energía se debe tomar R =
0, pero entonces su energía tendería a infinito, y por la equivalencia entra masa y
energía, E = mc2 = m tendría masa infinita.

Resumiendo. De acuerdo a la electrodinámica, el electrón tiene energía infinita, y
que esto es producto del hecho de que las partículas sean consideradas puntos. De
esta manera concluimos que la electrodinámica clásica como una teoría física pre-
senta contradicciones internas. Este hecho ha inspirado a gran variedad de cien-
tíficos a la reformulación de la misma. En [Born and Infeld, 1934], se propone una
teoría de campo que reemplaza la densidad de Lagrangiano usual para el campo
electromagnético E, H

L =
1

2

(

E2 −H2) (4)

2
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con un Lagrangiano modificado

L = 1−
√

1−
(

E2 −H2
)

=
1

2

(

E2 −H2)+o
(

E2 −H2) . (5)

Ellos afirman haber encontrado soluciones no triviales a las ecuaciones
Euler-Lagrange asociadas con el Lagrangiano (5). Sin embargo esto ha sido refutado
en [Yang, 2000].

En [Benci and Fortunato, 2004] los autores creen que una nueva formulación de la
ecuaciones de Maxwell y por consiguiente de la electrodinámica es todavía válida.
Hoy en día, los métodos del análisis no lineal son suficientemente fuertes para estu-
diar teorías de campo unitario derivadas de perturbaciones del Lagrangiano (4). Se
presenta el nuevo Lagrangiano de la Electrodinámica como

L =
1

2

[∣

∣

∣

∣

∂A

∂t
+∇ϕ

∣

∣

∣

∣

2

−|∇×A|2 +W
(

|A|2 −ϕ2)
]

. (6)

Se tienen las relaciones E = ∂A
∂t +∇ϕ , H = ∇×A y A, ϕ y W cumple algunas condi-

ciones especiales que veremos más adelante. Aun más importante vía Teorema de
Noether obtenemos una expresión para la energía de las partículas elementales en
la Cuál ésta es finita.

Se ve entonces que el artículo [Benci and Fortunato, 2004] contiene una fuente rica
en conocimientos profundos, de esta manera es propicio para nuestra formación
conocer a profundidad las temáticas anteriores. Lo anterior nos permite estable-
cer el punto de partida para formular el interrogante principal ¿Cuál debe ser nues-
tra base de conocimientos para la comprensión del artículoTowards a unified field
theory for classical Electrodynamics?

Justificación

Es importante conocer los principios fundamentales de la física en sus distintas fa-
cetas para entender con más profundidad el universo. Así mismo, como estudiantes
de matemáticas, es imperativo el saber cómo funcionan las matemáticas en el mo-
delamiento de los fenómenos naturales, esto debido a que la historia nos ha mos-
trado cómo diversas teorías matemáticas nacen del estudio de la física y, así mismo,
cómo la física depende fuertemente de la matemática a nivel teórico.

Objetivo general

Entender algunas propiedades variacionales y físicas de las ecuaciones de Maxwell
semilineales y su formulación.

3
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Objetivos específicos

1. Conseguir las base de conocimientos para entender algunas propiedades va-
riacionales y físicas de las ecuaciones de Maxwell semilineales y su formula-
ción.

2. Completar las deducciones omitidas en las secciones 1 y 2 de
[Benci and Fortunato, 2004].

Marco Teórico

La Electrodinámica Clásica se encarga de estudiar la interacción entre partículas
cargadas eléctricamente, vamos a nombrarlas simplemente cargas [Griffiths, 1999,
p. xiii]. La solución clásica a este problema toma la forma de una teoría de campo:
Nosotros decimos que el espacio alrededor de una carga eléctrica esta impregna-
do de dos campos, uno eléctrico E y otro magnético H. El comportamiento de estos
campos están regidos por las ecuaciones de Maxwell,























∇·E =
ρ

ǫ0
∇×H =µ0J+µ0ǫ0

∂E

∂t

∇·H = 0 ∇×E =−
∂H

∂t
.

Cuando las combinamos con la ley de fuerza de Lorentz y la segunda ley de New-
ton , estas nos dan una descripción completa de la dinámica clásica de partículas
cargadas y campos electromagnéticos [Jackson, 1999, p.239].

Todas estas ecuaciones, pueden ser deducidas físicamente. Sin embargo existe una
herramienta más poderosa aún el cálculo de variaciones. Éste estudia la manera de
que la forma, el tiempo, la energía, la velocidad, el volumen o ganancias etc., sean
óptimas bajo ciertas condiciones. El objetivo principal del cálculo de variaciones es
encontrar la soluciones gobernadas por esos principios [Chang, 2005, p.205].

El problema es formulado como sigue: Asumamos que f : Rn ×R
N ×R

nN →R es una
función continua, y que E es un conjunto de funciones vectoriales con N compo-
nentes. Sea J un funcional definido en E :

J [u] =
∫

f (x,u(x),∇u(x)) d x

encontremos u0 ∈ E , tal que

J [u0] = mı́n{J(u)|u ∈ E }

4
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Un principio variacional es un método general para maximizar o minimizar J .

Para encontrar las ecuaciones que determinan estos puntos críticos, actuamos de
manera análoga al Cálculo Diferencial: Por medio de la derivada de Gateaux cal-
culamos la variación del funcional de la acción J en alguna dirección arbitraria v ,
〈

J ′[u], v
〉

, con este último paso obtenemos la ecuación J ′[u] = 0, la Cuál determina
los puntos críticos de J [Caicedo, 2005, p. 321]. El sistema de ecuaciones J ′[u] = 0, es
conocido como las Ecuaciones de Euler-Langrange del funcional J .

La conexión entre la física y el cálculo de variaciones, queda expresada en lo siguien-
te:

“Las ecuaciones fundamentales de la física son las ecuaciones de Euler-
Lagrange de un funcional adecuado. No hay un razón lógica para ésto. Es
solo un hecho empírico: Todas las ecuaciones fundamentales que han si-
do descubiertas hasta ahora son derivadas de un principio variacional”.
[Benci, 2009, p.273]

Por ejemplo, las ecuaciones de movimiento de k partículas cuyas posiciones en el
tiempo t están dadas por x j (t ), x j ∈R

3, i = 1, . . . ,k son obtenidas como las ecuacio-
nes de Euler-Lagrange relativas al funcional

I =
∫ m j

2

∣

∣ẋ j
∣

∣

2 −V (t , x1, . . . , xk ) d t

donde m j es la masa de la j -esima partícula y V es la energía potencial del sistema.
Más general, las ecuaciones de movimiento de sistema de dimensión finita cuyas
coordenadas generalizadas son q j (t ) j = 1, . . . ,k son obtenidas como las ecuaciones
de Euler-Lagrange relativas a el funcional

I =
∫

L(t , q1, . . . , qk , q̇1, . . . , q̇k )d t

La función L se llama lagrangiano.También la dinámica de campos puede ser deter-
minado por un principio variacional. Desde el punto de vista matemático un campo
es una función

u : RN+1 →R
k , u = (u1, . . . ,uk )

donde R
N+1 es el espacio-tiempo continuo y R

k son llamados los parámetros in-
ternos del espacio. Por supuesto en los problemas físicos, la dimensión del espa-
cio N es 1,2 o 3. Las coordenadas espaciales y temporales serán denotadas por x =
(x1, . . . , xN ) y t respectivamente. La función u(t , x) describe el estado interno del va-
ció en el punto x en el instante t .

Es conocido que las ecuaciones de campo son obtenidas por medio de la variación
del funcional de la acción definido como sigue:

5
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S =
∫

R

∫

RN
L (t , x,u,∇u,∂t u) d x d t

La función L es llamada densidad de lagrangiano [Benci, 2009, p.274]. La variación
del funcional anterior, da el siguiente sistema de ecuaciones:

N
∑

i=0

∂

∂xi

(

∂L

∂uxi

)

−
∂L

∂u
= 0 (7)

Si u = (u1, . . . ,uk ) entiéndase,

∂L

∂uxi

=
(

∂L

∂u1,xi

, . . . ,
∂L

∂uk,xi

)

,
∂L

∂u
=

(

∂L

∂u1
, . . . ,

∂L

∂uk

)

y u j ,xi =
∂u j

∂xi
.

Ver [Benci, 2009, p.274].

Por último intrínsecamente relacionado con los Lagrangianos, tenemos al Teorema
de Noether, el Cuál es otro de los pilares de cualquier teoría física, este nos afirma
que si nuestro lagrangiano es invariante bajo la representación Tg de algún grupo
de Lie de un parámetro, entonces este satisface algunas leyes de conservación. Este
último fue demostrado por Emily Noether en 1918, véase [Noether, 1918].

Metodología

En [Santos, 2007, p. 51] se identifica un problema como una tarea o situación en la
Cuál aparecen los siguientes componentes:

1. La existencia de un interés; es decir, que una persona o un grupo de individuos
quiere o necesita encontrar una solución.

2. La no existencia de una solución inmediata. Es decir, no hay un procedimien-
to o regla que garantice la solución completa de la tarea. Por ejemplo, la apli-
cación directa de un algoritmo o conjunto de reglas no es suficiente para de-
terminar la solución.

3. La presencia de diversos caminos o métodos de solución (algebraico, geomé-
trico, numérico). Aquí, también se considera la posibilidad de que el problema
pueda tener más de una solución.

4. La atención por parte de una persona o un grupo de individuos para llevar a
cabo un conjunto de acciones tendentes a resolver esta tarea. Es decir, un pro-
blema es tal hasta que existe un interés y se emprenden acciones específicas
para intentar resolverlo.

6



ALGUNOS ELEMENTOS TEÓRICOS DE LAS ECUACIONES DE MAXWELL SEMILINEALES

EN EL VACÍO

En esta perspectiva, podemos inferir que la palabra problema incluye situaciones en
donde se identifique el aprendizaje de determinado contenido. En nuestro caso el
interés recae en el aprendizaje del contenido del artículo [Benci and Fortunato, 2004].
Aún más, si identificamos el artículo como un texto, la manera más razonable de que
un lector logre un aprendizaje es por medio de los procesos de una elaboración de
comprensión de textos.

[Duval, 2004, p. 278] resume todo lo anterior, como el problema cognitivo de la com-
prensión de textos, estos tienen que ver con los procesos de elaboración de una com-
prensión durante una lectura.

Operaciones fundamentales en la comprensión de textos

Para comenzar debemos tener claro, qué es el contenido cognitivo de un texto. Éste
se define generalmente como el conjunto de los conocimientos que son necesarios
para la comprensión del tema tratado independientemente de los que el texto mo-
vilice o presente [Duval, 2004, p. 285].

Durante toda situación de lectura encontraremos necesaria la realización de dos
operaciones fundamentales la segmentación y la recontextualización de las unida-
des segmentadas. Entiéndase que esta segmentación no se realiza en unidades co-
mo palabras y frases, pero sí unidades textuales de información [Duval, 2004, p. 291].
Hay tres tipos de procedimientos que permiten distinguir estas unidades en el texto:
La segmentación cognitiva, la segmentación proposicional y la segmentación fun-
cional. A continuación describiremos cada uno de ellos.

La segmentación cognitiva se efectúa a partir de una lista de “preguntas”, cuyas
respuestas delimitan, cada una, una unidad de información textual que debe
buscarse en el texto. Podemos verla como el procedimiento que separa o seg-
menta cierto “conocimiento” que está implícito en el texto. La segmentación
cognitiva es selectiva y extrínseca a la organización redaccional del texto.

La segmentación proposicional, al contrario, se efectúa como una codificación
independientemente de toda referencia a un contenido cognitivo determina-
do. Las unidades de textuales de información están definidas como “proposi-
ciones”, según la acepción lógica del término, es decir, como “predicado en n
lugares”. La consecuencia es una atomización del texto en una lista de deter-
minaciones semánticas.

La segmentación funcional se efectúa a través del reconocimiento de las ope-
raciones discursivas que se cumplen en la producción del discurso: esponta-
neidad y entonación si se trata de una producción en tiempo real, redacción
si se trata de un texto.

Sin embargo, notemos que al estudiar textos de matemática debemos realizar dos
procedimientos importantes. En primer lugar tenemos que ver que los razonamien-
tos que tenemos bajo la vista son correctos y segundo comprender el propósito de
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dicho paso [Polya, 1981, p. 119]. Para cumplir esto último vemos que no es suficien-
te discriminar todas las unidades de información explícitamente movilizadas en un
texto; es necesario captar las conexiones que las unen en totalidad. Llamaremos re-
contextualización a esta segunda operación.

Ahora bien la operación de recontextualización inherente al proceso de compren-
sión no reubica las unidades segmentadas junto a sus vecinas de ocurrencia, sino
en un conjunto de conocimientos relativos al tema tratado o una red de relaciones
propia a la organización redaccional del texto. Este conjunto y esta red constituyen
la totalidad integrada del texto. Esta operación de recontextualización la que deter-
mina las múltiples inferencias que requiere la comprensión de un texto para suplir
las omisiones o para hacer desaparecer las ambigüedades encontradas durante la
lectura [Duval, 2004, p. 293].

De la misma manera como existen distintas formas de segmentación según el pro-
cedimiento optado, existen diferentes procedimientos de recontextualización. Aquí
mantendremos solo dos formas de recontextualización: una puramente cognitiva y
otra redaccional.

La recontextualización cognitiva moviliza esencialmente los conocimientos
relativos a las situaciones, a los objetos o las preguntas que el texto evoca o
que trata, independientemente de lo que la redacción del texto explicita. El
conjunto de conocimientos movilizados es independiente de la organización
redaccional del texto. Dicho de otra manera, el texto es comprendido solo a
partir de lo conocido sobre el tema que evoca o trata.

La recontextualización redaccional es la operación que explicita todas las rela-
ciones que tienen entre sí las unidades discriminadas por segmentación fun-
cional.

La comprensión de un texto se basa siempre en dos operaciones fundamentales: su
segmentación en unidades y la recontextualización de las unidades obtenidas por
segmentación. Pero la efectuación de estas dos operaciones puede tomar formas
diferentes.

Dos procesos inversos de comprensión de textos

Con el lenguaje expuesto en la sección anterior, podemos caracterizar dos proce-
sos de comprensión que son inversos entre sí. Uno conduce a desintegrar la orga-
nización redaccional del texto, en tanto que esta organización permite acceder al
contenido cognitivo del mismo. El otro parte de una base de conocimientos que
corresponden al contenido cognitivo del texto, la Cuál provee los esquemas para
desintegrar la organización redaccional del texto, para anticipar el desarrollo, o pa-
ra rápidamente identificar su aporte. Llamaremos “inductivo” y “deductivo” a estos
dos procesos respectivamente [Duval, 2004, p. 294-295]. Son muy diferentes entre sí
tal como lo muestra la siguiente comparación:
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La comprensión de un texto depende de uno de estos dos procesos o de su interac-
ción. El proceso inductivo está centrado en la organización redaccional y el proceso
deductivo lo está en en un conjunto de conocimientos que sobrepasan ampliamen-
te lo que el texto moviliza o explicita. Intuitivamente esto quiere decir que una com-
prensión que depende solo del proceso inductivo es una comprensión que se limita
a lo que el texto explicita en las situaciones, los fenómenos o los problemas que
son tratados, sin que implique una real comprensión de las situaciones, de los fenó-
menos o de los problemas en sí mismos. Al contrario. una comprensión que dependa
solo del proceso deductivo es esa comprensión real de los fenómenos o de los proble-
mas que el texto trata, pero en la Cuál la comprensión de la manera como el texto los
explicita es secundario. Y una comprensión que dependa de la interacción de estos
dos procesos es una comprensión evolutiva, es decir, que provoca una modificación
sea en la comprensión de la organización del texto o bien en la de las situaciones,
los fenómenos o los problemas que el texto trata. La comprensión evolutiva es la que
permite un aprendizaje a través de la lectura.

Comprensión de textos y situación de lectura

Llamaremos situación de lectura al conjunto de parámetros que juegan simultánea-
mente en la selección de un proceso de comprensión, en la exigencia de su efec-
tuación y logros. El primero, es el parámetro redaccional cuyos valores son la con-
gruencia y no congruencia entre la organización redaccional y el contenido cogniti-
vo [Duval, 2004, p. 298]. Intuitivamente, congruencia y no congruencia caracterizan
el grado de “claridad” de un texto. El segundo parámetro, alude a la relación que
existe entre la base de conocimientos del lector y el contenido cognitivo del texto
que se lee [Duval, 2004, p. 298]. La base de conocimiento de que dispone el lector
puede hacer que él tenga una comprensión del contenido cognitivo implícita o ex-
plícitamente movilizado por la redacción del texto; o puede que no le permita esta
comprensión. La familiaridad con el contenido cognitivo del texto o, por el contra-
rio la novedad de ese contenido, son los dos valores principales de este parámetro
de posición del lector.

Evidentemente, estos dos parámetros son independientes entre sí, puesto que el
primero concierne a la relación entre el contenido cognitivo del texto y la organiza-
ción redaccional y el segundo, mientras que el segundo concierne la relación entre
ese contenido cognitivo y la base de conocimientos del lector. La combinación de
sus valores principales permite distinguir y clasificar las diferentes situaciones de
lectura en las cuales pueden encontrarse un lector.

Clasificación de las situaciones de lectura

Limitándonos a los valores de congruencia y de no congruencia para el parámetro
redaccional, y a los de familiaridad y de novedad para el parámetro de posición del
lector, podemos definir cuatro situaciones tipo de lectura.
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Ahora podemos ver cómo estas diferentes situaciones de lectura llevan a movilizar
uno de los dos procesos de comprensión o su interacción. En las situaciones en las
que hay ya una comprensión del contenido cognitivo (situaciones I y II), es sufi-
ciente el proceso deductivo. En las situaciones en que por el contrario, no hay esta
comprensión del contenido cognitivo (situaciones III y IV),el proceso inductivo es el
único posible: en estas situaciones, la recontextualización redaccional permite una
primera adquisición del contenido cognitivo presentado por el texto. En las situa-
ciones en que no hay congruencia entre la organización redaccional y el contenido
cognitivo (situaciones II y IV), el proceso inductivo es necesario para controlar. En
las situaciones en que, al contrario, hay congruencia (situaciones I y III), no es ne-
cesario un control del proceso deductivo por el proceso inductivo [Duval, 2004, p.
299].

Observemos que la situación de nuestro interés es la situación IV, esto debido que al
comienzo del estudio de [Benci and Fortunato, 2004] el lector (o resolutor) no tiene
una comprensión del contenido cognitivo del artículo. En segundo lugar el texto nos
es congruente, puesto que en este se encuentra la omisión de varias deducciones y
explicaciones.

En la situación IV, en razón de la no congruencia entre la organización redaccional y
el contenido cognitivo, la aprehensión de la primera no permite el acceso del segun-
do. Con frecuencia es necesario un trabajo que se dirija directamente al contenido
cognitivo del texto y que se efectúe independientemente del texto que se espera
comprender, para que el texto llegue a ser “accesible” [Duval, 2004, p. 300]. En adi-
ción a ésto, son necesarios tratamientos paralelos al margen del texto: consulta de
otros textos, subrayados, recurrir a otros registros de representación como la trans-
cripción de ciertos pasajes en un esquema.. . Estos tratamientos pueden permitir
después el inicio del proceso deductivo de comprensión.

Debido a ésto vemos que para solucionar nuestro problema de comprensión de tex-
to, debemos primero adquirir la base de conocimientos necesaria para la compren-
sión del artículo y segundo y más importante debemos completar los detalles ma-
temáticos omitidos en el artículo, estos detalles a completar los podemos ver co-
mo un conjunto de problemas auxiliares. Este por definición es un problema que
consideramos no por su propio interés, sino por que esperamos que su estudio nos
ayude a resolver otro problema, el original. El problema original es un fin que quere-
mos alcanzar, el problema auxiliar es un medio por el Cuál trataremos de alcanzarlo
[Polya, 1981, p. 153].

Entonces, para lograr nuestra meta, debemos realizar la resolución de estos proble-
mas auxiliares. Para este sentido usaremos los métodos de la resolución de proble-
mas.

Modelo para la resolución de problemas

En [Santos, 2007, p. 53] se muestra que existen cuatro dimensiones que influyen en
el proceso de resolver problemas:

10



ALGUNOS ELEMENTOS TEÓRICOS DE LAS ECUACIONES DE MAXWELL SEMILINEALES

EN EL VACÍO

1. Dominio del conocimiento o recursos.

2. Estrategias cognitivas o métodos heurísticos.

3. Estrategias metacognitivas.

4. Sistema de creencias.

Es necesario presentar algunos elementos importantes asociado a cada uno de estas
categorías o dimensiones.

Los recursos. De manera general los recursos representan un inventario de lo que
un individuo sabe de las formas en que adquiere este conocimiento. Existen varios
factores que determinan el uso de los recursos ante situaciones problemáticas, en
[Santos, 2007, p. 54] se identifican una serie de respuestas o acciones que la gente
exhibe en su interacción con tales situaciones. Por ejemplo

La gente categoriza sus experiencias en tipos o clases.

La gente tiende a clasificar sus nuevas experiencias en formas que son con-
sistentes con sus conocimientos o categorizaciones anteriores. Es decir, si las
características importantes de esa nueva experiencia reflejan aspectos de una
categoría ya definida, entonces ésta ayuda a darle forma a esta nueva expe-
riencia.

La gente tiene cuerpos de información acerca de las categorías que son muy
útiles al tratar con una nueva experiencia. Es decir, enmarca lo que espera de
las circunstancias teniendo en cuenta su experiencia previa, la Cuál incluye
herramientas y técnicas que han sido útiles en el pasado.

En relación con el conocimiento relevante asociado con el dominio delos recursos,
en [Santos, 2007, p. 54] se identifican cinco tipos de conocimientos que influyen en
el uso de recursos:

1. Conocimiento informal e intuitivo del dominio (la disciplina) o del proble-
ma por resolver.

2. Hechos y definiciones. Durante el proceso de resolución de un problema, el
resolutor debe utilizar algunos hechos necesarios para plantear o seleccionar
algún camino de solución.

3. Procedimientos rutinarios. Aquí se identifican técnicas no algorítmicas que
se utilizan para resolver ciertos tipos de problemas.

4. Conocimiento acerca del discurso del dominio. La percepción que el estu-
diante tenga acerca de las reglas al resolver un problema, determina la direc-
ción y los recursos que utiliza en el proceso de solución. Por ejemplo, la forma
en que el resolutor entienda el término variable influirá en la forma de usar
este concepto en determinado problema.
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5. Errores consistentes o recursos débiles.

Los métodos heurísticos. En esta característica se ubican las estrategias generales
que pueden ser útiles para avanzar en la resolución de un problema. [Polya, 1981]
identifica un conjunto de heurísticas que son comúnmente usadas al trabajar con
problemas matemáticos. Por ejemplo, en el procesos de resolver un problema, un
individuo puede explotar analogías, introducir elementos auxiliares en el problema
o trabajar problemas auxiliares, descomponer o combinar algunos elementos del
problema, dibujar figuras, variar el problema o trabajar con casos específicos. Junto
a esto Polya identifica etapas fundamentales en las que el uso de los métodos heu-
rísticos desempeña un papel importante. De manera general, estas etapas son:

1. Entendimiento del problema. En este categoría se ubican la estrategias que
ayudan a representar y entender las condiciones del problema. Por ejemplo,
¿cuál es la información dada en el problema (datos) ?, ¿cuál es la incógnita?,
y ¿cuáles son las condiciones que relacionan los datos en el problema?, son
algunas preguntas que preguntas que merecen atención en la fase de enten-
dimiento del problema [Polya, 1981, p. 28].

Otras heurísticas importantes aquí son dibujar una gráfica o diagrama, en in-
troducir una notación adecuada.

2. Diseño de un plan. En esta etapa se recomienda pensar en problemas cono-
cidos que tengan una estructura análoga a la del problema que se quiere re-
solver y así establecer un plan de resolución [Polya, 1981, p. 32].

Algunas estrategias que pueden ayudar a construir un plan de solución inclu-
yen:

a) Pensar un problema conocido que involucre la misma clase de incógnitas,
pero que sea más simple.

b) Simplificar el problema por medio de una transformación por medio de
una transformación a casos especiales.

3. Ejecución del plan. Aquí se consideran aspectos que ayudan a monitoreo el
proceso de solución. Una idea fundamental es tratar de resolver el problema
en una forma diferente y analizar o evaluar la solución obtenida. De hecho,
esta etapa tiene conexión con lo que Polya denomina una visión retrospecti-
va del procesos de solución. También es importante establecer conexiones y
extensiones del problema original [Polya, 1981, p. 52-53].

Las estrategias metacognitivas. Un aspecto central en la resolución de problemas
es el monitoreo o autoevaluación del proceso utilizado al resolver un problema. La
metacognición se refiere al conocimiento de nuestro propio proceso cognoscitivo,
al monitoreo activo y a la consecuente regulación y orquestación de las decisiones
y procesos utilizados en la resolución de problemas. En [Santos, 2007] se identifican
tres categorías donde se presenta la metacognición:
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1. El conocimiento y descripción acerca de nuestro propio proceso de pensar.

2. El control y la autorregulación, hace referencia a qué tan bien es capaz uno
de seguir lo que se hace cuando se resuelve algún problema y qué tan bien se
ajusta uno al proceso. Allí se incluyen las decisiones relativas a la ejecución de
un plan, al uso de la información que se tiene para resolver un problema.

3. Las creencias e intuiciones desde las ideas acerca de las matemáticas implícitas
al trabajo matemático y la forma en que éstas se relacionan e identifican con
la manera de resolver problemas.

Cuando se habla de control, este trata sobre la forma en que el individuo usa la in-
formación que posee al resolver el problema. Es decir, incluye las decisiones impor-
tantes que se toman acerca de qué hacer en un problema. Aquí , se ubican decisio-
nes acerca de un plan, selección de metas o submetas , y monitoreo de soluciones
y su evolución, así como revisar o abandonar planes con base en una evaluación
[Santos, 2007, p. 60]. Por ejemplo, la acciones que involucran un control incluyen:

Tener claridad acerca de lo que trata el problema antes de iniciar el proceso
de resolución (fase de entendimiento del problema).

Considerar varias formas de resolver el problema y seleccionar un método
particular a partir de una evaluación en relación con su utilidad (fase de di-
seño).

Monitorear el procesos y decidir cuando abandonar algún camino que no este
produciendo resultados (fase de implantación).

Revisar el proceso de resolución y evaluar la respuesta obtenida (visión retros-
pectiva).

Sistemas de creencias. En esta categoría se ubica la concepción que el individuo
tenga acerca de las matemáticas. En este contexto, lo que uno piense acerca de es-
ta disciplina determina la forma de como selecciona uno determinada dirección o
método para resolver un problema. Las creencias establecen el contexto dentro del
Cuál funcionan los recursos, las estrategias heurísticas y control [Santos, 2007, p. 62].

Cuaderno del resolutor

Este cuaderno fue propuesto por Mason, Burton y Stacy en [Mason et al., 1988], es
la herramienta principal de la resolución. En este cuaderno se lleva un registro cro-
nológico de la actividad del resolutor, entre estas están:

1. Transcripción de algunos pasajes de fuentes bibliográficas que se relacionen
con las temáticas a estudiar.
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2. Resolución de problemas relacionados con el contenido cognitivo del artícu-
lo. Esto se hace para crear experiencias con los objetos matemáticos presenta-
dos, y generar una verdadera comprensión de los mismos [Polya, 1981, p. 71].
Podemos notar que esto se relaciona con la dimensión de los recursos.

3. Transcripción de algunos pasajes del artículo [Benci and Fortunato, 2004].

4. Resolución de problemas guiadas hacia completar los detalles omitidos en
[Benci and Fortunato, 2004].

5. Notas que guíen el trabajo, en un tiempo posterior.

En conclusión, en el cuaderno del resolutor actúa como ente de control en la reso-
lución de nuestro problema.

14



CAPÍTULO 1

MOTIVACIÓN FÍSICA

En este capítulo daremos una introducción a las ecuaciones de Maxwell. Esto por
medio de las deducciones físicas de las mismas. En este capítulo se trabajar sin ma-
yor rigor matemático para introducir algunas ideas generales.

1.1. Electrodinámica Clásica

El problema fundamental de la Electrodinámica Clásica consiste en estudiar la inter-
acción entre partículas cargadas eléctricamente, vamos a nombrarlas simplemente
cargas [Griffiths, 1999, p. xiii]. La solución clásica a este problema toma la forma de
una teoría de campo: Nosotros decimos que el espacio alrededor de una carga eléc-
trica está impregnado de dos campos, uno eléctrico y otro magnético. Una segunda
carga, en la presencia de estos campos, experimenta una fuerza; los campos, enton-
ces, transmiten la influencia de una carga a la otra. Es decir median la interacción.
Nuestro interés en consecuencia se desplaza desde el estudió de fuerzas entre cargas
a la teoría misma de los campos. Sin embargo se requiere una carga para producir un
campo electromagnético, y se requiere otra carga para detectarlo. La carga cumple
las siguientes propiedades:

1. La carga viene en dos variedades, las cuales nosotros llamamos positivas y ne-
gativas, esto debido a que sus efectos tienden a cancelarse entre si. Por ejem-
plo si tenemos +q y −q en el mismo punto, eléctricamente es lo mismo que
no tener ninguna carga ahí.

2. La carga se conserva: No puede ser creada o destruida.
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3. La carga es cuantizada. La carga eléctrica viene en múltiplos enteros de la uni-
dad básica de carga. Por ejemplo si nosotros llamamos la carga del protón +e,
entonces el electrón tiene carga −e y el núcleo del carbón +6e.

La fuerza por unidad de carga es llamado, el campo eléctrico se denota por E. Un
caso particular importante es el electrostático, esto es cuando E no depende del
tiempo, para este caso el campo eléctrico producido por un conjunto de n cargas
qi , está dado por la ley de Coulomb

E =
1

4πǫ0

n
∑

i=1

qi

γ2
i

γ̂i (1.1)

γi = r− r′i, r es el vector que apunta del origen al punto donde se está midiendo el
campo, r′i es el vector que apunta del origen al punto donde está ubicada la carga qi ,
γ̂i es el vector unitario asociado y ǫo es llamada la constante de permeabilidad del
espacio libre.

b

bb

b
b b

qi

q1
q2q3

r′i

r

γi

Fuente

Punto
del campo

Figura 1.1: Ley de Coulomb[Griffiths, 1999, p.60]

Por otro lado tenemos el campo magnético H, este se produce cuando hay un con-
junto de cargas moviéndose. Por ejemplo un conjunto de cargas moviéndose a tra-
vés de un alambre recto infinito, produce un campo magnético Ver figura (1.1).
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u u u

H

Cargas en movimiento.

Figura 1.2: Campo magnético alrededor del alambre.[Griffiths, 1999, p. 204]

Existe una definición alternativa para E y H. Sea A : R4 →R
3, A = (A1, A2, A3), ϕ :

R
4 →R, campos especiales, entonces

E =−
∂A

∂t
−∇ϕ (1.2)

H =∇×A. (1.3)

Además les vamos a exigir que

∂ϕ

∂t
+∇·A = 0

Los campos A y ϕ son llamados la calibración. En [Landau and Lifshitz, 1994, p.51] y
[Badiale et al., 2001, p.10] se puede ver la equivalencia de ambas definiciones.

En general, el campo electromagnético es una superposición de campos eléctricos
y magnéticos. También para consideración, la fuerza F actuando sobre un punto de
carga q moviéndose a una velocidad v en la presencia de un campo electromagné-
tico está dada por la ecuación de Fuerza de Lorentz [Jackson, 1999, p.3]

F = q (E+v×H) .
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1.2. Las Ecuaciones de Maxwell

En ésta sección nos dedicaremos a la deducción de las Ecuaciones de Maxwell, las
cuales son el pilar de la electrodinámica clásica .

1.2.1. Ley de Gauss

Para comenzar imaginemos un único punto de carga q , situado en el origen, su cam-
po eléctrico viene dado por la ecuación (1.1)

E (r) =
1

4πǫ0

q

r 2 r̂

Para conseguir una idea de este campo, podemos dibujar algunas líneas que apun-
tan radialmente hacia afuera del campo, esta son llamadas líneas de campo , ver
Figura (1.3). La fuerza del campo es indicada entonces por la densidad de líneas de
campo [Griffiths, 1999, p. 65]; es fuerte donde las líneas de campo son cercanas, y
débil mas allá, donde las líneas son relativamente lejanas entre ellas. Para el caso
cuando la carga es negativa las líneas de campo apunta radialmente hacia la carga.

b

E

Figura 1.3: líneas de campo eléctrico.[Griffiths, 1999, p.65]

Ahora supongamos que queremos una medida del “número de líneas de campo”,
pasando a través de un superficie S, llamémoslo el flujo de E a través de S. Aclaremos
que la densidad de líneas de campo atravesando a S está dada por número de líneas
sobre unidad de área, de donde E·da es proporcional al número de líneas pasando a
través del infinitesimal de área da, ésto se tiene ya que la fuerza del campo está dado
por E entonces, la fuerza del campo por la unidad de área debe ser proporcional al
número de líneas atravesando el infinitesimal de área da.
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da
S

E

b

Figura 1.4: líneas de E atravesando S.[Griffiths, 1999, p.67]

Así para esté modelo el flujo de E a través de S,

ΦE =
∫

S
E ·da.

En el caso de un punto de carga q en el origen, el flujo de E a través de una esfera de
radio r , es

∮

S
E ·da =

∫2π

0

∫π

0

1

4πǫ0

( q

r 2 r̂
)

·
(

r 2 senθdθdφ r̂
)

=
q

ǫ0

Debido a que el número de líneas es el mismo independientemente de la forma de
la superficie, el flujo a través de cualquier superficie que encierre a la carga es q

ǫ0
.

Ahora supongamos que en lugar de una única carga en el origen tenemos un mon-
tón de cargas qi dispersadas. De acuerdo por el principio de superposición, el cam-
po total es la suma

E =
n
∑

i=1
Ei

El flujo a través de la superficie que las encierra a todas, entonces es

∮

S
E ·da =

n
∑

i=1

(∮

S
Ei ·da

)

=
n
∑

i=1

(

qi

ǫ0

)

19



ALGUNOS ELEMENTOS TEÓRICOS DE LAS ECUACIONES DE MAXWELL SEMILINEALES

EN EL VACÍO

Entonces ahora sí podemos formular la ley de Gauss: Si S es una superficie cerra-
da entonces el flujo del campo es proporcional a la carga Qenc encerrada por S
[Griffiths, 1999, p.68],

∮

S
E ·da =

Qenc

ǫ0
.

La anterior ecuación integral puede ser transformada en una diferencial de la si-
guiente manera; aplicando el Teorema de la Divergencia [Apostol, 1969, p.457]

∮

S
E ·da =

∫

V
∇·EdV

donde V es el volumen encerrado por la superficie S. Por otro lado la carga se distri-
buye en el espacio con una densidad ρ, si en el volumen dV está contenida la carga
dQ. Entonces

ρ =
dQ

dV
.

De este manera, como

Qenc =
∫

V
dQ =

∫

V
ρdV

Entonces

∫

V
∇·EdV =

1

ǫ0

∫

V
ρdV

Y como esto se mantiene para cualquier volumen V , los integrados deben ser los
mismos, es decir

∇·E =
ρ

ǫ0
(1.4)

Esta última se conoce como Ley de Gauss en forma diferencial [Griffiths, 1999, p.69].

1.2.2. Ecuación de Continuidad

La corriente en un alambre es la carga por unidad de tiempo pasando por un punto
dado.

I =
dQ

d t
(1.5)

La corriente también la describimos por el vector de densidad de corriente J, medida
en unidades de carga positiva cruzando una unidad de área por unidad de tiempo
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[Griffiths, 1999, p.213]. Por tanto la corriente en la dirección del movimiento de las
cargas define la dirección de J. De acuerdo con lo anterior la corriente atravesando
una superficie S puede ser escrita como

I =
∫

S
J ·da. (1.6)

La ley de la conservación de la carga afirma, que si la carga total en un volumen
V cambia, entonces exactamente la misma cantidad de carga debe haber pasado
desde adentro o afuera de la superficie [Griffiths, 1999, p.345]. En ese sentido si hay
un aumento o disminución en la carga en un volumen, para que ésta se conserve,
debe atravesar la superficie generando una corriente dada por (1.6). Aún más, este
aumento también genera una corriente dada por la expresión (1.5), y debido a la
naturaleza del fenómeno éstas tienen el signo opuesto.

∫

S J ·da

Figura 1.5: Conservación de la carga en un volumen.

Entonces la ley de la conservación de la carga dice

dQ

d t
=−

∮

S
J ·da.

Usando el teorema de la divergencia,

∫

V

∂ρ

∂t
dV =−

∫

V
∇· JdV.

Como se cumple para cualquier volumen

∂ρ

∂t
=−∇· J
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Equivalentemente

∂ρ

∂t
+∇· J = 0. (1.7)

Esta última se conoce como Ecuación de continuidad. [Griffiths, 1999, p.345].

1.2.3. Ley de Ampere

Una corriente constante es un flujo continuo de corriente I , que pasa sin cambios y
sin carga acumulándose en ningún lugar del espacio [Griffiths, 1999, p.215]. La ley
de Biot-Savart establece que el campo magnético de un línea de corriente constante
es dada por la ecuación

H(r) =
µ0

4π
I
∫

C

d l×x

|x|3
. (1.8)

La integración es a lo largo del camino C , de la corriente, en la dirección del flujo;
d l es un elemento de largo del alambre, y x, es el vector desde la fuente a el punto r.
Ver la Figura (1.6). La constante µ0 es llamada la permeabilidad del espacio libre.

b r

x

I

d l

C

Figura 1.6: Ley de Biot-Savarat [Griffiths, 1999, p.216].

Por ejemplo el campo magnético H de un alambre recto infinito mostrado en la Fi-
gura (1.7) transportando una corriente constante I se puede ver que se dirige a lo
largo de la normal a el plano que contiene el alambre y el punto P de observación,
así que las líneas de campo magnético son círculos concéntricos alrededor del alam-
bre. Usando la ley de Biot-Savarat la magnitud de H es

|H| =
µ0

4π
I
∫∞

−∞

dl |x|sinθ

|x|3
=

µ0

4π
I
∫∞

−∞

R dl
(

l 2 +R2
)3/2

=
µ0I

2πR
.
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u

u

H

I

d l

b P

x

R

θ

Figura 1.7: Cálculo del campo alrededor del alambre infinito [Jackson, 1999, p.177].

Calculemos ahora la integral del campo H anterior alrededor de un camino circular
de radio s, centrado en el alambre

∮

C
H ·dl =

∮

C

µ0I

2πs
dl =

µ0I

2πs

∮

C
dl =µ0I ,

Podemos darnos cuenta que la respuesta no depende del camino cualesquiera sea
la curva que encierra el alambre daría la misma respuesta

C

I1

I2

I3
I4

Figura 1.8: Alambres rectos atravesando la curva C [Griffiths, 1999, p.222].

Ahora supongamos un montón de alambres rectos atravesando una curva cerrada
C . Cada alambre contribuye en µ0I , y los de afuera no contribuyen en nada. Enton-
ces la integral de línea será

∮

C
H ·dl =µ0Ienc
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Donde Ienc es la corriente total encerrada por el camino de integración. El flujo de
corriente es representado por la densidad de corriente volumétrica J, la corriente
encerrada es

Ienc =
∫

S
J ·da

Con la integral tomada sobre la superficie encerrada por el camino, llamemosla S.
Aplicando el teorema de Stokes [Apostol, 1969, p.438].

∫

S
∇×H ·da =µ0

∫

S
J ·da

Y como se cumple para toda superficie S,

∇×H =µ0J (1.9)

Sin embargo esta ecuación posee un problema ya que si calculamos la divergencia
en ambos lados de la ecuación, obtenemos

∇· (∇×H) =µ0 (∇· J) = 0.

Pero recordemos que la ecuación (1.7)

∇· J =−
∂ρ

∂t

entonces ∇·J no siempre va a ser cero. Vemos que el problema esta en el término de
la derecha en la ecuación (1.9). Para arreglar esto usamos la ecuación de continuidad
y la ley de Gauss (1.4), para reescribir el termino

∇· J =−
∂ρ

∂t
=−

∂

∂t
(ǫ0∇·E) =∇·

(

−ǫ0
∂E

∂t

)

Ya con esto vemos que si combinamos ǫ0 (∂E/∂t ) con J, en (1.9), al calcular la diver-
gencia se eliminaran los términos extra, entonces

∇×H =µ0J+µ0ǫ0
∂E

∂t
. (1.10)

Esta última ecuación se le llama Ley de Ampere, la cual nos dice que un campo eléc-
trico variante en el tiempo induce un campo magnético [Griffiths, 1999, p.323].
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1.2.4. Ley de Coulomb

La ley de Biot-Savarat para el caso general de un corriente volumétrica es

H (r) =
µ0

4π

∫

V

J(r′)×x

|x|3
dV ′. (1.11)

La integral se calcula sobre el volumen que encierra la corriente[Griffiths, 1999, p.222].

dV ′

(x ′, y ′, z ′)

(x, y, z)
x

Figura 1.9: Ley de Biot-Savarat para una distribución de carga volumétrica.

Esta fórmula da el campo magnético en un punto r = (x, y, z) en términos de una
integral sobre la distribución de corriente J

(

x ′, y ′, z ′). Para los siguientes pasos es
mejor que seamos totalmente explícitos:

H es una función de (x, y, z),

J es una función de (x ′, y ′, z ′).

x = (x −x ′)x̂+ (y − y ′)ŷ+ (z − z ′)ẑ y

dV ′ = d x ′d y ′d z ′.

La integración es sobre las coordenadas primadas, además la divergencia y el rota-
cional son tomadas respecto a las no primadas. Aplicando la divergencia a la ecua-
ción (1.11)

∇·H =∇·
(

µ0

4π

∫

V

J(r′)×x

|x|3
dV ′

)

=
µ0

4π

∫

V
∇·

(

J(r′)×x

|x|3

)

dV ′.

Usando la regla del producto
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∇·
(

J×x

|x|3

)

=
x

|x|3
· (∇× J)− J ·

(

∇×
x

|x|3

)

Entonces tenemos que ∇× J = 0, puesto que J no depende de las variables (x, y, z),
mientras que por un cálculo directo obtenemos ∇×

(

x/ |x|3
)

= 0. Así

∇·H = 0. (1.12)

Esta última ecuación es conocida como la ley de Coulomb para campos magnéticos.
Esta ley afirma que no existen dipolos magnéticos. Informalmente no hay “cargas
magnéticas positivas y negativas” [Griffiths, 1999, p.223].

1.2.5. Ley de Faraday

La conducción de corriente alrededor de un circuito es mediada por dos fuerzas,
la fuente fs , la cual está ordinariamente confinada a una porción de la curva (por
ejemplo una batería), y la fuerza electromotora: la cual sirve para suavizar el flujo
y comunicar la influencia de la fuente a distintas partes del circuito[Griffiths, 1999,
p.292]. La fuerza total f es

f = fs +E

cualesquiera sea el mecanismo, el efecto neto es determinado por la integral de línea
del campo eléctrico E generado por las cargas moviéndose alrededor del circuito C
[Jackson, 1999, p.209]:

E =
∮

C
E ·dl. (1.13)

Una de las fuentes más comunes de la fuerza electromotriz son los generadores, es-
tos sistemas se obtienen cuando movemos un alambre a través de un campo mag-
nético [Griffiths, 1999, p.294]. Un ejemplo se puede ver en la Figura (1.11), donde
la región sombreada esta impregnada de un campo magnético constante, la curva
C es un circuito de alambre atravesando por la derecha la región sombreada a una
velocidad v.
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H

C

v

Figura 1.10: Ejemplo de un generador [Griffiths, 1999, p.294].

En 1813 Michael Faraday basado en datos experimentales, encontró que si la fuer-
za electromotriz E sobre un circuito cerrado C proviene de un campo magnético,
entonces

E =−
dΦH

d t
(1.14)

donde ΦH =
∫

S H ·da, es el flujo de campo magnético H a través de la superficie S
encerrada por el circuito C [Griffiths, 1999, p.302].

u

u

u

u

u

u

u

u

u

u

u

u

u

S

d ad ad a

C

H

Figura 1.11: Ley de Faraday [Jackson, 1999, p.209].
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Por (1.13), la ecuación (1.14), queda

∮

C
E ·dl =−

d

d t

∫

S
H ·da

aplicando el teorema de Stokes, en el lado izquierda de la anterior ecuación

∫

S
∇×E ·da =

∫

S
−
∂H

∂t
·da

como esta igualdad es independiente de la superficie S,

∇×E =−
∂H

∂t
. (1.15)

Esta última ecuación se conoce como la Ley de Faraday. Nos indica que la presen-
cia de un campo magnético variante en el tiempo, este induce un campo eléctrico
[Griffiths, 1999, p.302].

Ahora juntemos las ecuaciones (1.4),(1.10),(1.12) y (1.15), para obtener el sistema,























∇·E =
ρ

ǫ0
∇×H =µ0J+µ0ǫ0

∂E

∂t

∇·H = 0 ∇×E =−
∂H

∂t

(1.16)

Este sistema de ecuaciones diferenciales parciales es conocido como las Ecuaciones
de Maxwell en la materia. Cuando las combinamos con la ley de fuerza de Lorentz y
la segunda ley de Newton, estas nos dan una descripción completa de la dinámica
clásica de partículas cargadas y campos electromagnéticos [Jackson, 1999, p.239].
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CAPÍTULO 2

FUNDAMENTACIÓN MATEMÁTICA

En este capítulo presentaremos las herramientas matemáticas que nos permitirá lle-
gar a los resultados principales del siguiente capítulo. Se presentarán algunas apli-
caciones del Teorema de Hahn-Banach y la derivada de Gateaux relacionados con
puntos críticos de funcionales definidos en espacios vectoriales arbitrarios.

2.1. El Teorema de Hahn-Banach

En esta sección vamos a seguir las ideas de [Kreyszig, 1989, Cap. 4].

El Teorema de Hahn-Banach es uno de los pilares del análisis funcional. El propósi-
to de este teorema es mostrar que un funcional f definido en un subespacio Z de
espacio vectorial X y que tiene cierta propiedad de acotación la cual será formula-
da en términos de un funcional sublineal puede ser extendido a un funcional sobre
todo X cumpliendo la misma propiedad de acotación.

Por definición, un funcional sublineal es un funcional de valor real p sobre un espa-
cio vectorial X el cual es subaditivo, esto es,

p(x + y) ≤ p(x)+p(y) ∀x, y ∈ X ,

y homogéneo-positivo, esto es,

p(αx) =αp(x) ∀α≥ 0 ∈R y x ∈ X .

Por ejemplo p(·) = ‖·‖, la norma sobre un espacio vectorial, cumple las condiciones
anteriores.
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Asumiremos de aquí en adelante que el espacio vectorial X es real, a continuación
la formulación del teorema de Hahn-Banach

Teorema 2.1 (Teorema de Hahn-Banach, Extensión de funcionales lineales.). Sea X
un espacio vectorial real y p un funcional sublineal en X . Por otra parte, sea f un
funcional líneal el cual está definido sobre un subespacio Z de X y que satisface

f (x) ≤ p(x) ∀x ∈ Z . (2.1)

Entonces f tiene una extensión f̃ de Z a X satisfaciendo

f̃ (x) ≤ p(x) ∀x ∈ X , (2.2)

esto es, f̃ es un funcional líneal en X , satisfaciendo (2.2) en X y f̃ (x) = f (x) para
todo x ∈ Z .

Demostración. La demostración de este teorema involucra el Lema de Zorn. Una
demostración se puede ver en [Kreyszig, 1989, p. 214] y [Brezis, 2011, p. 1].

Para el caso en que X sea un espacio normado tenemos la siguiente versión del teo-
rema de Hahn-Banach

Teorema 2.2 (Espacios Normados). Sea f un funcional líneal acotado sobre un subes-
pacio Z de un espacio normado X . Entonces existe un funcional líneal acotado f̃ en
X el cual es una extensión de f a X y tiene la misma norma,

∥

∥ f̃
∥

∥

X =
∥

∥ f
∥

∥

Z (2.3)

donde

∥

∥ f̃
∥

∥

X = sup
x∈X ,‖x‖=1

∣

∣ f̃ (x)
∣

∣ ,
∥

∥ f
∥

∥

Z = sup
x∈Z ,‖x‖=1

∣

∣ f (x)
∣

∣ ,

(y
∥

∥ f
∥

∥

Z = 0 en el caso trivial Z = {0}).

Demostración. Si Z = {0}, entonces f = 0, y la extensión es f̃ = 0. Sea Z 6= {0}. Quere-
mos usar el Teorema 2.1. Y así debemos primero encontrar un p adecuado. Debido
a que f es un funcional líneal acotado en Z , para todo x ∈ Z tenemos

∣

∣ f (x)
∣

∣≤
∥

∥ f
∥

∥

Z ‖x‖ .

Esta es la fórmula (2.1), donde

p(x) =
∥

∥ f
∥

∥

Z ‖x‖
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Como la norma está definida sobre todo X y
∥

∥ f
∥

∥

Z es una constante, p está definido
sobre todo X . Además p satisface (2.1), por la desigualdad triangular

∥

∥ f
∥

∥

Z

∥

∥x + y
∥

∥≤
∥

∥ f
∥

∥

Z

(

‖x‖+
∥

∥y
∥

∥

)

= p(x)+p(y)

p también satisface (2.2) sobre X . Sea α≥ 0

p(αx) =
∥

∥ f
∥

∥

Z ‖αx‖
= |α|

∥

∥ f
∥

∥

Z ‖αx‖
=αp(x).

Y así podemos aplicar el Teorema 2.1 y concluir que existe un funcional líneal f̃ en
X el cual es una extensión de f . Satisfaciendo

| f̃ (x)| ≤ p(x) =
∥

∥ f
∥

∥

Z ‖x‖ x ∈ X .

Tomando el supremo sobre todos los x ∈ X de norma 1, obtenemos la desigualdad

∥

∥ f̃
∥

∥

X = sup
x∈X ,‖x‖=1

| f̃ (x)| ≤ sup
x∈X ,‖x‖=1

∥

∥ f
∥

∥

Z ‖x‖ =
∥

∥ f
∥

∥

Z . (2.4)

debido a que

∥

∥ f̃
∥

∥

X = sup
x∈X ,‖x‖=1

| f̃ (x)| ≥ sup
x∈Z ,‖x‖=1

| f̃ (x)| =≥ sup
x∈Z ,‖x‖=1

| f (x)| =
∥

∥ f
∥

∥

Z . (2.5)

Juntando (2.4) y (2.5) tenemos

∥

∥ f̃
∥

∥

X =
∥

∥ f
∥

∥

Z

esto prueba el teorema.

A continuación presentaremos una aplicación del teorema de Hahn-Banach que se-
rá de utilidad posteriormente.

Teorema 2.3 (Funcionales lineales acotados). Sea X un espacio normado y sea x0 6=
0 cualquier elemento de X entonces existe un funcional líneal acotado f̃ en X tal
que

∥

∥ f̃
∥

∥= 1, f̃ (x0) = ‖x0‖
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Demostración. Consideremos el subespacio Z de X consistente de todos los ele-
mentos z =αx0 donde α es un escalar. Sobre Z definimos un funcional líneal f por

f (x) = f (αx0) =α‖x0‖

Claramente f es acotado y tiene norma
∥

∥ f
∥

∥= 1, puesto que

∣

∣ f (x)
∣

∣=
∣

∣ f (αx0)
∣

∣= |α|‖x0‖ = ‖αx0‖ = ‖x‖

luego

sup
x∈X ,‖x‖=1

| f (x)| = sup
x∈X ,‖x‖=1

‖x‖ = 1

El Teorema 2.2 implica que f tiene una extensión líneal f̃ de Z a X , de norma

∥

∥ f̃
∥

∥=
∥

∥ f
∥

∥= 1.

Vemos que

f̃ (x0) = f (x0) = ‖x0‖ .

2.2. Derivadas sobre espacios vectoriales

Esta sección vamos a seguir las ideas de [Caicedo, 2005].

Dos conceptos importantes, son la Derivada de Fréchet y la Derivada de Gateaux,
estos generalizan las derivadas que conocemos en R

n , serán presentadas a conti-
nuación.

Denotemos con L (E,F) el espacio de los operadores lineales acotados de E a F,

Definición 2.1 (Derivada de Fréchet). Sean E y F espacios vectoriales normados con
norma notada en ambos por ‖‖ y A ⊂ E abierto, f : A → F, a ∈ A. f se dice diferencia-
ble en a si existen una aplicación líneal continua L(a, ·) = L ∈ L (E,F) y una aplica-
ción r (a,h) = r (h), tales que:

f (a +h) = f (a)+L(h)+ r (h), donde ĺım
h→0

r (h)

‖h‖
= 0

L(a, ·) : E → F es llamada la derivada en el sentido de Fréchet de la función f . A la
función r (h) se le llama el resto de la diferencial.
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[Caicedo, 2005, p. 63]

L(a, ·) se nota usualmente por f ′(a), y cuando este es un funcional se suele usar el
producto de dualidad

〈

f ′(a), v
〉

.

Ejemplos:

1. En el caso en que f : Rn →R, sea diferenciable en el sentido de Fréchet, su de-

rivada toma la forma ∇ f (a) =
[

∂ f (a)
∂xi

]n

i=1
, y actúa en forma de transformación

líneal, por medio del producto interno:

∇ f (a) :Rn →R

x →
〈

∇ f (a), x
〉

2. Si f : Rn → R
m f = ( f1, . . . , fn), es diferenciable en el sentido de Fréchet, su

derivada toma la forma de la matriz Jacobiana, J f (a) = [ ∂ fi (a)
∂x j

]

3. Consideramos el espacio vectorial E=Mn×n de las matrices cuadradas de or-
den n ×n sobre R, dotado de la norma

‖L‖ = sup{‖Lx‖ : x ∈R
n , ‖x‖ = 1}.

Sea

f :E→ E

L 7→ f (L) = LLT

donde el superíndice T denota la transpuesta.

Entonces f es diferenciable para todo L en E y f ′(L)H = LH T +HLT . En efecto,

f (L+H) = (L+H)(L+H)T

= (L+H)(LT +H T )

= LLT +LH T +HLT +H H T

= f (L)+ f ′(L)H + r (H)

donde f (L) = LLT , f ′(L)H = LH T +HLT y r (H) = H H T

Vamos a ver, que cada termino satisface las condiciones requeridas. Toma-
mos r (H) = H H T , puesto que ‖ST ‖ ≤ ‖S‖‖T ‖, entonces , ‖r (H)‖ = ‖H H T ‖ ≤
‖H‖‖H‖, deducimos

0 ≤
‖r (H)‖
‖H‖

≤
‖H‖‖H‖
‖H‖

= ‖H‖.
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De esta desigualdad se deduce que:

ĺım
H→0

r (H)

‖H‖
= 0

No es difícil ver, que f ′(L) es líneal como función de H , deducimos que es
líneal continua por ser dimE= n2 finita [Kreyszig, 1989, Teorema 2.7-8, p. 96].
Esto muestra que f ′(L) existe, y es líneal continua y

f ′(L) :E→ E

H 7→ f ′(L)H = LH T +HLT

Observación

Una conclusión de la Definición 2.1, es que si a ∈ A y A es abierto, existe r > 0 tal que
Br (a) = {x ∈ E : ‖x −a‖ < r } ⊂ A. Luego si h ∈ E es tal que ‖h‖ < r entonces a +h ∈ A,
puesto que si x0 = a +h

‖x0 −a‖ = ‖a +h −a‖ = ‖h‖ < r ⇒ x0 = a +h ∈ BR (a) ⊂ A.

Además si en en la Definición 2.1 fijamos r (h) = ρ(h)‖h‖, entonces ĺımh→0
r (h)
‖h‖ =

ĺımh→0ρ(h) = 0.

Con este lenguaje fijo, vamos a garantizar que L(a, ·) = f ′(a) en la Definición 2.1, es
única. Por medio de la siguiente proposición.

Proposición 2.1. Sean E, F espacios normados A ⊂ E abierto, a ∈ A,

f : A → F, diferenciable en el sentido de Fréchet en a,

entonces la aplicación líneal continua L = L(a, ·) = f ′(a) en la definición 2.1 , es úni-
ca.

Demostración. Sean T,L ∈L (E,F); satisfaciendo la Definición 2.1, mostraremos que
T = L.

Como a ∈ A, existe r > 0 tal que ‖h‖ < r implica que a +h ∈ A, luego

f (a +h) = f (a)+L(h)+ρ1(h)‖h‖ = f (a)+T (h)+ρ2(h)‖h‖ ,

donde ρi (h)‖h‖, son los respectivos residuos, y ĺımh→0ρi (h) = 0, ρi (0) = 0, para i =
1,2. Si v = 0 de E, es claro que L(0) = T (0) = 0, por tanto sea v ∈ E, v 6= 0. Entonces
para todo real t , tal que ‖t v‖ < r , obtenemos que a+t v ∈ A. Luego, para estos h = t v
con t 6= 0, deducimos que:
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f (a)+L(t v)+ρ1(t v)‖t v‖ = f (a)+T (t v)+ρ2(t v)‖t v‖ .

Es decir,

L(t v)−T (t v) = ρ2(t v)‖t v‖−ρ1(t v)‖t v‖ .

Para t 6= 0, obtenemos

L(v)−T (v) =
1

t

(

ρ2(t v)−ρ1(t v)
)

‖t v‖

=
‖v‖

t ‖v‖
(

ρ2(t v)−ρ1(t v)
)

‖t v‖

=±
‖v‖
‖t v‖

(

ρ2(t v)−ρ1(t v)
)

‖t v‖

=±‖v‖
(

ρ2(t v)−ρ1(t v)
)

.

Por lo tanto,

L(v)−T (v) =±‖v‖
(

ρ2(t v)−ρ1(t v)
)

.

El lado izquierdo de la igualdad no depende del real t 6= 0: como t v → 0 si t → 0, y
como ĺımt→0ρi (t v) = 0, para i = 1, 2, obtenemos que:

L(v)−T (v) =±‖v‖ ĺım
t→0

(

ρ2(t v)−ρ1(t v)
)

= 0.

Luego L(v) = T (v) para todo v ∈ E. Luego L en la Definición 2.1 es único.

Otra proposición de importancia es la siguiente:

Proposición 2.2. Sean E, F espacios normados A ⊂ E abierto a ∈ A, f : A → F, dife-
renciable en a (En el sentido de Fréchet); entonces para todo v ∈ E,

f ′(a)v = ĺım
t→0

f (a + t v)− f (a)

t
.

Demostración. Sea v 6= 0 ∈ E, como a ∈ A, A es abierto en E, existe δ > 0, tal que si
t ∈R satisface ‖t v‖ = |t |‖v‖ < δ, entonces a + t v ∈ A. Así obtenemos

f (a + t v) = f (a)+ f ′(a)(t v)+ r (t v), donde ĺım
t→0

r (t v)

‖t v‖
= 0.
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Para t 6= 0, obtenemos

f (a + t v)− f (a)

t
−

r (t v)

t
= f ′(a)(v).

El lado izquierdo de la igualdad anterior depende de t y el lado derecho existe inde-
pendientemente de t , esto implica que el existe el límite del lado derecho, cuando
t → 0, es f ′(a)(v). Es decir, existe

ĺım
t→0

f (a + t v)− f (a)

t
−

r (t v)

t
= f ′(a)(v),

finalmente como

ĺım
t→0

r (t v)

t
= ‖v‖ ĺım

t→0

r (t v)

t ‖v‖
=±‖v‖ ĺım

t→0

r (t v)

‖t v‖
= 0.

Se sigue la conclusión.

Otro concepto de fundamental importancia es la derivada en el sentido de Gateaux.

Definición 2.2 (Derivada de Gateaux). Sean E, F espacios normados, A ⊂ E abierto,
a ∈ A, f : A → F, y sea v ∈ E, si existe el límite

ĺım
t→0

f (a + t v)− f (a)

t

diremos que f , posee derivada en el sentido de Gateaux, y la denotaremos por ∂ f (a, v).
Usualmente también se le conoce como la derivada de f en a en la dirección de v.

[Caicedo, 2005, p. 67]

Nota: Si f es diferenciable para todo x ∈ A, A ⊂ E abierto, diremos que f es diferen-
ciable en A. (En el sentido de Fréchet o Gateaux, según sea el caso.)

A continuación ejemplos,

Ejemplos:

1. Por la Proposición 2.2 toda función f : E→ F, diferenciable en el sentido de
Fréchet es diferenciable en el sentido de Gateaux y ambas coinciden.

2. Consideremos

f :R2 →R

(x, z) 7→







xz2

x2 + z2
, si (x, z) 6= (0,0)

0, si (x, z) = (0,0)
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veamos que f es diferenciable en~0 = (0,0) en el sentido de Gateaux, pero f no
es diferenciable en el sentido de Fréchet en ese mismo punto, en efecto: Si f
fuese diferenciable en~0, en efecto

f ′(~0)(1,0) = ĺım
t→0

f (~0+ t (1,0))− f (~0)

t
= 0

y

f ′(~0)(0,1) = ĺım
t→0

f (~0+ t (0,1))− f (~0)

t
= 0

por la linealidad de f ′(~0), obtenemos

f ′(~0)(u, v) = u f ′(~0)(1,0)+ v f ′(~0)(0,1) = 0+0 = 0.

Como (u.v) ∈R
2 es arbitrario, f ′(~0) ≡ 0, luego

f (h,k) = f (0,0)+ f ′(0)(h,k)+ r (h,k) = f (0,0)+ r (h,k) ĺım
∥

∥

∥

~h
∥

∥

∥→0

r (~h)
∥

∥

∥

~h
∥

∥

∥

donde~h = (h,k), por tanto, si trabajamos en R
2, con la norma euclidiana, ob-

tenemos que para h = k 6= 0,

f (h,h) = r (h,h) =
h3

2h2 =
1

2
h.

Por tanto

r (h,h)

‖(h,h)‖
=

h

2
p

2|h|
= ±

1

2
p

2
.

Luego el límite no existe cuando h → 0; entonces f no es diferenciable en el
sentido de Fréchet en (0,0).

Veamos que es diferenciable en el sentido de Gateaux en (0,0).

Para v = (v1, v2) 6= (0,0),

∂ f (0, v) = ĺım
t→0

f (t v)− f (0,0)

t
= ĺım

t→0

f (t v)

t
= ĺım

t→0

t 3v1v2
2

t 3(v2
1 + v2

2)
=

v1v2
2

(v2
1 + v2

2)
.

Observemos que ∂ f (0, v) no es lineal.
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De estos ejemplos, podemos obtener dos conclusiones. Primero, toda función dife-
renciable en el sentido de Fréchet es diferenciable en el sentido de Gateaux y el va-
lor de ambas coinciden, por la proposición 2.2. Segundo. Debido al segundo ejem-
plo vemos que hay casos en que la derivada en el sentido de Gateaux de una fun-
ción existe y la derivada en el sentido de Fréchet no, aun más ∂ f (a, ·) en el segundo
ejemplo, no era un operador lineal. Sin embargo podemos observar que calcular la
derivada en el sentido de Gateaux es más sencillo operativamente que calcular la
derivada en el sentido de Fréchet, pues ésto implica, entre otras los cálculos con re-
siduos. Por eso deseamos saber cuando una derivada en el sentido de Gateaux es
diferenciable en el sentido de Fréchet y que sus valores coincidan. Este es el propó-
sito de lo restante en esta sección.

Vamos ahora a recordar un teorema del cálculo elemental:

Teorema 2.4 (Teorema de igualdad del Valor Medio). Sean a y b números reales con
a < b,

f : [a,b] →R, continua en [a,b], diferenciable en (a,b).

Entonces existe θ ∈ (0,1) tal que f (b)− f (a) = f ′(a +θb)(b −a).

Para una demostración véase,[Rudin, 1976, p. 108].

Definición 2.3. Sean (E,‖·‖) espacio vectorial normado; a,b ∈ E. Llamaremos seg-
mento cerrado de extremos a y b al conjunto

[a,b] = {x ∈ E : x = a +λ(b −a), λ ∈ [0,1]}

,

y llamaremos segmento abierto de extremos a y b al conjunto

(a,b) = {x ∈ E : x = a +λ(b −a), λ ∈ (0,1)}

.

Ahora con ayuda de este teorema y esta definición, vamos a presentar una generali-
zación para espacios de Banach, y con diferenciación en el sentido de Gateaux.

Teorema 2.5 (Teorema del Valor Medio para aplicaciones de E en R). Sean E espacio
de Banach A ⊂ E abierto, f : A → R. Suponemos que a ∈ A y h ∈ E, son tales que si
[a, a+h] ⊂ A y f restringida a [a, a+h] es continua y para todo x ∈ (a, a+h) existe la
derivada en el sentido de Gateaux, de f en en x, en la dirección h, ∂ f (x,h). Entonces
existe θ ∈ (0,1), tal que

f (a +h)− f (a) = ∂ f (a +θh,h).
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Demostración. Consideramos F : [0,1] →R, definida por F (a + th). Entonces existe

F ′(t ) = ĺım
s→0

F (t + s)−F (t )

s
= ĺım

s→0

f (a + (t + s)h)− f (a + th

s
= ∂ f (a + th,h)

para todo t ∈ (0,1). El Teorema del Valor Medio Clásico (Teorema 2.4), aplicado a F
nos implica que existe θ ∈ (0,1) tal que F (1)−F (0) = F ′(θ), lo que reemplazando por
nuestras cuentas anteriores es equivalente a

f (a +h)− f (a) = ∂ f (a +θh,h)

Existe otra manera de definir, las funciones diferenciables tanto en el sentido de
Fréchet como en el de Gateaux, por medio de la notación o minúscula de Landau.
Recordemos que nosotros escribimos, f (x) = o(g (x)) para x → x0 si y solo sí

ĺım
x→x0

f (x)

g (x)
= 0

Para el caso de la derivada de Fréchet, recordemos que una condición esencial para
la diferenciabilidad de una función f : E→ F es que el resto de la diferencial r (h), en
la definición 2.1, satisfaga

ĺım
h→0

r (h)

‖h‖E
= 0,

esto en términos de la norma es que ĺımh→0

∥

∥

∥

r (h)
‖h‖E

∥

∥

∥

F

= ĺımh→0
‖r (h)‖F
‖h‖E = 0. Si despeja-

mos r (h) en la definición 2.1, obtenemos

ĺım
h→0

∥

∥ f (a +h)− f (a)−L(a)(h)
∥

∥

F

‖h‖E
= 0.

Por tanto si f cumple las mismas condiciones que en la definición 2.1, se dice que f
es diferenciable en en el sentido de Fréchet en a si ∃L ∈L (E,F), tal que

∥

∥ f (a +h)− f (a)−L(a)(h)
∥

∥

F
= o (‖h‖E) .

De manera análoga, a las afirmaciones anteriores, si f cumple las mismas condicio-
nes de la definición 2.2, decimos que f es diferenciable en el sentido de Gateaux en
a, si ∀h ∈ E, ∃∂ f (a,h) ⊂ F, tal que

∥

∥ f (a + th)− f (a)− t∂ f (a,h)
∥

∥

F
= o(t ) cuando t → 0
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para todo a + th ∈ A. Claramente ∂ f (a, ·) es la derivada en el sentido de Gateaux de
f en a.

Ahora vamos a juntar los Teoremas 2.3 y 2.5, para probar uno de los resultados más
importantes y útiles en todo el trabajo:

Teorema 2.6. Supongamos que f : A → F es diferenciable en el sentido de Gateaux,
y que ∀a ∈ A, ∃L(x) ∈L (E,F) satisfaciendo

∂ f (x,h) = L(x)h ∀h ∈ E.

Si la función x 7→ L(x) es continua en x0, entonces f es diferenciable en el sentido
de Fréchet en x0 con f ′(x0) = L(x0).

[Chang, 2005, p.3]

Demostración. Sin perdida de generalidad vamos a asumir que el segmento [x0, x0+
h] ⊂ A. De acuerdo al Teorema 2.3, existe y∗ ∈ F

∗ con
∥

∥y∗∥

∥= 1, tal que

∥

∥ f (x0 +h)− f (x0)−L(x0)h
∥

∥

F
=

〈

y∗, f (x0 +h)− f (x0 −L(x0)h
〉

fijemos

ϕ(t ) =
〈

y∗, f (x0 + th)
〉

Observemos que

ϕ′(t ) = ĺım
s→0

ϕ(t + s)−ϕ(t )

s

= ĺım
s→0

〈

y∗, f (x0 + (t + s)h)
〉

−
〈

y∗, f (x0 + th)
〉

s

=
〈

y∗, ĺım
s→0

f (x0 + (t + s)h)− f (x0 + th)

s

〉

=
〈

y∗,∂ f (x0 + th,h)
〉

.

Por el Teorema del Valor Medio, ∃ξ ∈ (0,1) tal que

∥

∥ f (x0 +h)− f (x0)−L(x0)h
∥

∥

F
=

∣

∣

〈

y∗, f (x0 +h)
〉

−
〈

y∗, f (x0)
〉

−
〈

y∗,L(x0)h
〉∣

∣

=
∣

∣ϕ(1)−ϕ(0)−
〈

y∗,L(x0)h
〉∣

∣

=
∣

∣ϕ′(ξ)−
〈

y∗,L(x0)h
〉∣

∣

=
∣

∣

〈

y∗,∂ f (x0 +ξh,h)
〉

−
〈

y∗,L(x0)h
〉∣

∣

=
∣

∣

〈

y∗,L(x0 +ξh)h
〉

−
〈

y∗,L(x0)h
〉∣

∣

=
∣

∣

〈

y∗, [L(x0 +ξh)−L(x0)]h
〉∣

∣ .
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Observemos entonces que

ĺım
h→0

∥

∥ f (x0 +h)− f (x0)−L(x0)h
∥

∥

F

‖h‖E
= ĺım

h→0

∣

∣

〈

y∗, [L(x0 +ξh)−L(x0)]h
〉∣

∣

‖h‖E

≤ ĺım
h→0

∥

∥y∗∥

∥

F∗ ‖[L(x0 +ξh)−L(x0)]h‖F
‖h‖E

= ĺım
h→0

‖[L(x0 +ξh)−L(x0)]h‖F
‖h‖E

≤ ĺım
h→0

‖[L(x0 +ξh)−L(x0)]‖L (E,F) ‖h‖E
‖h‖E

= ĺım
h→0

‖[L(x0 +ξh)−L(x0)]‖L (E,F) = 0

Por tanto

ĺım
h→0

∥

∥ f (x0 +h)− f (x0)−L(x0)h
∥

∥

F

‖h‖E
= 0

Es decir
∥

∥ f (x0 +h)− f (x0)−L(x0)h
∥

∥

F
= o(‖h‖E)

esto quiere decir que, f ′(x0) = L(x0).

Ahora con ayuda de este teorema seremos capaces de calcular las derivadas en el
sentido de Fréchet por un simple proceso de límite.

2.3. Máximos y mínimos

En esta sección introduciremos algunos conceptos básicos sobre valores extremos
de aplicaciones diferenciables a valor real. Mostraremos cómo la teoría clásica de
máximos y mínimos de funciones de variable real a valor real, es generalizada a fun-
ciones de un espacio de Banach arbitrario a valor real.

Definición 2.4. Sea A un subconjunto de un espacio normado E y f : A →R.

(a) Un punto a ∈ A se dice un máximo local para f si existe una vecindad V de a en
E, tal que

f (x) ≤ f (a), para todo x ∈V ∩ A.

(b) El punto a se llama máximo local estricto de f , si podemos escoger la vecindad V
de a, tal que

f (x) < f (a), para todo x ∈ (V − {a})∩ A.
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(c) El punto a se dice máximo absoluto para f en A si

f (x) ≤ f (a), para todo x ∈ A.

Es usual decir máximo para f en A.

(d) El punto a se dice máximo absoluto estricto para f en A si

f (x) < f (a), para todo x ∈ A− {a}.

De manera semejante definimos las nociones de mínimo local, mínimo local es-
tricto y mínimo absoluto, cambiando ≤, por ≥ y < por >, respectivamente.

De ahora en adelante cuando digamos que a es un puntos crítico, se entenderá
que a es bien un máximo o bien un mínimo.

Ver [Caicedo, 2005, p. 319].

Deseamos ahora caracterizar los puntos críticos de funciones diferenciables, en nues-
tro lenguaje, diferenciables en el sentido de Fréchet. El siguiente teorema nos per-
mitirá realizar, este proceso de manera análoga que en el calculo de una variable.

Teorema 2.7. Sean E espacio de Banach, A subconjunto abierto de E, a ∈ A, f : A →
R función diferenciable en el sentido de Fréchet en A. Entonces una condición ne-
cesaria para que el punto a sea un máximo local o un mínimo local para f es que
f ′(a) = 0.

Demostración. Supongamos que a es un máximo local para f . Por definición existe
V vecindad de a,V ⊂ A, tal que

f (x) ≤ f (a), x ∈V.

Como f es diferenciable en a, tenemos

f (a +h) = f (a)+ f ′(a)(h)+ r (h), a +h ∈V , donde ĺım
h→0

r (h)

‖h‖
= 0.

Por tanto, como f (a) ≥ f (a +h),

f (a +h)− f (a) = f ′(a)(h)+ r (h) ≤ 0, h ∈V − {a}. (2.6)

Al cambiar h por −h, en la anterior desigualdad, se obtiene que

f (a −h)− f (a) =− f ′(a)(h)+ r (−h) ≤ 0, h ∈V − {a}. (2.7)

De (2.6) y (2.7) deducimos
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r (−h) ≤ f ′(a)(h) ≤−r (h),

para todo h ∈V −a. Luego

ĺım
h→0

f ′(a)(h)

‖h‖
= 0,

ya que

ĺım
h→0

r (−h)

‖−h‖
= ĺım

h→0

r (h)

‖h‖
= 0.

Ésto implica que f ′(a) = 0. En efecto, como f ′(a) = T es aplicación líneal continua
de E en R, si T no es nula, existe w ∈ E, w 6= 0, tal que z = T (w) 6= 0, podemos suponer
z > 0. Para toda b ∈ R, b 6= 0, |T (bw)|

‖bw‖ = z
‖w‖ = c > 0. Cuando 0 < b → 0, ‖bw‖ → 0,

entonces si ĥ = bw, ĥ → 0 y T (ĥ)
∥

∥ĥ
∥

∥

→ c. Se contradice que

ĺım
h→0

T (h)

‖h‖
= 0.

Luego T (h) = 0

Podemos hacer las siguiente observaciones:

Geométricamente, la condición f ′(a) = 0 significa que el hiperplano tangente
al gráfico de f en a es paralelo al subespacio E de E×R.

La condición f ′(a) = 0 es necesaria pero no es suficiente para que f posea un
máximo o un mínimo en a. Por ejemplo, la función

f :R2 →R
2

(x, y) 7→ x2 − y2,

tiene por derivada en el sentido de Fréchet,

f ′(x, y) =∇ f = [2x,−2y]

entonces f ′(0,0) ≡ 0 sin embargo el origen no es punto de máximo ni de mí-
nimo para f , ya que f toma valores positivos y negativos en toda vecindad del
origen.

43



ALGUNOS ELEMENTOS TEÓRICOS DE LAS ECUACIONES DE MAXWELL SEMILINEALES

EN EL VACÍO

2.4. Funciones de Soporte Compacto

Las funciones de soporte compacto continuamente diferenciables, desempeñan un
papel fundamental, en el estudio del análisis funcional. A continuación vamos a de-
finir este concepto formalmente, ver [Rudin, 1970, p. 38]

Definición 2.5. El soporte de una función f a valor real, sobre un espacio topológico
X es la clausura de el conjunto

{x : f (x) 6= 0}.

La colección de todos las funciones continuas sobre X cuyo soporte es compacto es
denotado por C0 (X ) .

Observemos que C0 (X ) es un espacio vectorial. Esto debido a los siguientes hechos:

(a) El soporte de f +g esta en la unión de el soporte de f y el de g , y cualquier unión
finita de conjuntos compactos es compacto.

(b) La suma de dos funciones a valor real es continua así como el producto escalar
de funciones continuas es continuo.

Vamos a denotar con C∞
0

(

R
N

)

al subespacio de C0
(

R
N

)

, que consiste en todas las
funciones de soporte compacto continuamente diferenciables en R

N .

Ejemplo:

1. Un ejemplo sencillo, de una función en C∞
0 (R), es

f : R→R

x 7→
{

x, si x ∈ (1,3)

0, si x ∉ (1,3).

El soporte de f es [1,3], Véase la Figura (2.4), la región punteada es el soporte de f .
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Figura 2.1: Grafica de la función f

2.5. Ecuaciones de Euler-Lagrange de la electrodinámi-
ca en el vacío.

Esta sección está dedicada a deducir las ecuaciones de Maxwell de un principio va-
riacional.

2.5.1. El principio variacional.

El cálculo de variaciones estudia la manera de qué la forma, el tiempo, la energía,
la velocidad, el volumen o ganancias etc., sean optimas bajo ciertas condiciones. El
objetivo principal del cálculo de variaciones es encontrar la soluciones gobernadas
por esos principios [Chang, 2005, p.205].

El problema es formulado como sigue: Asumamos que f : Rn ×R
N ×R

nN →R es una
función continua, y que E es un conjunto de funciones vectoriales con N compo-
nentes. Sea J un funcional definido en E :

J [u] =
∫

f (x,u(x),∇u(x)) d x.

Encontremos u0 ∈ E , tal que

J [u0] = mı́n{J(u)|u ∈ E }

Un principio variacional son los métodos generales para maximizar o minimizar J .

Para encontrar las ecuaciones que determinan estos puntos críticos, usaremos los
resultados de las secciones anteriores de este capítulo, de la siguiente manera: Por
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medio de la derivada de Gateaux calculamos la variación del funcional de la ac-
ción J en alguna dirección arbitraria v ,

〈

J ′[u], v
〉

, con este último paso obtenemos
la ecuación J ′[u] = 0, la cual determina los puntos críticos de J [Caicedo, 2005, p.
321]. El sistema de ecuaciones J ′[u] = 0, es conocido como las Ecuaciones de Euler-
Langrange del funcional J .

Para seguir con nuestro estudio es imperativo conocer y aceptar como cierto el si-
guiente hecho:

“Las ecuaciones fundamentales de la física son las ecuaciones de Euler-
Langrange de un funcional adecuado. No hay un razón lógica para es-
to. Es solo un hecho empírico: Todas las ecuaciones fundamentales que
han sido descubiertas hasta ahora son derivadas de un principio varia-
cional”. [Benci, 2009, p.273]

Por ejemplo, las ecuaciones de movimiento de k partículas cuyas posiciones en el
tiempo t están dadas por x j (t ), x j ∈R

3, i = 1, . . . ,k son obtenidas como las ecuacio-
nes de Euler-Lagrange relativas al funcional

I =
∫ m j

2

∣

∣ẋ j
∣

∣

2 −V (t , x1, . . . , xk ) d t

donde m j es la masa de la j -esima partícula y V es la energía potencial del siste-
ma. Con el propósito de ilustrar lo anterior mostraremos un ejemplo canónico de la
física.

Ejemplo (El Oscilador Armónico):

El ejemplo canónico de la física es el oscilador armónico, pues éste aparece en los
diferentes contextos de la misma. Es por definición una masa puntual m inmersa
en una dimensión cuya fuerza es directamente proporcional a la elongación y diri-
gida en sentido contrario al movimiento [Scheck, 2005, p. 33]. Es decir que la fuerza
F = −kx, con k > 0, k es llamada constante de elasticidad. El movimiento descrito
por la masa puntual se le denomina, movimiento armónico simple, y a la ecuación
diferencial que lo modela es llamada ecuación del movimiento armónico simple.

Con el objetivo de obtener la ecuación del movimiento armónico simple, estudiare-
mos el sistema masa-resorte como caso particular del oscilador armónico.

Deducción del fenómeno físico

Supóngase un bloque de masa m atado al final de un resorte horizontal, ade-
más el otro extremo está fijado a una pared. El bloque reposa sobre una su-
perficie horizontal sin fricción, la fuerza F ejercida por un resorte extendido
es dada por la ley de Hooke, la cual afirma que la extensión de un resorte es
proporcional a la fuerza aplicada, para desplazamientos positivos y negativos
[Klepner and Kolenkow, 1973, p. 97], es decir F = −kx, donde k es una cons-
tante llamada la constante del resorte y x es el desplazamiento al final del
resorte desde su posición de equilibrio.
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k

m

x

Figura 2.2: Sistema masa-resorte

Una representación gráfica de la situación se ve en la Figura (2.5.1). Dado que
la fuerza del resorte es la única fuerza horizontal actuando sobre el bloque, la
ecuación del movimiento es

mẍ =−kx.

Equivalentemente

ẍ +ω2x = 0, ω=

√

k

m
(2.8)

Las soluciones de esta ecuación diferencial están dadas por x = A sen(ωt )+
B cos(ωt ), ω es conocida como la frecuencia de movimiento y las constantes
A y B están dadas por las condiciones iniciales [Hirsch and Smale, 1973, p. 15].

Ecuaciones de Euler-Lagrange: En primer lugar la energía cinética y potencial
del sistema masa-resorte vienen expresadas por las formulas

T =
1

2
mẋ2 y U =

1

2
kx2

Ahora calculamos el Lagrangiano del sistema, L = T −U

L =
1

2

(

mẋ2 −kx2) .

Por lo anteriormente expuesto, se requiere que el funcional de la acción

I [x] =
∫t1

t0

1

2
mẋ2 −

1

2
kx2 d t

adquiera extremos para obtener soluciones físicas al sistema [Scheck, 2005, p.
425]. Si hay soluciones, éstas deben satisfacer la condición
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I ′ [x] = 0.

Para esto calculamos la derivada del funcional de la acción vía derivada de
Gateaux [Caicedo, 2005, p. 67]. Para calcular esta derivada, debemos imponer
algunas condiciones sobre el fenómeno. Supongamos que en el tiempo t0 el
resorte esta comprimido, y que en el tiempo t1 hubo una oscilación completa,
es decir que ẋ(t0) = ẋ(t1) = 0. Sea entonces v una función lo suficientemente
diferenciable.

〈

I ′[x], v
〉

= ĺım
t→0

I [x + t v]− I [x]

t

= ĺım
t→0

∫t1

t0

1

2t

{

m
[

(ẋ + t v̇)2 − ẋ2]−k
[

(x + t v)2 −x2]} d t

= ĺım
t→0

∫t1

t0

1

2

{

m
[

2ẋ v̇ + t v̇2]

−k
[

2xv + t v2]}

d t

=
∫t1

t0

mẋv̇ −kxv d t

=
∫t1

t0

− (mẍ +kx) v d t (por partes).

De este modo si
〈

I ′[x], v
〉

= 0 para toda función v . Entonces

ẍ +ω2x = 0.

Este es las ecuaciones de Euler-Lagrange para el Lagrangiano L. Podemos ob-
servar que el resultado es consistente con los resultados de la mecánica New-
toniana, la constante ω es la misma que en (2.8), por tanto sus soluciones son
equivalentes.

En el caso más general, las ecuaciones de movimiento de sistema de dimensión fi-
nita cuyas coordenadas generalizadas son q j (t ) j = 1, . . . ,k son obtenidas como las
ecuaciones de Euler-Lagrange relativas al funcional

I =
∫

L(t , q1, . . . , qk , q̇1, . . . , q̇k )d t .

La función L se llama lagrangiano. También la dinámica de campos puede ser deter-
minado por un principio variacional. Desde el punto de vista matemático un campo
es una función

u : RN+1 →R
k , u = (u1, . . . ,uk )

donde R
N+1 es el espacio-tiempo continuo y R

k son llamados los parámetros in-
ternos del espacio. Por supuesto en los problemas físicos, la dimensión del espa-
cio N es 1, 2 o 3. Las coordenadas espaciales y temporales serán denotadas por
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x = (x1, . . . , xN ) y t respectivamente. La función u(t , x) describe el estado interno
del vació en el punto x en el instante t .

Es conocido que las ecuaciones de campo son obtenidas por medio de la variación
del funcional de la acción definido como sigue:

S =
∫

R

∫

RN
L (t , x,u,∇u,∂t u) d x d t . (2.9)

La función L es llamada densidad de lagrangiano[Benci, 2009, p.274]. Para que la
integral en (2.9) éste bien definida vamos a exigir que L → 0 y su derivadas tiendan
a cero en el infinito y así mismo que en el espacio donde se encuentre definido este
funcional u y todas sus derivadas tiendan a cero cuando cualquiera de sus variables
tienda a cero.

Vamos ahora a calcular la variación de (2.9), para el caso en que u : RN+1 → R, sea
v : RN+1 →R, lo suficientemente diferenciable y fijemos (t = x0),

〈

S′(u), v
〉

= ĺım
h→0

S(u +hv)−S(u)

h

= ĺım
h→0

Ï

L (t , x,u +hv,∇u +h∇v,∂t u +h∂t v)−L (t , x,u,∇u,∂t u)

h
d x d t

=
Ï

∇(u,∇u,∂t u)L (t , x,u,∇u,∂t u) · (v,∇v,∂t v) d x d t

=
Ï

(

∂L

∂u
· v +

N
∑

i=0

∂L

∂uxi

·
∂v

∂xi

)

d x d t .

Por otro lado, integrando por partes obtenemos

∫∞

−∞

∂L

∂uxi

·
∂v

∂xi
d xi =

∂L

∂uxi

·
∂v

∂xi

∣

∣

∣

∣

∞

−∞
−

∫∞

∞

∂

∂xi

(

∂L

∂uxi

)

·v d xi =−
∫∞

∞

∂

∂xi

(

∂L

∂uxi

)

·v d xi

Esto último por las condiciones en el infinito sobre u y L . Si tenemos en cuenta que
d x d t = d x1 · · ·d xN d x0,

Ï

∂L

∂uxi

·
∂v

∂xi
d x d t =−

Ï

∂

∂xi

(

∂L

∂uxi

)

· v d x d t .

Juntando todas las cuentas,

〈

S′(u), v
〉

=
Ï

(

∂L

∂u
−

N
∑

i=0

∂

∂xi

(

∂L

∂uxi

)

)

· v d x d t .
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Sabemos que para que halla un punto critico,
〈

S′(u), v
〉

para todo v , de la expresión
anterior al sér v arbitrario, tenemos que :

N
∑

i=0

∂

∂xi

(

∂L

∂uxi

)

−
∂L

∂u
= 0. (2.10)

Esta es la famosa Ecuación de Euler-Lagrange. En el caso en que u = (u1, . . . ,uk ), por
cálculos idénticos, obtenemos la misma ecuación pero con,

∂L

∂uxi

=
(

∂L

∂u1,xi

, . . . ,
∂L

∂uk,xi

)

,
∂L

∂u
=

(

∂L

∂u1
, . . . ,

∂L

∂uk

)

y u j ,xi =
∂u j

∂xi
.

Ver [Benci, 2009, p.274].

2.5.2. Lagrangiano de la electrodinámica en el vacío.

La electrodinámica en el vacío, se obtiene cuando ρ = 0 y J = 0, es decir que no hay
medios materiales en el espacio[Griffiths, 1999, p.328]. De ahora en adelante con
el objetivo de hacer los cálculos más sencillos, realizamos un cambio de unidades,
dejando ǫ0 = 1, µ0 = 1, y c = 1, c denota la constante de la velocidad de la luz, ha este
sistema de unidades se le conoce como Unidades Fundamentales..

Afirmamos que la densidad de lagrangiano de la electrodinámica clásica en el vacío
es

L =
1

2

(

|E|2 −|H|2
)

. (2.11)

Por tanto el funcional de la acción viene dada por

S =
1

2

∫

R

∫

R3

(

|E|2 −|H|2
)

d x d t . (2.12)

Es interesante notar que los términos 1
2

∫

|E|2 d x y 1
2

∫

|H|2 d x son respectivamen-
te la energía del campo eléctrico y la energía del campo magnético [Griffiths, 1999,
p.94,p.318]. Deseamos ahora encontrar las ecuaciones de Euler-Lagrange relativas a
(2.12), para esto usemos la calibración (1.2) y (1.3), entonces (2.12) toma la forma,

S
(

A,ϕ
)

=
1

2

∫

R

∫

R3

(∣

∣

∣

∣

∂A

∂t
+∇ϕ

∣

∣

∣

∣

2

−|∇×A|2
)

d x d t . (2.13)

Para que (2.12) sea finito siempre, vamos a poner como condición de frontera sobre
A y ϕ, que ellas y todas sus derivadas tiendan a 0 cuando cualquiera de sus variables
tiende a infinito. Otra condición que imponemos es que E(−t ) = E(t ) la justificación
de este hecho son argumentos físicos, esta se puede encontrar en
[Landau and Lifshitz, 1994, p.52]. Ya con ésto, dispongámonos a calcular las ecua-
ciones de Maxwell.
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Ley de Gauss

Calculemos la variación, S
(

A,ϕ
)

con respecto a ϕ, δϕ , vía derivada de Ga-
teaux, sea v : R4 →R, una función los suficientemente diferenciable.

〈

δϕ, v
〉

= ĺım
t→0

S
(

A,ϕ+ t v
)

−S
(

A,ϕ
)

t

= ĺım
t→0

1

2t

Ï
∣

∣

∣

∣

∂A

∂t
+∇ϕ+ t∇v

∣

∣

∣

∣

2

−
∣

∣

∣

∣

∂A

∂t
+∇ϕ

∣

∣

∣

∣

2

d x d t

= ĺım
t→0

1

2t

Ï

2t

(

∂A

∂t
+∇ϕ

)

·∇v + t 2 |∇v |2 d x d t

= ĺım
t→0

Ï (

∂A

∂t
+∇ϕ

)

·∇v +
t

2
|∇v |2 d x d t

=
Ï (

∂A

∂t
+∇ϕ

)

·∇v d x d t

Usando (1.2),

〈

δϕ, v
〉

=−
Ï

E ·∇v d x d t

Solo resta calcular,
∫

R3
E ·∇v d x. Si BR = {x ∈ R

3 : |x| < R} para R arbitrario,

pero fijo. Además notemos con E(R,θ,ϕ) al campo E cuando la variable t es
fija y E solo depende de las coordenadas esféricas (R,θ,ϕ).

∫

R3
E ·∇v d x = ĺım

R→∞

∫

BR

E ·∇v d x

= ĺım
R→∞

∫

∂BR

vE ·da− ĺım
R→∞

∫

BR

∇·Ev d x (Por partes.)

= ĺım
R→∞

∫π

0

∫2π

0
vE(R,θ,ϕ) ·da− ĺım

R→∞

∫

BR

∇·Ev d x

=−
∫

R3
∇·Ev d x ( ĺım

R→∞
E(R,θ,ϕ) = 0).

De donde,

〈

δϕ, v
〉

=−
Ï

E ·∇v d x d t

=
Ï

∇·Ev d x d t
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Para que halla un punto critico, requerimos que
〈

δϕ, v
〉

= 0, para todo v . Co-
mo v , es arbitrario:

∇·E = 0 (2.14)

Esta expresión es la Ley de Gauss en el vacío.

Ley de Ampere

Calculemos la variación, S
(

A,ϕ
)

con respecto a A, δA , vía derivada de Ga-
teaux, sea v : R4 →R

3, una función los suficientemente diferenciable,

〈δA,v〉 = ĺım
t→0

S
(

A+ tv,ϕ
)

−S
(

A,ϕ
)

t

= ĺım
t→0

1

2t

Ï
∣

∣

∣

∣

∂A

∂t
+∇ϕ+ t

∂v

∂t

∣

∣

∣

∣

2

−
∣

∣

∣

∣

∂A

∂t
+∇ϕ

∣

∣

∣

∣

2

d x d t

− ĺım
t→0

1

2t

Ï

|∇×A+ t∇×v|2 −|∇×v|2 d x d t

= ĺım
t→0

1

2t

Ï

2t

(

∂A

∂t
+∇ϕ

)

·
∂v

∂t
− t 2

∣

∣

∣

∣

∂v

∂t

∣

∣

∣

∣

2

d x d t

− ĺım
t→0

1

2t

Ï

2t (∇×A ·∇×v)+ t 2 |∇×v|2 d x d t

=
Ï (

∂A

∂t
+∇ϕ

)

·
∂v

∂t
d x d t −

Ï

∇×A ·∇×vd x d t

Nuevamente usando la calibración (1.2),(1.3), obtenemos,

〈δA,v〉 =−
Ï

E ·
∂v

∂t
+H ·∇×vd x d t . (2.15)

Por un lado,

∫

R

E ·
∂v

∂t
d t = ĺım

t0→∞

∫t0

−t0

E ·
∂v

∂t
d t

= ĺım
t0→∞

E ·
∂v

∂t

∣

∣

∣

∣

t0

−t0

−
∫

R

∂E

∂t
·vd t (Por partes)

=−
∫

R

∂E

∂t
·vd t . (Cond. de frontera.)

Con esto obtenemos

Ï

E ·
∂v

∂t
d x d t =−

Ï

∂E

∂t
·vd x d t . (2.16)
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Ahora calculemos el otro sumando. Usando la identidad

H ·∇×v =∇×H ·v−∇· (H×v)

Obtenemos,

∫

R3
H ·∇×vd x =

∫

R3
∇×H ·vd x −

∫

R3
∇· (H×v) d x

=
∫

R3
∇×H ·vd x − ĺım

R→∞

∫

BR

H(R,θ,ϕ)×v ·da

=
∫

R3
∇×H ·vd x.

Las últimas dos líneas son obtenidas por el Teorema de la Divergencia y el
hecho de que ĺım

R→∞
H(R,θ,ϕ) = 0. Obteniendo así,

Ï

H ·∇×vd x =
Ï

∇×H ·vd x. (2.17)

Reemplazando (3.33) y (2.17) en (2.15), obtenemos

〈δA,v〉 =
Ï (

∂E

∂t
−∇×H

)

·vd x d t .

Para que halla un punto critico requerimos 〈δA,v〉 = 0, para todo v. Dado que
v es arbitrario,

∇×H =
∂E

∂t
. (2.18)

Esta es expresión es la Ley de Ampere en el vacío.

Ley de Coulomb

Puesto que H =∇×A, claramente

∇·H = 0 (2.19)

Esta expresión es llamada la ley de Coulomb en el vacío.

Ley de Faraday

Calculemos el rotacional de E,
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∇×E =∇×
(

−
∂A

∂t
−∇ϕ

)

=∇×
(

−
∂A

∂t

)

−∇×∇ϕ

=−
∂

∂t
(∇×A)

=−
∂H

∂t

En conclusión

∇×E =−
∂H

∂t
(2.20)

Esta es la ley de Faraday en el vacío

Juntando (2.14),(2.18),(2.19) y (2.20), obtenemos el sistema de ecuaciones,























∇·E = 0 ∇×H =
∂E

∂t

∇·H = 0 ∇×E =−
∂H

∂t

(2.21)

Estas son las Ecuaciones de Maxwell en el vacío. Estas serán de gran importancia en
el trabajo a seguir.
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CAPÍTULO 3

LAS ECUACIONES DE MAXWELL SEMILINEALES

En este capítulo presentaremos las Ecuaciones de Maxwell Semilíneales (EMS), las
cuales se obtienen de un perturbación del lagrangiano (2.11), obteniendo así mis-
mo una teoría de Campo Electromagnético. En primer lugar mostraremos que esta
nueva teoría es consistente con la Teoría de la relatividad general. En segundo lugar
estudiaremos lo principales invariantes bajo el movimiento o leyes de conservación
del sistema vía Teorema de Noether y por último estudiaremos el caso estático de
las Ecuaciones de Maxwell Semilineales.

3.1. Deducción de las ecuaciones

En esta sección presentaremos las ecuaciones de Maxwell semilineales. Estas ecua-
ciones son obtenidas por medio de un principio variacional, esta vez aplicado a una
perturbación de la densidad de lagrangiano y la acción .

3.1.1. Perturbación de la densidad de lagrangiano

Con el objetivo de obtener unas nuevas ecuaciones de campo, vamos a modificar la
acción (2.11) de la siguiente manera,

L =
1

2

[∣

∣

∣

∣

∂A

∂t
+∇ϕ

∣

∣

∣

∣

2

−|∇×A|2 +W
(

|A|2 −ϕ2)
]

. (3.1)

Donde W : R→R y A,ϕ son como en (1.2) y (1.3). Así la acción toma la forma
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S
(

A,ϕ
)

=
1

2

∫

R

∫

R3

[∣

∣

∣

∣

∂A

∂t
+∇ϕ

∣

∣

∣

∣

2

−|∇×A|2 +W
(

|A|2 −ϕ2)
]

d x d t . (3.2)

La importancia de escoger el argumento |A|2 −ϕ2 se verá en la siguiente sección.

Ahora vamos a calcular las variaciones δA y δϕ

Variación δϕ

Calculemos la variación, S
(

A,ϕ
)

con respecto aϕ,δϕ, vía derivada de Gateaux.
Sea v : R4 →R, una función lo suficientemente diferenciable.

〈

δϕ, v
〉

= ĺım
t→0

S
(

A,ϕ+ t v
)

−S
(

A,ϕ
)

t
(3.3)

= ĺım
t→0

1

2t

Ï (∣

∣

∣

∣

∂A

∂t
+∇ϕ+ t∇v

∣

∣

∣

∣

2

−
∣

∣

∣

∣

∂A

∂t
+∇ϕ

∣

∣

∣

∣

2)

d x d t

+ ĺım
t→0

1

2t

Ï

(

W
(

|A|2 −
(

ϕ+ t v
)2

)

−W
(

|A|2 −ϕ2)
)

d x d t

Por los cálculos de (2.14) sabemos que

ĺım
t→0

1

2t

Ï (∣

∣

∣

∣

∂A

∂t
+∇ϕ+ t∇v

∣

∣

∣

∣

2

−
∣

∣

∣

∣

∂A

∂t
+∇ϕ

∣

∣

∣

∣

2)

d x d t =
Ï

∇·Ev d x d t

=
Ï

−∇·
(

∂A

∂t
+∇ϕ

)

v d x d t .

Ahora el segundo término del lado derecho de la igualdad (3.3), toma la forma

ĺım
t→0

1

2

Ï

1

t

[

W
(

|A|2 −
(

ϕ+ t v
)2

)

−W
(

|A|2 −ϕ2)
]

d x d t

=
1

2

Ï

−W ′ (|A|2 −ϕ2) ·2ϕ · v d x d t

=
Ï

−W ′ (|A|2 −ϕ2) ·ϕ · v d x d t

Juntando lo anterior tenemos

〈

δϕ, v
〉

=
Ï [

−∇·
(

∂A

∂t
+∇ϕ

)

−W ′ (|A|2 −ϕ2)ϕ

]

· v d x d t

Para que haya un punto crítico, requerimos que
〈

δϕ, v
〉

= 0, para toda v lo
suficientemente diferenciable. Por ésto último debido a la arbitrariedad de v ,

−∇·
(

∂A

∂t
+∇ϕ

)

−W ′ (|A|2 −ϕ2)ϕ= 0 (3.4)
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Variación δA

Calculemos la variación, S
(

A,ϕ
)

con respecto a A, δA, vía derivada de Gateaux,
sea v : R4 →R

3, una función los suficientemente diferenciable,

〈δA,v〉 = ĺım
t→0

S
(

A+ tv,ϕ
)

−S
(

A,ϕ
)

t

= ĺım
t→0

1

2t

Ï (∣

∣

∣

∣

∂A

∂t
+∇ϕ+ t

∂v

∂t

∣

∣

∣

∣

2

−
∣

∣

∣

∣

∂A

∂t
+∇ϕ

∣

∣

∣

∣

2)

d x d t

− ĺım
t→0

1

2t

Ï

(

|∇×A+ t∇×v|2 −|∇×v|2
)

d x d t

+ ĺım
t→0

1

2t

Ï

W
(

|A+ tv|2 −ϕ2)−W
(

|A|2 −ϕ2) d x d t

Por los cálculos de (2.18) sabemos que

ĺım
t→0

1

2t

Ï (∣

∣

∣

∣

∂A

∂t
+∇ϕ+ t

∂v

∂t

∣

∣

∣

∣

2

−
∣

∣

∣

∣

∂A

∂t
+∇ϕ

∣

∣

∣

∣

2)

d x d t

− ĺım
t→0

1

2t

Ï

(

|∇×A+ t∇×v|2 −|∇×v|2
)

d x d t

=
Ï (

∂E

∂t
−∇×H

)

·vd x d t

=
Ï [

−
∂

∂t

(

∂A

∂t
+∇ϕ

)

−∇× (∇×A)

]

·vd x d t .

El término restante toma la forma

ĺım
t→0

1

2

Ï

1

t

[

W
(

|A+ tv|2 −ϕ2)−W
(

|A|2 −ϕ2)] d x d t

=
1

2

Ï

W ′ (|A|2 −ϕ2)2A ·vd x d t

=
Ï

W ′ (|A|2 −ϕ2)A ·vd x d t .

Juntando los cálculos anteriores

〈δA,v〉 =
Ï [

−
∂

∂t

(

∂A

∂t
+∇ϕ

)

−∇× (∇×A)+W ′ (|A|2 −ϕ2)A

]

·vd x d t−

Para que exista un punto crítico requerimos que 〈δA,v〉 = 0, para toda v. Por
ésto último debido a la arbitrariedad de v,

−
∂

∂t

(

∂A

∂t
+∇ϕ

)

−∇× (∇×A)+W ′ (|A|2 −ϕ2)A = 0. (3.5)
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Juntando (3.4) y (3.5), obtenemos el sistema

−∇·
(

∂A

∂t
+∇ϕ

)

=W ′ (|A|2 −ϕ2)ϕ (3.6)

∇× (∇×A) =W ′ (|A|2 −ϕ2)A−
∂

∂t

(

∂A

∂t
+∇ϕ

)

. (3.7)

Fijando

ρ =W ′ (|A|2 −ϕ2)ϕ, (3.8)

J =W ′ (|A|2 −ϕ2)A. (3.9)

Usando la calibración (1.2),(1.3) y las ecuaciones (2.19),(2.20) conseguimos las si-
guientes ecuaciones:

∇·E = ρ
(

A,ϕ
)

(3.10)

∇×H = J
(

A,ϕ
)

+
∂E

∂t
(3.11)

∇×E =−
∂H

∂t
(3.12)

∇·H = 0, (3.13)

estas son las ecuaciones de Maxwell en la presencia de materia si interpretamos
ρ

(

A,ϕ
)

como la densidad de carga y J
(

A,ϕ
)

como el vector de densidad de corriente.
Notes que ρ y J son funciones de la calibración así que estamos en presencia de
una teoría en el sentido de Born-Infeld. De ahora en adelante al sistema (2.5),(2.6)(o
(2.9)-(2.12)) será llamado Ecuaciones de Maxwell Semilineales o por brevedad EMS.

3.1.2. Perturbación y materia

Vamos a hacer la siguiente suposición sobre la perturbación W definida al principio
de la sección 3.1.1:

(W1) Existen dos constantes 0 < ǫ1, ǫ2 ≪ 1 tales que

∣

∣W ′(t )
∣

∣≤ ǫ1 |t | para |t | ≤ 1 (3.14)

∣

∣W ′(t )
∣

∣≥ |t | para |t | ≥ 1+ǫ2 (3.15)
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La interpretación de esta suposición es que el término W ′(t ) es muy pequeño cuan-
do |t | ≤ 1, en otras palabras W ′(t ) es despreciable si |t | ≤ 1. Por otro lado cuando
|t | ≥ 1+ǫ2 el término W ′(t ) ya no es despreciable pues su valor absoluto ya es mayor
o igual que 1. Entonces cuando

∣

∣|A(x, t )|2 −ϕ (x, t )2
∣

∣≥ 1, W ′ (|A|2 −ϕ2
)

es un término
que no es despreciable, por lo tanto en la región

Ωt
(

A,ϕ
)

=
{

x ∈R
3 :

∣

∣|A(x, t )|2 −ϕ (x, t )2
∣

∣≥ 1
}

,

el término W ′ (|A|2 −ϕ2
)

es fuerte, haciendo así mismo a ρ = W ′ (|A|2 −ϕ2
)

ϕ y a J =
W ′ (|A|2 −ϕ2

)

A fuertes dentro deΩt , al menos en la región donde
∣

∣|A(x, t )|2 −ϕ (x, t )2
∣

∣

≥ 1+ǫ2.

Entonces señalemos dos puntos importantes acerca de lo anterior

1. Como ρ es fuerte en Ωt , significa hay volumen en esa región del espacio.(Ver
sección 1.3.1).

2. Como J es fuerte enΩt , significa que hay un medio material donde la corriente
se mueve. (Ver sección 1.3.2).

Conclusión:

Como en Ωt hay un volumen encerrado y un medio material, esta región del espa-
cio está llena de materia en el tiempo t .

Por tanto llegamos al sorprendente resultado de que la no linealidad de las EMS
es la responsable de la presencia de materia en el espacio. Además la suposición
(2.13) nos indica que ρ y J se vuelven despreciables fuera de Ωt y las EMS pueden
ser interpretadas como las ecuaciones de Maxwell en el vacío.

3.2. El principio de invariancia y el grupo de Poincaré

En esta sección estudiaremos las importantes consecuencias de que una densidad
de lagrangiano L es invariante bajo el grupo de Poincaré.

3.2.1. Invariancia bajo la representación de un grupo de Lie

Un grupo de Lie es un grupo G , cuyos elementos son puntos de una variedad dife-
renciable de dimensión finita con la condición de que la operación del grupo

G ×G →G :
(

g ,h
)

7→ g h
(

g ,h ∈G
)

es una función C∞[Martin, 2002, p. 243]. Algunos ejemplos son:
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1. R
n . Este grupo aditivo es el ejemplo trivial de una variedad diferenciable y

además es una grupo de Lie debido a que la función R
n ×R

n a R
n definido por

(x1, . . . , xn , y1, . . . , yn) 7→ (x1 + y1, . . . , xn + yn) es C∞.

2. GL(n,R). El grupo de las matrices no singulares n ×n, GL(n,R), puede ser do-
tado de una estructura de variedad diferenciable viendo cada entrada de una
matriz como las coordenadas de un punto deR

n2
. Se denotara g ·h al producto

usual de matrices. Si

g =







g11 · · · g1n
...

. . .
...

gn1 · · · gnn





 y h =







h11 · · · h1n
...

. . .
...

hn1 · · · hnn





 .

Entonces

g ·h =







∑n
r=1 g1r hr 1 · · ·

∑n
r=1 g1r hr n

...
. . .

...
∑n

r=1 gnr hr 1 · · ·
∑n

r=1 gnr hr n





 .

Como cada entrada en g ·h de las matrices g ,h es un polinomio en las entradas
de g y de h, la función (g ,h) 7→ g ·h es C∞. GL(n,R) es por lo tanto un grupo
de Lie de dimensión n2.

Con ésto deseamos saber qué sucede cuando un Grupo de Lie actúa sobre un es-
pacio de funciones y las implicaciones de ésto. Un grupo G se dice que actúa en un
conjunto M por la izquierda si existe una transformación T : G×M → M tal que para
todo x ∈ M

1. Te (x) = x, donde e es el elemento identidad de G .

2. Tg1

(

Tg2 (x)
)

= Tg1g2 (x)
(

∀g1g2 ∈G
)

[Martin, 2002]. Al grupo de transformaciones Tg , g ∈G lo vamos a llamar Represen-
tación del grupo Lie G . Por ejemplo si u pertenece a algún espacio de funciones
f (Ω,V ), (Donde Ω ⊂ R

n y V un espacio vectorial de dimensión finita), tomemos
G =R

n y h ∈R
n , la representación Th que actúa en f es

(Thu)(x) = u(x −h).

Ya con ésto podemos dar la siguiente definición [Benci, 2009, p. 275].

Definición 3.1. Decimos que una densidad de lagrangiano L es invariante bajo la
representación Tg del grupo de Lie G si para todo conjunto acotado Ω ⊂ R

N+1, se
cumple:
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∫

Tg Ω

L
(

t ′, x ′,u′,∇u′,∂t u′) d x d t =
∫

Ω

L (t , x,u,∇u,∂t u) d x d t . (3.16)

Donde u′(t ′, x ′) = Tg u(x, t ), y

TgΩ :=
{

(x ′, t ′) ∈R
N+1 : (x, t ) ∈Ω

}

.

donde g ∈G y (t ′, x ′) denota la acción de el elemento g sobre el elemento (x, t ) ∈R
N+1.

3.2.2. La invariancia de Poincaré

Las ecuaciones fundamentales de la Física son invariantes bajo la acción del grupo
de Poincaré, este es el principio básico sobre el cual la teoría especial de la relativi-
dad esta basada [Scheck, 2005, p.248]:

Postulado 3.1. (Postulado de la relatividad general) Las leyes de la naturaleza son
invariantes bajo el grupo de Poincaré (P,◦).

Es decir que si probamos que las leyes de alguna teoría física son invariantes bajo la
acción del grupo de Poincaré P, está teoría será entonces consistente con la relativi-
dad especial y por tanto podremos usar todas sus herramientas en nuestro estudio.
A continuación haremos una exposición del grupo de Poincaré y el espacio tiempo
de Minkowski.

El Espacio-Tiempo de Minkowski es RN+1 con la forma bilineal

〈

x,y
〉

M =−x0 y0 +
N
∑

i=1
xi yi

la cual induce la forma cuadrática

|x|2M =−x2
0 +

N
∑

i=1
x2

i (3.17)

Los vectores de Minkowski v = (v0, . . . , vN ) ≡ (v0,v) son clasificados según su natu-
raleza causal como sigue:

Si 〈v, v〉M > 0 el vector v es llamado espacial, ésto debido a que si ésto últi-
mo se cumple

∑N
i=1 v2

i > v0, es decir que en ese punto hay ”más” espacio que
tiempo.

Si 〈v, v〉M < 0 el vector v es llamado del temporal, ésto debido a que si ésto
último se cumple

∑N
i=1 v2

i < v0, es decir que en ese punto hay ”mas” tiempo
que espacio.
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Si 〈v, v〉M = 0 es llamado del tipo luz.

Cuando N = 3 el conjunto de vectores del tipo luz, forman el cono−v2
0+v2

1+v2
2+v2

3 =
0, conocido como el cono de luz. Por las definiciones anteriores, vectores espacia-
les se encuentran dentro del cono y vectores temporales son encontrados afuera
del mismo. Vectores temporales para los cuales v0 > 0(< 0) se dice que apuntan al
futuro-pasado .Ver Figura (3.2.2).

−1
−2
−3
−4

0
1

2
3

4

−1−2−3−4

0 1 2 3 4

−1

−2

−3

0

1

2

3

x

y

z

Futuro

Pasado

Figura 3.1: Cono de Luz de Minkowski.

El grupo de Poincaré P, por definición, es el grupo de transformaciones en R
N+1 el

cual preserva la forma cuadrática (3.17) y por lo tanto, al aplicar cualquier transfor-
mación en P no afecta la naturaleza causal.

En el ”mundo real” tenemos N = 3 y el grupo de Poincaré es un grupo de Lie de 10
parámetros generado por las siguientes transformaciones de un parámetro:

Traslaciones espaciales en las direcciones x1, x2 y x3:
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T. en x1 T. en x2 T. en x3

x ′
1 x1 + r1 x1 x1

x ′
2 x2 x2 + r2 x2

x ′
3 x3 x3 x3 + r3

t ′ t t t

Cuadro 3.1: Grupo de las traslaciones con parámetros r1, r2, r3.

Esta invariancia garantiza que el espacio es homogéneo. Es decir. que las leyes
de la física son independientes del espacio: Si un experimento es hecho aquí
o allá, éste nos da los mismos resultados.

Rotaciones espaciales:

R. en el eje x1 R. en el eje x2 R. en el eje x3

x ′
1 x1 x1 cosθ2 −x3 sinθ2 x1 cosθ3 −x2 sinθ3

x ′
2 x2 cosθ1 −x3 sinθ1 x2 x1 sinθ3 +x2 cosθ3

x ′
3 x2 sinθ1 +x3 cosθ1 x1 sinθ2 +x3 cosθ2 x3

t ′ t t t

Cuadro 3.2: Grupo de las rotaciones con parámetros θ1, θ2, θ3.

Esta invariancia garantiza que el espacio es isotrópico, es decir que las leyes
de la física son independientes de la orientación.

Traslaciones temporales:

T. en t
x ′

1 x1

x ′
2 x2

x ′
3 x3

t ′ t + t0

Cuadro 3.3: Grupo de traslaciones temporales con parámetro t0.

Esta invariancia garantiza que el tiempo es isotrópico, es decir que las leyes de
la física son independientes del tiempo: si un experimento es hecho temprano
o tarde, este nos debe dar los mismo resultados.

Impulsos de Lorentz:
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I. en el eje x1 I. en el eje x2 I. en el eje x3

x ′
1 γ (x1 − v1t ) x1 x1

x ′
2 x2 γ (x2 − v2t ) x2

x ′
3 x3 x3 γ (x3 − v3t )

t ′ γ (t − v1x1) γ (t − v2x2) γ (t − v3x3)

Cuadro 3.4: Grupo de los impulsos de Lorentz con parámetros v1, v2, v3.

donde

γ=
1

p
1− v2

con v = vi , i = 1,2,3. Esta invariancia es un hecho empírico.

Por último tenemos la inversión temporal, t 7→ −t , y la inversión de paridad
(x1, x2, x3) 7→ (−x1,−x2,−x3) .

En adelante vamos a denotar las traslaciones con subíndices, estos nos indicarán en
qué eje está actuando la transformación de Poincaré. Para i = 1,2,3,

Traslaciones con parámetro ri , en el eje xi , serán denotadas por Tri ,

Rotaciones con parámetro θi , en el eje xi , serán denotadas por Rθi ,

Traslaciones temporales con parámetro t0 serán denotadas por Tt0 ,

Impulsos de Lorentz con parámetro vi , en la dirección del eje xi , serán deno-
tados por Ivi .

A manera de ejemplo, para ver que efectivamente el grupo de Poincaré P conserva
la forma cuadrática (3.17), tomemos w = (t0, w1, w2, w3) y un impulso de Lorentz en
la dirección x1, Iv1 ,

∣

∣Iv1 w
∣

∣

2
M =−

(

γ (t0 − v1w1)
)2 +

(

γ (w1 − v1t )
)2 + (w2)2 + (w3)2

= γ2 (

−
(

1− v2
1

)

t 2
0 +

(

1− v2
1

)

w2
1

)

+ (w2)2 + (w3)2

=− (t0)2 + (w1)2 + (w2)2 + (w3)2

= |w|2M .

Ahora consideremos la manera en la cual cada subgrupo del Grupo de Poincaré P

actúa sobre un campo vectorial U =
(

A,ϕ
)

∈R
4 :
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∀g ∈P











Si g ∈ Rθi , Ivi : TgU (x, t ) = gU
(

g−1 (x, t )
)

Si g ∈ Tri ,Tt0 : TgU (x, t ) =U
(

g−1 (x, t )
)

.

[Badiale et al., 2001]

En lo subsecuente vamos a probar que el Lagrangiano (3.1) es invariante bajo la
acción del grupo de Poincaré.

Observación 1. Si desea, el lector puede intentar verificar la invariancia de (3.1) di-
rectamente bajo el grupo de Poincare P, sin embargo cuando se trate el término

1

2

∫

R

∫

R3

(∣

∣

∣

∣

∂A

∂t
+∇ϕ

∣

∣

∣

∣

2

−|∇×A|2
)

d x d t (3.18)

se podrá dar cuenta que los cálculos se hacen prácticamente imposibles de realizar,
debido a la gran cantidad de términos que aparecen y la carencia de simplificacio-
nes. Por estas razones vamos a calcular la invariancia indirectamente de la siguiente
manera. Como veremos la densidad de lagrangiano mas simple invariante bajo la
acción del grupo de Poincaré P es

L =
∣

∣∇ϕ
∣

∣

2 −
(

∂ϕ

∂t

)2

−|∇A|2 +
∣

∣

∣

∣

∂A

∂t

∣

∣

∣

∣

2

,

obteniendo así el funcional

V
(

A,ϕ
)

=
1

2

∫

R

∫

R3

(

∣

∣∇ϕ
∣

∣

2 −
(

∂ϕ

∂t

)2

−|∇A|2 +
∣

∣

∣

∣

∂A

∂t

∣

∣

∣

∣

2)

d x d t (3.19)

donde si A = (A1, A2, A3), |∇A|2 = |∇A1|2+|∇A2|2+|∇A3|2. Asumiendo como siempre
en esta monografía que A y sus derivadas tienen todas las propiedades de integra-
ción necesarias. Vamos a transformar el funcional anterior por medio de los cálculos
que siguen.

Primero notemos que

∫

R4
|∇A|2 d x d t =

∫

R4

3
∑

i=1
∇Ai ·∇Ai d x d t

fijemos nuevamente BR =
{

x ∈R
3 : |x| < R

}

, por lo tanto para i = 1,2,3, la integración
por partes nos da
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ĺım
R→∞

∫

BR

∇Ai ·∇Ai d x = ĺım
R→∞

∫

∂BR

Ai∇Ai ·da− ĺım
R→∞

∫

BR

∇· (∇Ai ) Ai d x

=− ĺım
R→∞

∫

BR

∇· (∇Ai ) d x

=−
∫

R3

(

∇2 Ai
)

Ai d x.

Por lo tanto,

∫

R3
|∇A|2 d x =

∫

R3

3
∑

i=1
∇Ai ·∇Ai d x

=−
∫

R3

3
∑

i=1
∇2 Ai Ai d x

=−
∫

R3
∇2A ·Ad x

recordando la identidad algebraica −∇2A =∇×∇×A−∇ (∇·A)

∫

R3
|∇A|2 d x =

∫

R3
(∇×∇×A) ·Ad x −

∫

R3
∇ (∇·A) ·Ad x.

Para terminar solo resta calcular las dos integrales del lado derecho. Para ésto utili-
cemos la identidad ∇ · (A×B) = B · (∇×A)−A · (∇×B), con B = ∇×A, para obtener
(∇×∇×A) ·A = |∇×A|2 −∇· (A× (∇×A)). Con ésto

∫

R3
(∇×∇×A) ·Ad x = ĺım

R→∞

∫

BR

|∇×A|2 −∇· (A× (∇×A)) d x

= ĺım
R→∞

∫

BR

|∇×A|2 d x − ĺım
R→∞

∫

∂BR

A× (∇×A) ·da

=
∫

R3
|∇×A|2 d x.

Para la integral del lado derecho, usamos integración por partes

∫

R3
A ·∇ (∇·A) d x = ĺım

R→∞

∫

∂BR

(∇·A)A ·da− ĺım
R→∞

∫

BR

(∇·A) (∇·A) d x

=−
∫

R3
(∇·A)2 d x
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juntando todo lo anterior

∫

R4
|∇A|2 d x d t =

∫

R4
|∇×A|2 + (∇·A)2

por lo tanto reemplazando en (3.19),

V
(

A,ϕ
)

=
1

2

∫

R

∫

R3

((

∣

∣∇ϕ
∣

∣

2 −
(

∂ϕ

∂t

)2

−|∇×A|2 − (∇·A)2 +
∣

∣

∣

∣

∂A

∂t

∣

∣

∣

∣

2))

d x d t .

En segunda medida,

V
(

A,ϕ
)

=
1

2

∫

R

∫

R3

∣

∣∇ϕ
∣

∣

2 −|∇×A|2 +
∣

∣

∣

∣

∂A

∂t

∣

∣

∣

∣

2

−
((

∂ϕ

∂t

)2

+2
∂ϕ

∂t
(∇·A)+ (∇·A)2

)

+2
∂ϕ

∂t
(∇·A) d x d t

=
1

2

∫

R

∫

R3

∣

∣∇ϕ
∣

∣

2 −|∇×A|2 +
∣

∣

∣

∣

∂A

∂t

∣

∣

∣

∣

2

−
(

∂ϕ

∂t
+ (∇·A)

)2

+2
∂ϕ

∂t
(∇·A) d x d t

recordemos que A y ϕ satisfacen la ecuación ∂ϕ
∂t +∇·A = 0, así

V
(

A,ϕ
)

=
1

2

∫

R

∫

R3

(

∣

∣∇ϕ
∣

∣

2 −|∇×A|2 +
∣

∣

∣

∣

∂A

∂t

∣

∣

∣

∣

2

+2
∂ϕ

∂t
(∇·A)

)

d x d t

=
1

2

∫

R

∫

R3

(∣

∣

∣

∣

∂A

∂t

∣

∣

∣

∣

2

+2
∂A

∂t
·∇ϕ+

∣

∣∇ϕ
∣

∣

2 −|∇×A|2 +2
∂ϕ

∂t
(∇·A)

−2
∂A

∂t
·∇ϕ

)

d x d t

=
1

2

∫

R

∫

R3

(∣

∣

∣

∣

∂A

∂t
+∇ϕ

∣

∣

∣

∣

2

−|∇×A|2 +2
∂ϕ

∂t
(∇·A)−2

∂A

∂t
·∇ϕ

)

d x d t

calculemos
∫

R4

∂ϕ

∂t
(∇·A)−

∂A

∂t
·∇ϕd x d t . Tomemos en primer lugar

∫

R

∂ϕ

∂t
(∇·A) d t = ĺım

τ→∞

∫τ

−τ

∂ϕ

∂t
(∇·A) d t

= ĺım
τ→∞

(∇·A)ϕ |τ−τ−
∫

R

(

∇·
∂A

∂t

)

ϕd t (Por partes)

=−
∫

R

(

∇·
∂A

∂t

)

ϕd t
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obteniendo así

∫

R4

∂ϕ

∂t
(∇·A) d t =−

∫

R4

(

∇·
∂A

∂t

)

ϕd t

Deseamos ahora «cambiar de lugar» la divergencia en la integral anterior. Integre-
mos entonces sobre las coordenadas espaciales

∫

R3

(

∇·
∂A

∂t

)

ϕd x = ĺım
R→∞

∫

BR

(

∇·
∂A

∂t

)

ϕd x

= ĺım
R→∞

∫

∂BR

ϕ
∂A

∂t
·da−

∫

R3
∇ϕ ·

∂A

∂t
d x

=−
∫

R3
∇ϕ ·

∂A

∂t
d x.

Reemplazando en lo anterior

∫

R

∫

R3

∂ϕ

∂t
(∇·A) d x d t =

∫

R

∫

R3

∂A

∂t
·∇ϕd x d t

ya podemos concluir que

V
(

A,ϕ
)

=
1

2

∫

R

∫

R3

∣

∣

∣

∣

∂A

∂t
+∇ϕ

∣

∣

∣

∣

2

−|∇×A|2 +2
∂ϕ

∂t
(∇·A)−2

∂A

∂t
·∇ϕd x d t

=
1

2

∫

R

∫

R3

∣

∣

∣

∣

∂A

∂t
+∇ϕ

∣

∣

∣

∣

2

−|∇×A|2 +2
∂A

∂t
·∇ϕ−2

∂A

∂t
·∇ϕd x d t

=
1

2

∫

R

∫

R3

∣

∣

∣

∣

∂A

∂t
+∇ϕ

∣

∣

∣

∣

2

−|∇×A|2 d x d t

por lo tanto hemos llegado a que los términos (3.18) y (3.19) son idénticos, por tanto
cualquier propiedad que satisfaga (3.19) será hereda naturalmente a (3.18).

Calculemos, la invariancia para cada subgrupo de P por separado. Se usára de aquí
en adelante la notación de la Definición 2.1

Traslaciones espaciales y temporales: Para este caso probaremos la invariancia pa-
ra una traslación en la dirección x1. Para las demás direcciones el proceso es idén-
tico. Sea Ω⊂R

4 acotado, sea Tr la representación de las traslaciones en la dirección
x1, entonces pongamos la ecuación (3.16) en los términos que necesitamos
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∫

Tr Ω

L
(

t ′, x ′,u′,∇u′,∂t u′) d x d t ,

con TrΩ :=
{

(x1 + r, x2, x3, t ) ∈R
4 : (x1, x2, x3, t ) ∈Ω

}

, la expresión anterior es equiva-
lente a

∫

Tr Ω

L
(

t ′, x ′,u′,∇u′,∂t u′) d x d t =
1

2

∫

Tr Ω

(∣

∣

∣

∣

∂A

∂t
(T−rx)+∇xϕ (T−rx)

∣

∣

∣

∣

2

−|∇x ×A (T−rx)|2

+W
(

|A (T−rx)|2 −ϕ (T−rx)2)) d x d t

donde T−r x = (x1 − r, x2, x3, t ) = (u1,u2,u3,τ) = u = (u,τ), apliquemos entonces la
fórmula de cambio de variables con x1 = u1 + r, x2 = u2, u3 = x3, y t = τ y transfor-
mándose la región de integración a

∫

Tr Ω

L
(

t ′, x ′,u′,∇u′,∂t u′) d x d t =
1

2

∫

Ω

(∣

∣

∣

∣

∂A

∂t
(u)+∇xϕ (u)

∣

∣

∣

∣

2

−|∇x ×A (u)|2

+ W
(

|A (u)|2 −ϕ (u)2) ∂ (x1, x2, x3, t )

∂ (u1,u2,u3,τ)

)

du dτ

Calculemos
∂ (x1, x2, x3, t )

∂ (u1,u2,u3,τ)
,

∂ (x1, x2, x3, t )

∂ (u1,u2,u3,τ)
=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂x1
∂u1

∂x1
∂u2

∂x1
∂u3

∂x1
∂τ

∂x2
∂u1

∂x2
∂u2

∂x2
∂u3

∂x2
∂τ

∂x3
∂u3

∂x3
∂u2

∂x3
∂u3

∂x3
∂τ

∂t
∂u1

∂t
∂u2

∂t
∂u3

∂t
∂τ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 1

de ésto

∫

Tr Ω

L
(

t ′, x ′,u′,∇u′,∂t u′) d x d t =
1

2

∫

Ω

∣

∣

∣

∣

∂A

∂t
(u)+∇xϕ (u)

∣

∣

∣

∣

2

−|∇x ×A (u)|2

+W
(

|A (u)|2 −ϕ (u)2) du dτ
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Sin embargo, todavía falta notar que las derivadas están en términos de x y t , y noso-
tros las necesitamos en términos de u y τ. Para ésto usemos la fórmula de la derivada
de la composición de funciones,

∂ϕ(u)

∂x1
=

∂ϕ(u)

∂u1

∂u1

∂x1
+
∂ϕ(u)

∂u2

∂u2

∂x1
+
∂ϕ(u)

∂u3

∂u3

∂x1
+
∂ϕ(u)

∂τ

∂τ

∂x1

=
∂ϕ(u)

∂u1

∂ϕ(u)

∂x2
=

∂ϕ(u)

∂u1

∂u1

∂x2
+
∂ϕ(u)

∂u2

∂u2

∂x2
+
∂ϕ(u)

∂u3

∂u3

∂x2
+
∂ϕ(u)

∂τ

∂τ

∂x2

=
∂ϕ(u)

∂u2

∂ϕ(u)

∂x3
=

∂ϕ(u)

∂u1

∂u1

∂x3
+
∂ϕ(u)

∂u2

∂u2

∂x3
+
∂ϕ(u)

∂u3

∂u3

∂x3
+
∂ϕ(u)

∂τ

∂τ

∂x3

=
∂ϕ(u)

∂u3

∂ϕ(u)

∂t
=

∂ϕ(u)

∂u1

∂u1

∂t
+
∂ϕ(u)

∂u2

∂u2

∂t
+
∂ϕ(u)

∂u3

∂u3

∂t
+
∂ϕ(u)

∂τ

∂τ

∂t

=
∂ϕ(u)

∂τ

observemos que las fórmulas anteriores también se cumplen para A. Por tanto los
rotacionales, divergencias y gradientes en términos de x y t , son equivalentes, que
con los términos u y τ. Reemplazando en la última integral,

∫

Tr Ω

L
(

t ′, x ′,u′,∇u′,∂t u′) d x d t =
1

2

∫

Ω

(∣

∣

∣

∣

∂A

∂τ
(u)+∇uϕ (u)

∣

∣

∣

∣

2

−|∇u ×A (u)|2

+W
(

|A (u)|2 −ϕ (u)2)) du dτ

=
∫

Ω

L (t , x,u,∇u,∂t u) d x d t .

Los cálculos para las traslaciones espaciales en x2, x3 y las traslaciones temporales
en t son idénticos, por tanto llegamos a que el lagrangiano (3.2) es invariante bajo
las traslaciones espaciales y temporales.

Rotaciones espaciales: Para este caso probaremos la invariancia alrededor del eje
x1. Para la rotaciones en los otros ejes el proceso es idéntico. Sea Ω⊂R

4 acotado, sea
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Rθ la representación de las rotaciones en alrededor del eje x1. entonces pongamos
la ecuación (3.16) en los términos que necesitamos

∫

RθΩ

L
(

t ′, x ′,u′,∇u′,∂t u′) d x d t ,

con RθΩ :=
{

(x1, x2 cosθ−x3 sinθ, x2 sinθ+x3 cosθ, t ) ∈R
4 : (x1, x2, x3, t ) ∈Ω

}

.

Las rotaciones actúan en U (x) =
(

A(x),ϕ(x)
)

de la forma

RθU (x) = gθU (g−1
θ x)

=
(

A1(x ′), A2(x ′)cosθ− A3(x ′)sinθ, A2(x ′)sinθ+ A3(x ′),ϕ(x ′)
)

=
(

A′,ϕ′)

donde gθ es la rotación en el eje x1 y con x ′ = (x1, x2 cosθ+x3 senθ,−x2 sinθ+x3 cosθ, t ).
Con esta notación vamos a probar que

∫

RθΩ

L
(

t ′, x ′,u′,∇u′,∂t u′) d x d t , =
1

2

∫

RθΩ

∣

∣

∣

∣

∂A′

∂t
+∇xϕ

′
∣

∣

∣

∣

2

−
∣

∣∇x ×A′∣
∣

2 d x d t

+
1

2

∫

RθΩ

W
(

∣

∣A′∣
∣

2 −ϕ′2
)

d x d t .

Primero tratemos la última integral, como

∣

∣A′∣
∣

2 −ϕ′2 =
(

A1(x ′)
)2 +

(

A2(x ′)cosθ− A3(x ′)sinθ
)2 +

(

A2(x ′)sinθ+ A3(x ′)cosθ
)2

−ϕ(x ′)2

=
(

A1(x ′)
)2 +

(

A2(x ′)
)2 cos2θ−2A2(x ′)A3(x ′)cosθ sinθ+

(

A3(x ′)
)2 sin2θ

+
(

A2(x ′)
)2 sin2θ+2A2(x ′)A3(x ′)cosθ sinθ+

(

A3(x ′)
)2 cos2θ−ϕ(x ′)2

=
(

A1(x ′)
)2 +

(

A2(x ′)
)2 +

(

A3(x ′)
)2 −ϕ(x ′)2

=
∣

∣A(x ′)
∣

∣

2 −ϕ(x ′)2

reemplazando ésto, obtenemos que,

∫

RθΩ

W
(

∣

∣A′∣
∣

2 −ϕ′2
)

d x d t =
∫

RθΩ

W
(

∣

∣A(x ′)
∣

∣

2 −ϕ(x ′)2
)

d x d t
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Ahora deseamos usar la fórmula de cambio de variables, hagamos u = (u,τ) = x ′,
por tanto x = gθu y x1 = u1, x2 = u2 cosθ−u3 sinθ, x3 = u2 sinθ+u3 cosθ y t = τ. Por
tanto, el jacobiano del cambio de variables es

∂ (x1, x2, x3, t )

∂ (u1,u2,u3,τ)
=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂x1
∂u1

∂x1
∂u2

∂x1
∂u3

∂x1
∂τ

∂x2
∂u1

∂x2
∂u2

∂x2
∂u3

∂x2
∂τ

∂x3
∂u3

∂x3
∂u2

∂x3
∂u3

∂x3
∂τ

∂t
∂u1

∂t
∂u2

∂t
∂u3

∂t
∂τ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0
0 cosθ −sinθ 0
0 sinθ cosθ 0
0 0 0 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= cos2θ+sin2θ = 1.

Así la fórmula de sustitución la región de integración es g−1
θ

RθΩ=Ω

∫

RθΩ

W
(

∣

∣A′∣
∣

2 −ϕ′2
)

d x d t =
∫

RθΩ

W
(

∣

∣A(x ′)
∣

∣

2 −ϕ(x ′)2
)

d x d t

=
∫

Ω

W
(

|A(u)|2 −ϕ(u)2) ∂ (x1, x2, x3, t )

∂ (u1,u2,u3,τ)
du dτ

=
∫

Ω

W
(

|A(u)|2 −ϕ(u)2) du dτ.

Ahora, sólo nos falta calcular la invariancia de la primera integral, pero por la Obser-
vación 1. ésto es lo mismo que probar que el funcional (3.19) es invariante bajo la
acción de las rotaciones en el eje x1, ésto es

1

2

∫

RθΩ

∣

∣∇xϕ
′∣
∣

2 −
(

∂ϕ′

∂t

)2

−
∣

∣∇x A′∣
∣

2 +
∣

∣

∣

∣

∂A′

∂t

∣

∣

∣

∣

2

d x d t .

Sustituyendo x ′ = u, como en la parte superior, tenemos, que la expresión anterior
es

1

2

∫

Ω

(

∣

∣∇xϕ(u)
∣

∣

2 −
(

∂ϕ(u)

∂t

)2

−
∣

∣∇x A′(u)
∣

∣

2 +
∣

∣

∣

∣

∂A′(u)

∂t

∣

∣

∣

∣

2
)

du dτ.

Ahora necesitamos poner las derivadas que están en términos de x y t en términos
de u y τ, para eso usemos la fórmula de la derivada de una composición de funcio-
nes o regla de la cádena
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∂ϕ(u)

∂x1
=

∂ϕ(u)

∂u1

∂u1

∂x1
+
∂ϕ(u)

∂u2

∂u2

∂x1
+
∂ϕ(u)

∂u3

∂u3

∂x1
+
∂ϕ(u)

∂τ

∂τ

∂x1

=
∂ϕ(u)

∂u1

∂ϕ(u)

∂x2
=

∂ϕ(u)

∂u1

∂u1

∂x2
+
∂ϕ(u)

∂u2

∂u2

∂x2
+
∂ϕ(u)

∂u3

∂u3

∂x2
+
∂ϕ(u)

∂τ

∂τ

∂x2

=
∂ϕ(u)

∂u2
cosθ−

∂ϕ(u)

∂u3
sinθ

∂ϕ(u)

∂x3
=

∂ϕ(u)

∂u1

∂u1

∂x3
+
∂ϕ(u)

∂u2

∂u2

∂x3
+
∂ϕ(u)

∂u3

∂u3

∂x3
+
∂ϕ(u)

∂τ

∂τ

∂x3

=
∂ϕ(u)

∂u2
sinθ+

∂ϕ(u)

∂u3
cosθ

∂ϕ(u)

∂t
=

∂ϕ(u)

∂u1

∂u1

∂t
+
∂ϕ(u)

∂u2

∂u2

∂t
+
∂ϕ(u)

∂u3

∂u3

∂t
+
∂ϕ(u)

∂τ

∂τ

∂t

=
∂ϕ(u)

∂τ

notemos que las mismas fórmulas valen para A(u), entonces

∣

∣∇xϕ(u)
∣

∣

2 −
(

∂ϕ(u)

∂t

)2

=
(

∂ϕ(u)

∂x1

)2

+
(

∂ϕ(u)

∂x2

)2

+
(

∂ϕ(u)

∂x3

)2

−
(

∂ϕ(u)

∂t

)2

=
(

∂ϕ(u)

∂u1

)2

+
(

∂ϕ(u)

∂u2
cosθ−

∂ϕ

∂u3
sinθ

)2

+
(

∂ϕ(u)

∂u2
sinθ+

∂ϕ

∂u3
cosθ

)2

−
(

∂ϕ(u)

∂τ

)2

=
(

∂ϕ(u)

∂u1

)2

+
(

∂ϕ(u)

∂u2

)2

cos2θ−2
∂ϕ(u)

∂u2

∂ϕ(u)

∂u3
cosθ sinθ

+
(

∂ϕ(u)

∂u3

)2

sin2θ+
(

∂ϕ(u)

∂u2

)2

sin2θ

+2
∂ϕ(u)

∂u2

∂ϕ(u)

∂u3
cosθ sinθ+

(

∂ϕ(u)

∂u3

)2

sin2θ−
(

∂ϕ(u)

∂τ

)2

=
(

∂ϕ(u)

∂u1

)2

+
(

∂ϕ(u)

∂u2

)2

+
(

∂ϕ(u)

∂u3

)2

−
(

∂ϕ(u)

∂τ

)2

=
∣

∣∇uϕ(u)
∣

∣

2 −
(

∂ϕ(u)

∂τ

)2
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Ahora usando las fórmulas obtenidas anteriormente,

∣

∣

∣

∣

∂A′(u)

∂t

∣

∣

∣

∣

2

=
(

∂A1(u)

∂t
,
∂A2(u)

∂t
cosθ−

∂A3(u)

∂t
sinθ,

∂A2(u)

∂t
sinθ+

∂A3(u)

∂t

)

=
(

∂A1(u)

∂τ
,
∂A2(u)

∂τ
cosθ−

∂A3(u)

∂τ
sinθ,

∂A2(u)

∂τ
sinθ+

∂A3(u)

∂τ

)

=
∣

∣

∣

∣

∂A′(u)

∂t

∣

∣

∣

∣

2

.

Por los cálculos anteriores, llegamos a que
∣

∣∇xϕ (u)
∣

∣

2 =
∣

∣∇uϕ (u)
∣

∣

2, por tanto apli-
cando ésto a cada Ai , llegamos a que

|∇x A (u)|2 =
3

∑

i=1
|∇x Ai (u)|2

=
3

∑

i=1
|∇u Ai (u)|2

= |∇uA (u)|2

juntando todas nuestras cuentas,

1

2

∫

RθΩ

(

∣

∣∇xϕ
′ (u)

∣

∣

2 −
(

∂ϕ′ (u)

∂t

)2

−
∣

∣∇x A′ (u)
∣

∣

2 +
∣

∣

∣

∣

∂A′ (u)

∂t

∣

∣

∣

∣

2
)

d x d t

=
1

2

∫

Ω

(

∣

∣∇uϕ (u)
∣

∣

2 −
(

∂ϕ (u)

∂τ

)2

−|∇u A (u)|2 +
∣

∣

∣

∣

∂A (u)

∂τ

∣

∣

∣

∣

2)

du dτ

Y por la Observación 2, se puede concluir que

1

2

∫

RθΩ

(

∣

∣

∣

∣

∂A′ (u)

∂t
+∇xϕ

′ (u)

∣

∣

∣

∣

2

−
∣

∣∇x ×A′ (u)
∣

∣

2

)

d x d t

=
1

2

∫

Ω

(∣

∣

∣

∣

∂A (u)

∂τ
+∇uϕ (u)

∣

∣

∣

∣

2

−|∇u ×A (u)|2
)

du dτ

ya con ésto tenemos
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∫

RθΩ

L
(

t ′, x ′,u′,∇u′,∂t u′) d x d t =
1

2

∫

RθΩ

∣

∣

∣

∣

∂A′

∂t
+∇xϕ

′
∣

∣

∣

∣

2

−
∣

∣∇x ×A′∣
∣

2 d x d t

+
1

2

∫

RθΩ

W
(

∣

∣A′∣
∣

2 −ϕ′2
)

d x d t

=
∫

Ω

L (t , x,u,∇u,∂t u) du dτ

los cálculos para las rotaciones en los ejes x2 y x3 son análogos, por tanto llegamos
a que el lagrangiano (3.2) es invariante bajo las rotaciones.

Impulsos de Lorentz: Para este caso probaremos la invariancia para el impulso en el
eje x1. Para los impulsos en los otros ejes el proceso es idéntico. Sea Ω⊂R

4 acotado,
sea Iv la representación de los impulsos en el eje x1. Entonces pongamos la ecuación
(3.16) en los términos que necesitamos

∫

IvΩ

L
(

t ′, x ′,u′,∇u′,∂t u′) d x d t ,

con IvΩ :=
{

(γ(x1 + v t ), x2, x3,γ(t + v x1)) ∈R
4 : (x1, x2, x3, t ) ∈Ω

}

.

Los impulsos en la dirección x1 actúan en U (x) =
(

A(x),ϕ(x)
)

de la forma,

IvU (x) = gvU (g−1
v x)

=
(

γ
(

A1(x ′)− vϕ(x ′)
)

, A2(x ′), A3(x ′),γ
(

ϕ(x ′)− v A1(x ′)
))

=
(

A′,ϕ′)

gv es el impulso en el eje x1 con x ′ =
(

γ(x1 − v t ), x2, x3,γ(t − v x1)
)

. Con esta notación
vamos a probar que

∫

IvΩ

L
(

t ′, x ′,u′,∇u′,∂t u′) d x d t , =
1

2

∫

IvΩ

∣

∣

∣

∣

∂A′

∂t
+∇xϕ

′
∣

∣

∣

∣

2

−
∣

∣∇x ×A′∣
∣

2 d x d t

+
1

2

∫

IvΩ

W
(

∣

∣A′∣
∣

2 −ϕ′2
)

d x d t

Primero tratemos la última integral, como
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∣

∣A′∣
∣

2 −ϕ′2 = γ2 (

A1(x ′− vϕ(x ′))
)2 +

(

A2(x ′)
)2 +

(

A3(x ′)
)2 −γ2 (

ϕ(x ′)− v A1(x ′)
)2

= γ2 (

A1(x ′)
)2 −2γ2v A1(x ′)ϕ(x ′)+γ2v2ϕ(x ′)2 +

(

A2(x ′)
)2 +

(

A3(x ′)
)2

−γ2ϕ(x ′)2 +2γ2v A1(x ′)ϕ(x ′)−γ2v2 (

A1(x ′)
)2

=
(

γ2 − v2γ2)(A1(x ′)
)2 +

(

A2(x ′)
)2 +

(

A3(x ′)
)2 −

(

γ2 − v2γ2)ϕ(x ′)2

y como γ2 − v2γ2 = 1

∣

∣A′∣
∣

2 −ϕ′2 =
(

A1(x ′)
)2 +

(

A2(x ′)
)2 +

(

A3(x ′)
)2 −ϕ(x ′)2

=
∣

∣A(x ′)
∣

∣

2 −ϕ(x ′)2

reemplazando ésto, obtenemos que,

∫

IvΩ

W
(

∣

∣A′∣
∣

2 −ϕ′2
)

d x d t =
∫

IvΩ

W
(

∣

∣A(x ′)
∣

∣

2 −ϕ(x ′)2
)

d x d t

Ahora deseamos usar la fórmula de cambio de variables, hagamos u = (u,τ) = x ′, por
tanto x = gv u y x1 = γ(u1−vτ), x2 = u2, x3 = u3 y t = (τ− vu1), por tanto el jacobiano
del cambio de variables es

∂ (x1, x2, x3, t )

∂ (u1,u2,u3,τ)
=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂x1
∂u1

∂x1
∂u2

∂x1
∂u3

∂x1
∂τ

∂x2
∂u1

∂x2
∂u2

∂x2
∂u3

∂x2
∂τ

∂x3
∂u3

∂x3
∂u2

∂x3
∂u3

∂x3
∂τ

∂t
∂u1

∂t
∂u2

∂t
∂u3

∂t
∂τ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

γ 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

−vγ 0 0 γ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= γ2 − v2γ2 = 1.

Por tanto, por la fórmula de sustitución la región de integración es g−1
v IvΩ=Ω

∫

IvΩ

W
(

∣

∣A′∣
∣

2 −ϕ′2
)

d x d t =
∫

IvΩ

W
(

∣

∣A(x ′)
∣

∣

2 −ϕ(x ′)2
)

d x d t

=
∫

Ω

W
(

|A(u)|2 −ϕ(u)2) ∂ (x1, x2, x3, t )

∂ (u1,u2,u3,τ)
du dτ

=
∫

Ω

W
(

|A(u)|2 −ϕ(u)2)

du dτ.

Ahora, solo nos falta calcular la invariancia de la primera integral, pero por la Obser-
vación 1, ésto es lo mismo que probar que el funcional (3.19) es invariante bajo la
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acción de los impulsos de Lorentz en el eje x1. ésto equivale a probar que la siguiente
integral

1

2

∫

IvΩ

∣

∣∇xϕ
′∣
∣

2 −
(

∂ϕ′

∂t

)2

−
∣

∣∇x A′∣
∣

2 +
∣

∣

∣

∣

∂A′

∂t

∣

∣

∣

∣

2

d x d t

cumple la Definición 3.1.

Sustituyendo x ′ = u, como en la parte superior, tenemos, que la expresión anterior
es

1

2

∫

Ω

∣

∣∇xϕ(u)
∣

∣

2 −
(

∂ϕ(u)

∂t

)2

−
∣

∣∇x A′(u)
∣

∣

2 +
∣

∣

∣

∣

∂A′(u)

∂t

∣

∣

∣

∣

2

du dτ.

Ahora necesitamos poner las derivadas que están en términos de x y t en términos
de u y τ, para eso usemos la fórmula de la regla de la cadena

∂ϕ(u)

∂x1
=

∂ϕ(u)

∂u1

∂u1

∂x1
+
∂ϕ(u)

∂u2

∂u2

∂x1
+
∂ϕ(u)

∂u3

∂u3

∂x1
+
∂ϕ(u)

∂τ

∂τ

∂x1

= γ
∂ϕ(u)

∂u1
+ vγ

∂ϕ(u)

∂τ

∂ϕ(u)

∂x2
=

∂ϕ(u)

∂u1

∂u1

∂x2
+
∂ϕ(u)

∂u2

∂u2

∂x2
+
∂ϕ(u)

∂u3

∂u3

∂x2
+
∂ϕ(u)

∂τ

∂τ

∂x2

=
∂ϕ(u)

∂u2

∂ϕ(u)

∂x3
=

∂ϕ(u)

∂u1

∂u1

∂x3
+
∂ϕ(u)

∂u2

∂u2

∂x3
+
∂ϕ(u)

∂u3

∂u3

∂x3
+
∂ϕ(u)

∂τ

∂τ

∂x3

=
∂ϕ(u)

∂u3

∂ϕ(u)

∂t
=

∂ϕ(u)

∂u1

∂u1

∂t
+
∂ϕ(u)

∂u2

∂u2

∂t
+
∂ϕ(u)

∂u3

∂u3

∂t
+
∂ϕ(u)

∂τ

∂τ

∂t

= vγ
∂ϕ(u)

∂u1
+γ

∂ϕ(u)

∂τ

Ya con estas fórmulas para las derivadas de ϕ (u) (A (u)), podemos llegar a la siguien-
te fórmula útil,
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∣

∣∇xϕ (u)
∣

∣

2 −
(

∂ϕ (u)

∂t

)2

=
(

γ
∂ϕ

∂u1
‘vγ

∂ϕ

∂τ

)2

+
(

∂ϕ

∂u2

)2

+
(

∂ϕ

∂u3

)2

−
(

vγ
∂ϕ

∂u1
+γ

∂ϕ

∂τ

)2

= γ2
(

∂ϕ

∂u1

)2

+2vγ2 ∂ϕ

∂u1

∂ϕ

∂τ
+ v2γ2

(

∂ϕ

∂τ

)2

+
(

∂ϕ

∂u2

)2

+
(

∂ϕ

∂u3

)2

− v2γ2
(

∂ϕ

∂u1

)2

−2vγ2 ∂ϕ

∂u1

∂ϕ

∂τ
+γ2

(

∂ϕ

∂τ

)2

=
(

∂ϕ

∂u1

)2

+
(

∂ϕ

∂u2

)2

+
(

∂ϕ

∂u3

)2

−
(

∂ϕ

∂τ

)2

=
∣

∣∇uϕ
∣

∣

2 −
(

∂ϕ

∂τ

)2

.

Notemos que las mismas fórmulas valen para A(u), por tanto.

∣

∣∇xϕ
′(u)

∣

∣

2 −
(

∂ϕ′(u)

∂t

)2

=
∣

∣∇xγ(ϕ(u)− v A1(u))
∣

∣

2 −
(

γ
∂(ϕ(u)− v A1(u))

∂t

)2

= γ2
∣

∣∇xϕ(u)
∣

∣

2 −2vγ2∇xϕ(u) ·∇x A1 + v2γ2 |∇x A1|2

−γ2
(

∂ϕ

∂t

)2

+2vγ2 ∂ϕ (u)

∂t

∂A1 (u)

∂t
− v2γ2

(

∂A1 (u)

∂t

)2

= γ2
(

∣

∣∇xϕ (u)
∣

∣

2 −
(

∂ϕ (u)

∂t

)2)

+ v2γ2
(

|∇x A1 (u)|2 −
(

∂A1 (u)

∂t

)2)

−2vγ2∇xϕ (u) ·∇x A1 (u)+2vγ2 ∂ϕ (u)

∂t

∂A1 (u)

∂t

Por la cuentas anteriores tenemos
∣

∣∇xϕ (u)
∣

∣

2 −
(

∂ϕ(u)
∂t

)2
=

∣

∣∇uϕ (u)
∣

∣

2 −
(

∂ϕ(u)
∂τ

)2
,

∣

∣∇xϕ
′(u)

∣

∣

2 −
(

∂ϕ′(u)

∂t

)2

= γ2
(

∣

∣∇uϕ (u)
∣

∣

2 −
(

∂ϕ (u)

∂τ

)2)

+ v2γ2
(

|∇u A1 (u)|2 −
(

∂A1 (u)

∂τ

)2)

−2vγ2∇xϕ (u) ·∇x A1 (u)+2vγ2 ∂ϕ (u)

∂t

∂A1 (u)

∂t

Por otro lado, nos falta transformar la expresión
∣

∣∇x A′ (u)
∣

∣

2 −
(

∂A′ (u)

∂t

)2

. Usando las

fórmulas anteriores,
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∣

∣∇x A′ (u)
∣

∣

2 −
(

∂A′ (u)

∂t

)2

=
3

∑

i=1

∣

∣∇x A′
i (u)

∣

∣

2 −
(

∂A′
i (u)

∂t

)2

=
3

∑

i=2
|∇x Ai (u)|2 −

(

∂Ai (u)

∂t

)2

+
∣

∣γ∇x A1 (u)− vγ∇xϕ
∣

∣

2 −
(

∂
(

γA1 (u)− vγϕ (u)
)

∂t

)2

=
3

∑

i=2
|∇x Ai (u)|2 −

(

∂Ai (u)

∂t

)2

+
∣

∣γ∇x A1 (u)− vγ∇xϕ
∣

∣

2 −
(

γ
∂A1 (u)

∂t
− vγ

∂ϕ (u)

∂t

)2

=
3

∑

i=2
|∇u Ai (u)|2 −

(

∂Ai (u)

∂τ

)2

+γ2 |∇x A1 (u)|2 −2vγ2∇xϕ (u) ·∇x A1 (u)

+ v2γ2
∣

∣∇xϕ (u)
∣

∣

2 −γ2
(

∂A1 (u)

∂t

)2

+2vγ2 ∂A1 (u)

∂t

∂ϕ

∂t
− v2γ2

(

∂ϕ (u)

∂t

)2

=
3

∑

i=2
|∇u Ai (u)|2 −

(

∂Ai (u)

∂τ

)2

+γ2
(

|∇u A1 (u)|2 −
(

∂A1 (u)

∂τ

)2)

+ v2γ2
(

∣

∣∇uϕ (u)
∣

∣

2 −
(

∂ϕ (u)

∂τ

)2)

+2vγ2 ∂A1 (u)

∂t

∂ϕ

∂t
−2vγ2∇xϕ (u) ·∇x A1 (u)

Ya con ésto obtenemos
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∣

∣∇xϕ
′ (u)

∣

∣

2 −
(

∂ϕ′ (u)

∂t

)2

−
∣

∣∇x A′ (u)
∣

∣

2 +
(

∂A′ (u)

∂t

)2

= γ2
(

∣

∣∇uϕ (u)
∣

∣

2 −
(

∂ϕ (u)

∂τ

)2)

+ v2γ2
(

|∇u A1 (u)|2 −
(

∂A1 (u)

∂τ

)2)

−2vγ2∇xϕ (u) ·∇x A1 (u)+2vγ2 ∂ϕ (u)

∂t

∂A1 (u)

∂t

−γ2
(

|∇u A1 (u)|2 −
(

∂A1 (u)

∂τ

)2)

− v2γ2
(

∣

∣∇uϕ (u)
∣

∣

2 −
(

∂ϕ (u)

∂τ

)2)

−2vγ2 ∂A1 (u)

∂t

∂ϕ

∂t
+2vγ2∇xϕ (u) ·∇x A1 (u)

−
3

∑

i=2

[

|∇u Ai (u)|2 −
(

∂Ai (u)

∂τ

)2]

.

Cancelando términos y asociando términos semejantes, y usando γ2 − v2γ2 = 1,

∣

∣∇xϕ
′ (u)

∣

∣

2 −
(

∂ϕ′ (u)

∂t

)2

−
∣

∣∇x A′ (u)
∣

∣

2 +
(

∂A′ (u)

∂t

)2

=
(

γ2 − v2γ2)
(

∣

∣∇uϕ (u)
∣

∣

2 −
(

∂ϕ (u)

∂τ

)2)

−
(

γ2 − v2γ2)
(

|∇u A1 (u)|2 −
(

∂A1 (u)

∂τ

)2)

−
3

∑

i=2

[

|∇u Ai (u)|2 −
(

∂Ai (u)

∂τ

)2]

=
(

∣

∣∇uϕ (u)
∣

∣

2 −
(

∂ϕ (u)

∂τ

)2)

−
(

|∇u A1 (u)|2 −
(

∂A1 (u)

∂τ

)2)

−
3

∑

i=2

[

|∇u Ai (u)|2 −
(

∂Ai (u)

∂τ

)2]

=
(

∣

∣∇uϕ (u)
∣

∣

2 −
(

∂ϕ (u)

∂τ

)2)

−
3

∑

i=1

[

|∇u Ai (u)|2 −
(

∂Ai (u)

∂τ

)2]

=
∣

∣∇uϕ (u)
∣

∣

2 −
(

∂ϕ (u)

∂τ

)2

−|∇u A (u)|2 +
(

∂A (u)

∂τ

)2

juntando todas nuestras cuentas,
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1

2

∫

IvΩ

∣

∣∇xϕ
′ (u)

∣

∣

2 −
(

∂ϕ′ (u)

∂t

)2

−
∣

∣∇x A′ (u)
∣

∣

2 +
∣

∣

∣

∣

∂A′ (u)

∂t

∣

∣

∣

∣

2

d x d t

=
1

2

∫

Ω

∣

∣∇uϕ (u)
∣

∣

2 −
(

∂ϕ (u)

∂τ

)2

−|∇u A (u)|2 +
∣

∣

∣

∣

∂A (u)

∂τ

∣

∣

∣

∣

2

du dτ.

Y por la Observación 2, se puede concluir que

1

2

∫

IvΩ

∣

∣

∣

∣

∂A′ (u)

∂t
+∇xϕ

′ (u)

∣

∣

∣

∣

2

−
∣

∣∇x ×A′ (u)
∣

∣

2 d x d t

=
1

2

∫

Ω

∣

∣

∣

∣

∂A (u)

∂τ
+∇uϕ (u)

∣

∣

∣

∣

2

−|∇u ×A (u)|2 du dτ

ya con ésto, tenemos

∫

IvΩ

L
(

t ′, x ′,u′,∇u′,∂t u′) d x d t =
1

2

∫

IvΩ

∣

∣

∣

∣

∂A′

∂t
+∇xϕ

′
∣

∣

∣

∣

2

−
∣

∣∇x ×A′∣
∣

2 d x d t

+
1

2

∫

IvΩ

W
(

∣

∣A′∣
∣

2 −ϕ′2
)

d x d t

=
∫

Ω

L (t , x,u,∇u,∂t u) du dτ

los cálculos para los impulsos en los ejes x2 y x3 son análogos, por tanto llegamos a
que el lagrangiano (3.2) es invariante bajo los impulsos de Lorentz.

Inversiones temporales y Inversiones de Paridad Este caso se obtiene simplemente
aplicando la fórmula de sustitución en (3.2).

Con ésto probamos que el Lagrangiano (3.1) es invariante bajo el grupo de Poincare,
por tanto las EMS son consistentes con la relatividad general.

3.3. Teorema de Noether

El Teorema Noether afirma que si el Lagrangiano es invariante bajo un grupo de
transformaciones de un parámetro, las soluciones suaves y que decaen suficiente-
mente rápido a las ecuaciones de Euler-Lagrange, satisfacen algunas leyes de con-
servación.

Esta sección vamos a seguir las ideas de [Benci, 2009].

De las ecuaciones de Maxwell se puede deducir la ecuación de continuidad ∂ρ
∂t +∇·

J = 0 donde ρ y J representan la carga y la corriente eléctrica respectivamente. Esta
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ecuación implica la conservación de la carga en todo el espacio. Sin embargo, pode-
mos formular un resultado análogo en donde ρ y J no necesariamente representan
la carga y la corriente eléctrica.

Lema 3.1. Sea ρ : RN+1 → R y J : RN+1 → R
N dos funciones suaves que satisfacen la

ecuación de continuidad
∂ρ

∂t
+∇· J = 0

y para todo t

ρ(·, t ),
∂ρ

∂t
(·, t ) y J(·, t ) ∈ L1 (

R
N )

Entonces, para todo t

∂

∂t

∫

Rn
ρ(x, t )d x = 0

Demostración. Sea

BR =
{

x ∈R
N : |x| < R

}

, R > 0;

Entonces, Integremos la ecuación de continuidad sobre BR para R > 0 arbitrario
pero fijo. Obtenemos

∣

∣

∣

∣

∂

∂t

∫

BR

ρ(x, t )d x

∣

∣

∣

∣

=
∣

∣

∣

∣

∫

BR

∂ρ(x, t )

∂t
d x

∣

∣

∣

∣

=
∣

∣

∣

∣

∫

BR

∇· Jd x

∣

∣

∣

∣

=
∣

∣

∣

∣

∫

∂BR

(J ·n) dσ

∣

∣

∣

∣

(Teorema de la Divergencia)

≤
∫

∂BR

|J ·n| dσ

n denota el vector normal unitario.

Definimos

ϕ : (0,∞) →R

R 7→ϕ(R) =
∫

∂BR

|J ·n| dσ
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Denotamos con

α := ĺım
R→∞

∣

∣

∣

∣

∂

∂t

∫

BR

ρ(x, t )d x

∣

∣

∣

∣

α<∞ así definido tiene sentido porque J(·, t ) ∈ L1(RN ) y solamente tiene dos opcio-
nes excluyentes α> 0 0 α= 0. Supongamos que α> 0 a partir de cierto R0 la gráfica
de ϕ está por encima de α (Ver figura (3.3)),

R

ϕ

α

R0

∫

BR

∂ρ(t ,x)
∂t d x

Figura 3.2: Esquema de la función ϕ

De este modo

∫

RN
|J ·n| dσ=

∫∞

0
ϕ(R)dR

=
∫R0

0
ϕ(R)dR+=

∫∞

R0

ϕ(R)dR

>
∫R0

0
ϕ(R)dR+=

∫∞

R0

αdR

=∞

lo que contradice el hecho que J ∈ L1(RN ). Por tal razón α= 0

∂

∂t

∫

Rn
ρ(x, t )d x = 0.

Decimos que una integral de una función φ(x, t ) es una integral de movimiento si

∂

∂t

∫

φ(x, t )d x = 0 (3.20)
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ésto quiero decir que la integral en (3.20) es una cantidad que se conserva en el tiem-
po.

Supongamos que un Lagrangiano es invariante bajo la acción Tg de algún grupo
de Lie G . Denotamos por Tg (λ) (λ ∈ R) a la acción de un subgrupo uni-parámetrico
{

g (λ)
}

λ∈R. Nótese que este subgrupo bien es isomorfo a S1 o a R. Usaremos la nota-
ción

uλ = Tg (λ)u, (3.21)

y si el grupo también actúa sobre las variables, fijemos

tλ = Tg (λ)t (3.22)

xλ = Tg (λ)x. (3.23)

Por ejemplo, considere el primer impulso de Lorentz, (Ver Tabla (3.4); en este caso
el parámetro λ es la primera componente de la velocidad v , y tenemos

tv =
t − v x1p

1− v2

x1,v =
x1 − v t
p

1− v2

uv = u(tv , x1,v , x2, x3).

A continuación usaremos un lema de carácter técnico:

Lema 3.2. Si L es invariante con respecto a un grupo de Lie de un parámetro g (λ),
entonces

∂

∂λ

[∫

Ω

L (tλ, xλ,uλ,∇uλ,∂t uλ)ϕ(xλ, tλ)d x d t

]

λ=0
= 0

donde Ω= [t0, t1]×R
N y ϕ ∈C∞

0 (Ω).

Demostración. Utilizaremos una técnica de aproximación de funciones suaves para
ϕ, por funciones escalonadas de la siguiente manera. Para cada ǫ> 0, definimos los
dominios

Ω j =
{

(t , x) ∈R
N+1 : jǫ<ϕ(x, t ) < ( j +1)ǫ

}

y una función
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ϕǫ =
∑

j∈Z
jǫχΩ j ,

Si ǫ→ 0, ϕǫ(x) →ϕ(x), pero también ϕǫ →ϕ en L1. SI λ es suficientemente pequeño,
el soporte de ϕ(xλ, tλ) está contenido en Ω, tenemos que

∫

Ω

L (tλ, xλ,uλ,∇uλ,∂t uλ)ϕǫ(xλ, tλ)d x d t

=
∫

Ω

[

L (tλ, xλ,uλ,∇uλ,∂t uλ)
∑

j∈Z
jǫχTg (λ)Ω j

]

d x d t

=
∑

j∈Z
jǫ

∫

Tg (λ)Ω j

[L (tλ, xλ,uλ,∇uλ,∂t uλ)] d x d t

=
∑

j∈Z
jǫ

∫

Ω j

[L (t , x,u,∇u,∂t u)] d x d t

=
∫

Ω

L (t , x,u,∇u,∂t u)ϕǫ(x, t )d x d t

Tomando el límite cuando ǫ→ 0 tenemos que

∫

Ω

L (tλ, xλ,uλ,∇uλ,∂t uλ)ϕ(xλ, tλ)d x d t =
∫

Ω

L (t , x,u,∇u,∂t u)ϕ(x, t )d x d t

Si llamamos

I [uλ] =
∫

Ω

L (tλ, xλ,uλ,∇uλ,∂t uλ)ϕ(xλ, tλ)d x d t

entonces

∂I [uλ]

∂λ
= ĺım

λ→0

I [uλ]− I [u]

λ
= 0.

A continuación demostraremos que la invariancia implica la ecuación de continui-
dad para unas ρ y J especiales. Esta ecuación de continuidad implicara la conserva-
ción de la cantidad ρ.

Teorema 3.1. Sea L invariante con respecto a un grupo de Lie de un parámetro g (λ)
y sea u = uλ una función suave de las ecuaciones de Euler-Lagrange. Si definimos

ρ =
(

∂L

∂uλ,t

∂uλ

∂λ
−L

∂tλ
∂λ

)

λ=0

(3.24)
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y

J =
N
∑

i=1

(

∂L

∂uλ,xi

∂uλ

∂λ
−L

∂xi
λ

∂λ

)

λ=0

ei (3.25)

entonces

∂ρ

∂t
+∇· J = 0

Demostración. Por el lema anterior, tenemos

∂

∂λ

[∫

Lϕ

]

λ=0
= 0, ∀ϕ ∈C∞

0 (Ω)

Derivando con respecto a λ bajo el signo de integral

[∫

∂L

∂λ
ϕ+L

∂ϕ

∂λ

]

λ=0
= 0, ∀ϕ ∈C∞

0 (Ω)

Para hacer más legibles los cálculos, escribiremos u, x, t en vez de xλ, tλ,uλ (x0 = t ).
Calculemos en primer lugar ∂L

∂λ ,

∂L

∂λ
=

N
∑

i=0

∂L

∂uxi

∂uxi

∂λ
+
∂L

∂u

∂u

∂λ
(por regla de la cadena)

=
N
∑

i=0

∂L

∂uxi

∂2u

∂λ∂xi
+
∂L

∂u

∂u

∂λ

=
N
∑

i=0

[

∂L

∂uxi

∂2u

∂λ∂xi
+

∂

∂xi

(

∂L

∂uxi

)

∂u

∂λ
−

∂

∂xi

(

∂L

∂uxi

)

∂u

∂λ

]

+
∂L

∂u

∂u

∂λ

=
N
∑

i=0

[

∂

∂xi

(

∂L

∂uxi

∂u

∂λ

)

−
∂

∂xi

(

∂L

∂uxi

)

∂u

∂λ

]

+
∂L

∂u

∂u

∂λ

=
N
∑

i=0

∂

∂xi

(

∂L

∂uxi

∂u

∂λ

)

−
[

∂

∂xi

(

∂L

∂uxi

)

−
∂L

∂u

]

∂u

∂λ

=
N
∑

i=0

∂

∂xi

(

∂L

∂uxi

∂u

∂λ

)

. (por Euler-Lagrange)

Por su parte

∂ϕ

∂λ
=

N
∑

i=0

∂ϕ

∂xi

∂xi

∂λ
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Ahora sobre el campo

F =
(

L
∂xi

∂λ
ϕ

)N

i=0

aplicamos el teorema de la divergencia, teniendo en cuanta que ϕ al ser de soporte
compacto se anula sobre por fuera de su soporte. Así.

∫

∇·F =
∫

∂Ω
F ·ndS = 0

o lo que es lo mismo

∫ N
∑

i=0

∂

∂xi

(

L
∂xi

∂λ

)

ϕd x d t +
∫

L

N
∑

i=0

∂ϕ

∂xi

∂xi

∂λ
d x d t = 0

Recopilando nuestras cuentas.

0 =
∫

(∂λL )ϕ+L
(

∂λϕ
)

d x d t

=
∫

[

N
∑

i=0

∂

∂xi

(

∂L

∂uxi

∂u

∂λ

)

ϕ+L

N
∑

i=0

∂ϕ

∂xi

∂xi

∂λ

]

d x d t

=
∫

[

N
∑

i=0

∂

∂xi

(

∂L

∂uxi

∂u

∂λ

)

ϕd x d t −
∫ N

∑

i=0

∂

∂xi

(

L
∂xi

∂λ

)

ϕ

]

d x d t

=
∫

[

N
∑

i=0

∂

∂xi

(

∂L

∂uxi

∂u

∂λ
−L

∂xi

∂λ

)

ϕ

]

d x d t .

Como ϕ es arbitraria tenemos que

∂ρ

∂t
+∇· J =

N
∑

i=0

∂

∂xi

(

∂L

∂uxi

∂u

∂λ
−L

∂xi

∂λ

)

= 0

Del lema anterior obtenemos queρ y J definidos en (3.24) y (3.24), satisfacen la ecua-
ción de continuidad por tanto usando el Lema 3.1, tenemos que

∫

ρ(x, t )d x =
∫[

∂L

∂uλ, t

∂uλ

∂λ
−L

∂tλ
∂λ

]

λ=0

d x

es una integral de movimiento. Lo afirmado queda depositado en el siguiente teore-
ma.
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Teorema 3.2 (Teorema de Noether). Sea L invariante con respecto a un grupo de
transformaciones de un parámetro g (λ) y sea u una función suave de las ecuacio-
nes de Euler-Langrange. Suponga que u decae suficientemente rápido se mantiene.
Entonces,

T [u] =
∫[

∂L

∂uλ, t

∂uλ

∂λ
−L

∂tλ
∂λ

]

λ=0

d x

es una integral de movimiento.

3.4. Invariantes del Movimiento

En esta sección asumiremos, que las EMS tienen soluciones lo suficientemente sua-
ves y analizaremos algunas de sus propiedades. También asumiremos que estas so-
luciones y sus derivadas son lo suficientemente pequeñas en el infinito de manera
que podamos llevar a cabo integración. Los principales invariantes del movimiento
de las EMS, a saber la energía y el momentum, pueden ser calculadas por medio del
Teorema de Noether. Vamos a realizar los calculos

Energía

La energía es, por definición, la cantidad que se preserva por la invariancia del
Lagrangiano en el tiempo. De este modo, una transformación del tipo tλ es tal

que ∂tλ
∂λ = 1, uλ,t = ut y la energía se convierte en

E
(

A,ϕ
)

=
∫(

∂L

∂(∂t u)
∂t u −L

)

Para el caso de las ecuaciones de Maxwell, tenemos el Lagrangiano definido
por

L (A,ϕ) =
1

2

(∣

∣

∣

∣

∂A

∂t
+∇ϕ

∣

∣

∣

∣

2

−|∇×A|2 +W
(

|A|2 −ϕ2)
)

y fijemos que u =
(

A,ϕ
)

∂L

∂(∂t u)
=

(

∂L

∂(∂t A)
,

∂L

∂(∂tϕ)

)

=
(

∂A

∂t
+∇ϕ,0

)

.
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De este modo

E
(

A,ϕ
)

=
∫(∣

∣

∣

∣

∂A

∂t

∣

∣

∣

∣

2

+∇ϕ ·
∂A

∂t
−

1

2

∣

∣

∣

∣

∂A

∂t

∣

∣

∣

∣

2

−
1

2

∣

∣∇ϕ
∣

∣

2 +
1

2
|∇×A|2 −

1

2
W

(

|A|2 −ϕ2)
)

d x

=
1

2

∫(∣

∣

∣

∣

∂A

∂t

∣

∣

∣

∣

2

−
∣

∣∇ϕ
∣

∣

2 +|∇×A|2 −W
(

|A|2 −ϕ2)
)

d x

Resumiendo, la energía E
(

A,ϕ
)

del sistema esta dada por la expresión

E
(

A,ϕ
)

=
1

2

∫(∣

∣

∣

∣

∂A

∂t

∣

∣

∣

∣

2

−
∣

∣∇ϕ
∣

∣

2 +|∇×A|2 −W
(

|A|2 −ϕ2)
)

d x. (3.26)

Momentum

Por definición esta es la cantidad que se preserva, por la invariancia bajo tras-
laciones espaciales en el Lagrangiano. Primero vamos a calcular la invariancia
para una traslación en una dirección arbitraria dirección xi (i = 1,2,3), enton-

ces
∂tλ
∂λ

= 0 y
∂uλ

∂λ

∣

∣

∣

∣

λ=0
=

(

∂A

∂xi
,
∂ϕ

∂xi

)

y
∂L

∂(uλ,t )

∣

∣

∣

∣

λ=0

=
(

∂A

∂t
+∇ϕ,0

)

entonces el momentum en la dirección i , toma la forma

P i
(

A,ϕ
)

=
∫(

∂L

∂(uλ,t )
·
∂uλ

∂λ

)

λ=0

d x

=
∫(

∂A

∂t
+∇ϕ

)

·
∂A

∂xi
d x

=
∫ 3

∑

j=1

(

∂A j

∂t
+

∂ϕ

∂x j

)

∂A j

∂xi
d x.

Por lo tanto el momentum total P
(

A,ϕ
)

es,

P
(

A,ϕ
)

=
3

∑

i=1
P i

(

A,ϕ
)

ei

=
3

∑

i=1

(

∫ 3
∑

j=1

(

∂A j

∂t
+

∂ϕ

∂x j

)

∂A j

∂xi
d x

)

ei

=
∫ 3

∑

j=1

(

∂A j

∂t
+

∂ϕ

∂x j

) 3
∑

i=1

(

∂A j

∂xi
ei

)

d x

=
∫ 3

∑

j=1

(

∂A j

∂t
+

∂ϕ

∂x j

)

∇A j d x

Resumiendo, la expresión para el momentum es,

P
(

A,ϕ
)

=
∫ 3

∑

j=1

(

∂A j

∂t
+

∂ϕ

∂x j

)

∇A j d x (3.27)
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Carga

Por último observemos que, usando las expresiones para ρ
(

A,ϕ
)

y J
(

A,ϕ
)

, sa-
tisfacen la ecuación de continuidad,

∂ρ

∂t
+∇· J = 0.

Por tanto por el Lema 3.1 la integral de ρ es una integral de movimiento, de
este modo, si C

(

A,ϕ
)

la carga entonces, esta es una cantidad conservativa y
esta dada por

C
(

A,ϕ
)

=
∫

ρ
(

A,ϕ
)

d x =
∫

W ′ (|A|2 −ϕ2)ϕd x. (3.28)

Podemos expresar la energía por medio de una expresión significativa la cual será
útil mas adelante:

Proposición 3.1. La energía de las soluciones de las EMS es

E
(

A,ϕ
)

=
∫(

1

2
|E|2 +

1

2
|H|2 −W ′(σ)ϕ2 −

1

2
W (σ)

)

d x

=
1

2

∫(

1

2
|E|2 +

1

2
|H|2

)

d x −
∫(

ρϕ+
1

2
W (σ)

)

d x,

donde

σ= |A|2 −ϕ2.

Demostración. Tomemos

∇·E = ρ

multiplicando en ambos lados por ϕ e integrando

∫

(∇·E)ϕd x =
∫

ρϕd x

por cálculos anteriores, sabemos que si integramos por partes, el lado izquierdo de
la ecuación es

∫

−E ·∇ϕd x =
∫

ρϕd x
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de la cual obtenemos trivialmente

∫

(

−E ·∇ϕd x −ρϕ
)

d x = 0.

Usemos ρ =W ′(σ)ϕ y E =− ∂A
∂t −∇ϕ, obteniendo así

0 =
∫((

∂A

∂t
+∇ϕ

)

·∇ϕ−W ′(σ)ϕ2
)

d x

=
∫(

∂A

∂t
·∇ϕ+

∣

∣∇ϕ
∣

∣

2 −W ′(σ)ϕ2
)

d x

Luego sumando este término en (3.26)

E
(

A,ϕ
)

=
1

2

∫(∣

∣

∣

∣

∂A

∂t

∣

∣

∣

∣

2

−
∣

∣∇ϕ
∣

∣

2 +|∇×A|2 −W (σ)

)

d x

=
∫

1

2

(∣

∣

∣

∣

∂A

∂t

∣

∣

∣

∣

2

−
1

2

∣

∣∇ϕ
∣

∣

2 +
1

2
|∇×A|2 −

1

2
W (σ)

)

d x

+
∫(

∂A

∂t
·∇ϕ+

∣

∣∇ϕ
∣

∣

2 −W ′(σ)ϕ2
)

d x

=
∫(

1

2

(∣

∣

∣

∣

∂A

∂t

∣

∣

∣

∣

2

+2
∂A

∂t
·∇ϕ+

∣

∣∇ϕ
∣

∣

2
)

+
1

2
|∇×A|2

)

d x

−
∫(

1

2
W (σ)−W ′(σ)ϕ2

)

d x

=
1

2

∫(∣

∣

∣

∣

∂A

∂t
+∇ϕ

∣

∣

∣

∣

2

+|∇×A|2 d x −
∫

1

2
W (σ)+W ′(σ)ϕ2

)

d x

=
1

2

∫(

|E|2 +|H|2 d x −
∫

1

2
W (σ)+W ′(σ)ϕ2

)

d x

=
1

2

∫

(

|E|2 +|H|2
)

,d x −
∫(

ρϕ+
1

2
W (σ)

)

d x.

El término

1

2

∫

R3

(

|E|2 +|H|2
)

d x

representa la energía del campo electromagnética, mientras
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−
∫

R3

(

1

2
W (σ)+W ′(σ)ϕ2

)

d x =−
∫

R3

(

ρϕ+
1

2
W (σ)

)

(3.29)

representa la energía de la materia (campos de corto alcance como los nucleares).
Este puede ser interpretado como la energía de enlace y ésta está “concentrada”
esencialmente en Ωt .

3.5. Soluciones Estáticas

Las soluciones estáticas de las de las EMS, son las soluciones que dependen solo
de la variable espacial x; por tanto si modificamos las ecuaciones (3.6) y (3.7), de
acuerdo a este supuesto obtenemos que A, ϕ son soluciones estáticas de las EMS si
satisfacen las siguientes ecuaciones:

∇× (∇×A) =W ′ (|A|2 −ϕ2)A (3.30)

−∆ϕ=W ′ (|A|2 −ϕ2)ϕ. (3.31)

Podemos aun mas modificar las expresión para le energía del sistema (3,26), cance-

lando el término

∣

∣

∣

∣

∂A

∂t

∣

∣

∣

∣

2

, ya que A no depende del tiempo t , por tanto, para el caso

estático

E
(

A,ϕ
)

=
1

2

∫

(

|∇×A|2 −
∣

∣∇ϕ
∣

∣

2 −W
(

|A|2 −ϕ2)
)

d x. (3.32)

Ahora presentaremos un propiedad fundamental de la energía E de las soluciones
estáticas de (3.6) y (3.7),

Proposición 3.2. Si
(

A,ϕ
)

es una solución de las EMS, de energía finita, entonces

E
(

A,ϕ
)

=
1

3

∫

(

|∇×A|2 −|∇ϕ|2
)

d x

=
∫

W
(

|A|2 −ϕ2) d x

Demostración. Sea λ> 0 y

ϕλ(x) =ϕ
(

λ−1x
)

Aλ(x) = A
(

λ−1x
)

92



ALGUNOS ELEMENTOS TEÓRICOS DE LAS ECUACIONES DE MAXWELL SEMILINEALES

EN EL VACÍO

Tenemos

E
(

Aλ,ϕλ

)

=
1

2

∫

(

|∇x ×Aλ(x)|2 −
∣

∣∇xϕλ(x)
∣

∣

2
)

d x

−
1

2

∫

W
(

|Aλ(x)|2 −ϕλ(x)
)

d x.

Entonces, fijando y = λ−1x, aplicamos la fórmula de sustitución. Si x = (x1, x2, x3) e
y = (y1, y2, y3), entonces x = λy y x = (λy1,λy2,λy3) y , el jacobiano de la transfor-
mación es

∂(x1, x2, x3)

∂(y1, y2, y3)
=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂x1
∂y1

∂x1
∂y2

∂x1
∂y3

∂x2
∂y1

∂x2
∂y2

∂x2
∂y3

∂x3
∂y3

∂x3
∂y2

∂x3
∂y3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

λ 0 0

0 λ 0

0 0 λ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=λ3.

Por tanto, obtenemos

∫

W
(

|Aλ(x)|2 −ϕλ(x)
)

d x =λ3
∫

W
(

∣

∣A(y)
∣

∣

2 −ϕ(y)2
)

d y. (3.33)

Análogamente,

∫

(

|∇x ×Aλ(x)|2 −
∣

∣∇xϕλ(x)
∣

∣

2
)

d x =λ3
∫

(

∣

∣∇x ×A(y)
∣

∣

2 −
∣

∣∇xϕ(y)
∣

∣

2
)

d y.

Ahora como, (y1, y2, y3) = ( x1
λ , x3

λ , x3
λ ), usando regla de la cadena tenemos para i =

1,2,3 y j = 1,2,3,

∂ϕ(y)

∂xi
=

∂ϕ(y)

∂yi

∂yi

∂xi
=

1

λ

∂ϕ(y)

∂yi

∂A j (y)

∂xi
=

∂A j (y)

∂yi

∂yi

∂xi
=

1

λ

∂A j (y)

∂yi
.

De ésto podemos concluir

∣

∣∇xϕ(y)
∣

∣=
∣

∣

∣

∣

1

λ
∇yϕ(y)

∣

∣

∣

∣

=
1

λ2

∣

∣∇yϕ(y)
∣

∣

∣

∣∇x ×A(y)
∣

∣=
∣

∣

∣

∣

1

λ
∇y ×A(y)

∣

∣

∣

∣

=
1

λ2

∣

∣∇y ×A(y)
∣

∣
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Juntando nuestras cuentas

∫

(

|∇x ×Aλ(x)|2 −
∣

∣∇xϕλ(x)
∣

∣

2
)

d x =λ3
∫

(

∣

∣∇x ×A(y)
∣

∣

2 −
∣

∣∇xϕ(y)
∣

∣

2
)

d y

=λ3 ·
1

λ2

∫

(

∣

∣∇y ×A(y)
∣

∣

2 −
∣

∣∇yϕ(y)
∣

∣

2
)

d y

=λ

∫

(

∣

∣∇y ×A(y)
∣

∣

2 −
∣

∣∇yϕ(y)
∣

∣

2
)

d y. (3.34)

Juntando (3.33) y (3.34)

E
(

Aλ,ϕλ

)

=
λ

2

∫

(

∣

∣∇y ×A(y)
∣

∣

2 −
∣

∣∇yϕ(y)
∣

∣

2
)

d y

−
λ3

2

∫

W
(

∣

∣A(y)
∣

∣

2 −ϕ(y)2
)

d y.

Fijemos g (λ) = E
(

Aλ,ϕλ

)

, y puesto que
(

A,ϕ
)

es un punto critico de E

d g (λ)

dλ

∣

∣

∣

∣

λ=1
= 0 (3.35)

Esta expresión explícitamente es

d g (λ)

dλ
=

1

2

∫

(

∣

∣∇y ×A(y)
∣

∣

2 −
∣

∣∇yϕ(y)
∣

∣

2
)

d y

−
3λ2

2

∫

W
(

∣

∣A(y)
∣

∣

2 −ϕ(y)2
)

d y

Para λ= 1, usando (3.35), se obtiene

1

2

∫

(

∣

∣∇y ×A(y)
∣

∣

2 −
∣

∣∇yϕ(y)
∣

∣

2
)

d y −
3

2

∫

W
(

∣

∣A(y)
∣

∣

2 −ϕ(y)2
)

d y = 0

y por tanto

1

3

∫

(

∣

∣∇y ×A
∣

∣

2 −
∣

∣∇yϕ(y)
∣

∣

2
)

d x =
∫

W
(

|A|2 −ϕ2) d x (3.36)

Por tanto

E
(

A,ϕ
)

=
1

2

∫

(

|∇×A|2 −
∣

∣∇ϕ
∣

∣

2 −W
(

|A|2 −ϕ2)
)

d x

=
1

3

∫

|∇×A|2 d x
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Y por (3.36), se obtiene

E
(

A,ϕ
)

=
∫

W
(

|A|2 −ϕ2) d x.
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CAPÍTULO 4

CONCLUSIONES

En la teoría de Campo Electromagnético presentado en el capitulo anterior tene-
mos que si (A,ϕ) es una solución estática, las condiciones (3.13) y (3.14), sobre W
implican que la región

Ω=
{

x ∈R
3 :

∣

∣|A(x)|2 −ϕ (x)2
∣

∣≥ 1
}

,

es la región llena de materia, por tanto podemos identificar a Ω como el espacio que
ocupa la partícula del campo. Es decir que en nuestra teoría de campo las partículas
tienen extensión espacial. Ver Figura (4.1).

Ω

Campo Electromagnético

Partícula

Figura 4.1: Partícula del campo electromagnético
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Debido a que la teoría es consistente con la relatividad general, y recordemos que en
nuestro sistema de unidades c = 1 tenemos, que para la masa m de nuestra partícula
se cumple

mc = m = E
(

A,ϕ
)

=
∫

W
(

|A|2 −ϕ2) d x <∞. (4.1)

Por tanto la energía y masa de nuestras partículas es finita. Lo que hace nuestra
teoría de campo consistente.

Aun mas, las partícula moviéndose en un campo exterior E, H, a una velocidad v
experimenta un una fuerza F (Fuerza de Lorentz):

F = e (E+v×H)

donde e es la carga (3.28)

e =
∫

W ′ (|A|2 −ϕ2)ϕd x.

Concluyendo, las partículas obtenidas por la perturbación del lagrangiano, se com-
portan como partículas relativistas excepto que estas tienen extensión espacial. Aun
mas estas tienen energía finita y por tanto masa finita. Lo que hace a la Electrodi-
námica consistente. Observemos que todos estos hechos son consecuencia de la
invariancia de Lagrangiano respecto al grupo de Poincaré.
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