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RESUMEN

En esta monografia se estudia una teorfa de campo electromagnético, basado en
una perturbacién de las Ecuaciones de Maxwell en el vacio. En el primer capitu-
lo estudiamos la electrodinamica cldsica y las Ecuaciones Maxwell, esto sin mayor
rigor matemadtico, para introducir algunas ideas generales. En el segundo capitulo
presentaremos los fundamentos matematicos de gran importancia en el desarrollo
de las ideas de la monografia, entre ellos el Teorema de Hahn-Banach, derivadas
sobre espacios vectoriales, teorfa de puntos criticos y el principio variacional, este
ultima es el pilar de las teorias fisicas modernas. El tercer capitulo presentaremos
las Ecuaciones de Maxwell Semilineales, estas junto con el grupo de Poincaré y el
Teorema de Noether, nos permitira establecer ciertas leyes conservativas. Finalmen-
te para concluir presentaremos las principales caracteristicas y propiedades de las
particulas en esta teorfa de campo.



INTRODUCCION

El presente trabajo pretende estudiar [Benci and Fortunato, 2004]. En este articulo
se presenta una formulacion variacional de las Ecuaciones de Maxwell semilineales,
ademads de estudian algunas de sus propiedades fisicas y se encuentran soluciones
débiles a dichas ecuaciones.

Planteamiento del Problema

Estudiemos el problema de calcular la energia de una particula elemental. La ener-
gia de un sistema de cargas electrostético, por definicién es igual a

U:%szdx (1

R3

donde E es el campo eléctrico producido por las cargas, si ¢ denota el potencial
electrostdtico, podemos sustituir en (1) E = —V¢, integrando por partes y usando la
condicién lim E(x) = 0 obtenemos

X—00

1 1
U:—Eva¢dx:§f¢Vde
R3 R3

Entonces para la integral del lado derecho, si dejamos p como la densidad de car-
ga volumétrica substituyendo V -E = p, se encuentra la siguiente expresion para el
sistema de cargas

U= % f bpdx. @)
R3

1
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Entonces para un sistema de cargas puntuales e,, podemos escribir en lugar de la
integral una suma sobre las cargas

1
5 Z eaPa 3)
a

donde ¢, es el potencial del campo producido por todas las cargas, en el punto
donde la carga e, esta localizada, y cumple la relacién ¢ = e, /R, R es la distancia
desde donde se mide el potencial con una carga de prueba. Si nosotros aplicamos la
férmula a una particula (por decir un electrén), y al campo producido por si misma,
entonces la carga tiene una energia potencial propia igual a e¢p/2 = e?/2R, donde R
es un radio al interior de la particula [Landau and Lifshitz, 1994, p.95].

Figura 1: U es la energia de la particula.

Pero sabemos por la teoria de la relatividad que toda particula elemental debe ser
considerada como un punto, por tanto para medir su energia se debe tomar R =
0, pero entonces su energia tenderia a infinito, y por la equivalencia entra masa y
energia, E = mc? = m tendria masa infinita.

Resumiendo. De acuerdo a la electrodindmica, el electron tiene energia infinita, y
que esto es producto del hecho de que las particulas sean consideradas puntos. De
esta manera concluimos que la electrodindmica cldsica como una teoria fisica pre-
senta contradicciones internas. Este hecho ha inspirado a gran variedad de cien-
tificos a la reformulacién de la misma. En [Born and Infeld, 1934], se propone una
teoria de campo que reemplaza la densidad de Lagrangiano usual para el campo
electromagnético E, H

&= % (E* -H?) @
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con un Lagrangiano modificado

2:1—\/1—(E2—H2)=%(EZ—H2)+0(EZ—H2). )

Ellos afirman haber encontrado soluciones no triviales a las ecuaciones
Euler-Lagrange asociadas con el Lagrangiano (5). Sin embargo esto ha sido refutado
en [Yang, 2000].

En [Benci and Fortunato, 2004] los autores creen que una nueva formulacién de la
ecuaciones de Maxwell y por consiguiente de la electrodindmica es todavia vélida.
Hoy en dia, los métodos del andlisis no lineal son suficientemente fuertes para estu-
diar teorias de campo unitario derivadas de perturbaciones del Lagrangiano (4). Se
presenta el nuevo Lagrangiano de la Electrodindmica como

2

1 [|0A
$:EHE+V¢ —IVxAP”+W (A - ¢?)|. ©)

Se tienen las relaciones E = % +Vep,H=VxAYyA, ¢y W cumple algunas condi-
ciones especiales que veremos mads adelante. Aun mds importante via Teorema de
Noether obtenemos una expresién para la energia de las particulas elementales en
la Cudl ésta es finita.

Se ve entonces que el articulo [Benci and Fortunato, 2004] contiene una fuente rica
en conocimientos profundos, de esta manera es propicio para nuestra formacién
conocer a profundidad las teméticas anteriores. Lo anterior nos permite estable-
cer el punto de partida para formular el interrogante principal ;Cudl debe ser nues-
tra base de conocimientos para la comprension del articulo Towards a unified field
theory for classical Electrodynamics?

Justificacion

Es importante conocer los principios fundamentales de la fisica en sus distintas fa-
cetas para entender con mds profundidad el universo. Asi mismo, como estudiantes
de matemdticas, es imperativo el saber como funcionan las mateméticas en el mo-
delamiento de los fenémenos naturales, esto debido a que la historia nos ha mos-
trado cémo diversas teorias matemadticas nacen del estudio de la fisica y, asi mismo,
coémo la fisica depende fuertemente de la matemadtica a nivel teérico.

Objetivo general

Entender algunas propiedades variacionales y fisicas de las ecuaciones de Maxwell
semilineales y su formulacién.
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Objetivos especificos

1. Conseguir las base de conocimientos para entender algunas propiedades va-
riacionales y fisicas de las ecuaciones de Maxwell semilineales y su formula-
cion.

2. Completar las deducciones omitidas en las secciones 1 y 2 de
[Benci and Fortunato, 2004].

Marco Teorico

La Electrodindmica Cldsica se encarga de estudiar la interaccién entre particulas
cargadas eléctricamente, vamos a nombrarlas simplemente cargas [Griffiths, 1999,
p- xiii]. La solucién clésica a este problema toma la forma de una teoria de campo:
Nosotros decimos que el espacio alrededor de una carga eléctrica esta impregna-
do de dos campos, uno eléctrico E y otro magnético H. El comportamiento de estos
campos estdn regidos por las ecuaciones de Maxwell,

v.E=P V xH = o) + oo
—60 = Mo Ivtooat
OH
V-H=0 VxE=——.
ot

Cuando las combinamos con la ley de fuerza de Lorentz y la segunda ley de New-
ton , estas nos dan una descripciéon completa de la dindmica clésica de particulas
cargadas y campos electromagnéticos [Jackson, 1999, p.239].

Todas estas ecuaciones, pueden ser deducidas fisicamente. Sin embargo existe una
herramienta mas poderosa atn el cdlculo de variaciones. Este estudia la manera de
que la forma, el tiempo, la energia, la velocidad, el volumen o ganancias etc., sean
Optimas bajo ciertas condiciones. El objetivo principal del célculo de variaciones es
encontrar la soluciones gobernadas por esos principios [Chang, 2005, p.205].

El problema es formulado como sigue: Asumamos que f : R” x RV x RN — R es una
funcién continua, y que E es un conjunto de funciones vectoriales con N compo-
nentes. Sea J un funcional definido en E:

Ju] =ff(X.u(x),Vu(x)) dx
encontremos ug € E, tal que

Jlugl = min{J(u)|u € E}
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Un principio variacional es un método general para maximizar o minimizar J.

Para encontrar las ecuaciones que determinan estos puntos criticos, actuamos de
manera andloga al Célculo Diferencial: Por medio de la derivada de Gateaux cal-
culamos la variacién del funcional de la accién J en alguna direccién arbitraria v,
( J'ul, v), con este ultimo paso obtenemos la ecuacién J'[u] = 0, la Cuél determina
los puntos criticos de J [Caicedo, 2005, p. 321]. El sistema de ecuaciones J'[u] = 0, es
conocido como las Ecuaciones de Euler-Langrange del funcional J.

La conexion entre la fisica y el cdlculo de variaciones, queda expresada en lo siguien-
te:

“Las ecuaciones fundamentales de la fisica son las ecuaciones de Euler-
Lagrange de un funcional adecuado. No hay un razén légica para ésto. Es
solo un hecho empirico: Todas las ecuaciones fundamentales que han si-
do descubiertas hasta ahora son derivadas de un principio variacional”.
[Benci, 2009, p.273]

Por ejemplo, las ecuaciones de movimiento de k particulas cuyas posiciones en el
tiempo ¢ estdn dadas por x; (1), x; € R3,i=1,..., k son obtenidas como las ecuacio-
nes de Euler-Lagrange relativas al funcional

1=f %WIZ—V(E"L-"""C) at

donde m; es la masa de la j-esima particulay V es la energia potencial del sistema.
Ma4s general, las ecuaciones de movimiento de sistema de dimensién finita cuyas
coordenadas generalizadas son ¢;(f) j =1,..., k son obtenidas como las ecuaciones
de Euler-Lagrange relativas a el funcional

I:fL(t)ql)---qu!q’l»---;q’k)dt

La funcién L se llama lagrangiano.También la dindmica de campos puede ser deter-
minado por un principio variacional. Desde el punto de vista matemdtico un campo
es una funcion

w: RV SRR w=(uy,..., up)

donde RN*! es el espacio-tiempo continuo y R* son llamados los parametros in-
ternos del espacio. Por supuesto en los problemas fisicos, la dimensioén del espa-
cio N es 1,2 o 3. Las coordenadas espaciales y temporales serdn denotadas por x =
(x1,...,XN) v t respectivamente. La funcién u(t, x) describe el estado interno del va-
ci6 en el punto x en el instante ¢.

Es conocido que las ecuaciones de campo son obtenidas por medio de la variaciéon
del funcional de la accién definido como sigue:
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Ssz ZL(t,x,u,Vu,0;u) dxdt
RJRN

La funcién Z es llamada densidad de lagrangiano [Benci, 2009, p.274]. La variacién
del funcional anterior, da el siguiente sistema de ecuaciones:

>

i=0

0 ( 0Z ) 0«
— =0 )
6x,-

Ouy, Cou

Siu=(uy,..., uy) entiéndase,

0Z 0& 0& ) 0& _(62 0Z ouj

= eees , ey —— Ujx; = =
Ouy, Ouy,y, Ougy, )] Ou ouy 6uk)y DX g

Ver [Benci, 2009, p.274].

Por ultimo intrinsecamente relacionado con los Lagrangianos, tenemos al Teorema
de Noether, el Cudl es otro de los pilares de cualquier teoria fisica, este nos afirma
que si nuestro lagrangiano es invariante bajo la representacién T de algtin grupo
de Lie de un parametro, entonces este satisface algunas leyes de conservacién. Este
dltimo fue demostrado por Emily Noether en 1918, véase [Noether, 1918].

Metodologia

En [Santos, 2007, p. 51] se identifica un problema como una tarea o situacién en la
Cual aparecen los siguientes componentes:

1. Laexistencia de uninterés; es decir, que una persona o un grupo de individuos
quiere o necesita encontrar una solucién.

2. Lano existencia de una solucién inmediata. Es decir, no hay un procedimien-
to o regla que garantice la soluciéon completa de la tarea. Por ejemplo, la apli-
caci6n directa de un algoritmo o conjunto de reglas no es suficiente para de-
terminar la solucion.

3. Lapresencia de diversos caminos o métodos de solucién (algebraico, geomé-
trico, numérico). Aqui, también se considera la posibilidad de que el problema
pueda tener mds de una solucion.

4. La atenci6n por parte de una persona o un grupo de individuos para llevar a
cabo un conjunto de acciones tendentes a resolver esta tarea. Es decir, un pro-
blema es tal hasta que existe un interés y se emprenden acciones especificas
para intentar resolverlo.
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En esta perspectiva, podemos inferir que la palabra problemaincluye situaciones en
donde se identifique el aprendizaje de determinado contenido. En nuestro caso el
interés recae en el aprendizaje del contenido del articulo [Benci and Fortunato, 2004].
Atn mas, siidentificamos el articulo como un texto, la manera més razonable de que
un lector logre un aprendizaje es por medio de los procesos de una elaboracién de
comprension de textos.

[Duval, 2004, p. 278] resume todo lo anterior, como el problema cognitivo de la com-
prension de textos, estos tienen que ver con los procesos de elaboracién de una com-
prensién durante una lectura.

Operaciones fundamentales en la comprension de textos

Para comenzar debemos tener claro, qué es el contenido cognitivo de un texto. Este
se define generalmente como el conjunto de los conocimientos que son necesarios
para la comprensién del tema tratado independientemente de los que el texto mo-
vilice o presente [Duval, 2004, p. 285].

Durante toda situacién de lectura encontraremos necesaria la realizacién de dos
operaciones fundamentales la segmentacién y la recontextualizacién de las unida-
des segmentadas. Entiéndase que esta segmentacién no se realiza en unidades co-
mo palabras y frases, pero si unidades textuales de informacién [Duval, 2004, p. 291].
Hay tres tipos de procedimientos que permiten distinguir estas unidades en el texto:
La segmentacion cognitiva, la segmentacion proposicional y la segmentacion fun-
cional. A continuacién describiremos cada uno de ellos.

= Lasegmentacién cognitiva se efectiia a partir de una lista de “preguntas”, cuyas
respuestas delimitan, cada una, una unidad de informacién textual que debe
buscarse en el texto. Podemos verla como el procedimiento que separa o seg-
menta cierto “conocimiento” que estd implicito en el texto. La segmentacién
cognitiva es selectiva y extrinseca a la organizacién redaccional del texto.

= La segmentacion proposicional, al contrario, se efectiia como una codificacién
independientemente de toda referencia a un contenido cognitivo determina-
do. Las unidades de textuales de informacién estdn definidas como “proposi-
ciones”, seglin la acepcién légica del término, es decir, como “predicado en n
lugares”. La consecuencia es una atomizacion del texto en una lista de deter-
minaciones semanticas.

= La segmentacion funcional se efectiia a través del reconocimiento de las ope-
raciones discursivas que se cumplen en la produccién del discurso: esponta-
neidad y entonacién si se trata de una produccién en tiempo real, redaccién
si se trata de un texto.

Sin embargo, notemos que al estudiar textos de matemadtica debemos realizar dos
procedimientos importantes. En primer lugar tenemos que ver que los razonamien-
tos que tenemos bajo la vista son correctos y segundo comprender el propésito de



ALGUNOS ELEMENTOS TEORICOS DE LAS ECUACIONES DE MAXWELL SEMILINEALES
EN EL VACIO

dicho paso [Polya, 1981, p. 119]. Para cumplir esto tltimo vemos que no es suficien-
te discriminar todas las unidades de informacién explicitamente movilizadas en un
texto; es necesario captar las conexiones que las unen en totalidad. Llamaremos re-
contextualizacién a esta segunda operacidn.

Ahora bien la operacién de recontextualizacion inherente al proceso de compren-
sioén no reubica las unidades segmentadas junto a sus vecinas de ocurrencia, sino
en un conjunto de conocimientos relativos al tema tratado o una red de relaciones
propia a la organizacion redaccional del texto. Este conjunto y esta red constituyen
la totalidad integrada del texto. Esta operacién de recontextualizacion la que deter-
mina las multiples inferencias que requiere la comprensién de un texto para suplir
las omisiones o para hacer desaparecer las ambigiiedades encontradas durante la
lectura [Duval, 2004, p. 293].

De la misma manera como existen distintas formas de segmentacién segin el pro-
cedimiento optado, existen diferentes procedimientos de recontextualizacién. Aqui
mantendremos solo dos formas de recontextualizacién: una puramente cognitiva y
otra redaccional.

= La recontextualizacion cognitiva moviliza esencialmente los conocimientos
relativos a las situaciones, a los objetos o las preguntas que el texto evoca o
que trata, independientemente de lo que la redaccién del texto explicita. El
conjunto de conocimientos movilizados es independiente de la organizacién
redaccional del texto. Dicho de otra manera, el texto es comprendido solo a
partir de lo conocido sobre el tema que evoca o trata.

= La recontextualizacién redaccional es la operacidon que explicita todas las rela-
ciones que tienen entre silas unidades discriminadas por segmentaci6n fun-
cional.

La comprension de un texto se basa siempre en dos operaciones fundamentales: su
segmentacién en unidades y la recontextualizacién de las unidades obtenidas por
segmentacion. Pero la efectuacion de estas dos operaciones puede tomar formas
diferentes.

Dos procesos inversos de comprension de textos

Con el lenguaje expuesto en la seccién anterior, podemos caracterizar dos proce-
sos de comprensién que son inversos entre si. Uno conduce a desintegrar la orga-
nizacién redaccional del texto, en tanto que esta organizacién permite acceder al
contenido cognitivo del mismo. El otro parte de una base de conocimientos que
corresponden al contenido cognitivo del texto, la Cuél provee los esquemas para
desintegrar la organizaciéon redaccional del texto, para anticipar el desarrollo, o pa-
ra rdpidamente identificar su aporte. Llamaremos “inductivo” y “deductivo” a estos
dos procesos respectivamente [Duval, 2004, p. 294-295]. Son muy diferentes entre si
tal como lo muestra la siguiente comparacion:
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La comprensién de un texto depende de uno de estos dos procesos o de su interac-
cion. El proceso inductivo estd centrado en la organizacién redaccional y el proceso
deductivo lo estd en en un conjunto de conocimientos que sobrepasan ampliamen-
te lo que el texto moviliza o explicita. Intuitivamente esto quiere decir que una com-
prension que depende solo del proceso inductivo es una comprensién que se limita
a lo que el texto explicita en las situaciones, los fenémenos o los problemas que
son tratados, sin que implique una real comprensién de las situaciones, de los fené-
menos o de los problemas en si mismos. Al contrario. una comprensién que dependa
solo del proceso deductivo es esa comprension real de los fenémenos o de los proble-
mas que el texto trata, pero en la Cudl la comprensién de la manera como el texto los
explicita es secundario. Y una comprensiéon que dependa de la interaccion de estos
dos procesos es una comprension evolutiva, es decir, que provoca una modificacién
sea en la comprension de la organizacién del texto o bien en la de las situaciones,
los fenémenos o los problemas que el texto trata. La comprensién evolutiva es la que
permite un aprendizaje a través de la lectura.

Comprension de textos y situacién de lectura

Llamaremos situacion de lectura al conjunto de pardmetros que juegan simultdnea-
mente en la seleccién de un proceso de comprensién, en la exigencia de su efec-
tuacién y logros. El primero, es el pardmetro redaccional cuyos valores son la con-
gruencia y no congruencia entre la organizacién redaccional y el contenido cogniti-
vo [Duval, 2004, p. 298]. Intuitivamente, congruencia y no congruencia caracterizan
el grado de “claridad” de un texto. El segundo pardametro, alude a la relacién que
existe entre la base de conocimientos del lector y el contenido cognitivo del texto
que se lee [Duval, 2004, p. 298]. La base de conocimiento de que dispone el lector
puede hacer que él tenga una comprensién del contenido cognitivo implicita o ex-
plicitamente movilizado por la redaccion del texto; o puede que no le permita esta
comprensién. La familiaridad con el contenido cognitivo del texto o, por el contra-
rio la novedad de ese contenido, son los dos valores principales de este pardmetro
de posicion del lector.

Evidentemente, estos dos pardmetros son independientes entre si, puesto que el
primero concierne a la relacion entre el contenido cognitivo del texto y la organiza-
cién redaccional y el segundo, mientras que el segundo concierne la relaciéon entre
ese contenido cognitivo y la base de conocimientos del lector. La combinacién de
sus valores principales permite distinguir y clasificar las diferentes situaciones de
lectura en las cuales pueden encontrarse un lector.

Clasificacion de las situaciones de lectura

Limitdndonos a los valores de congruencia y de no congruencia para el pardmetro
redaccional, y a los de familiaridad y de novedad para el pardmetro de posicién del
lector, podemos definir cuatro situaciones tipo de lectura.
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Ahora podemos ver como estas diferentes situaciones de lectura llevan a movilizar
uno de los dos procesos de comprensién o su interaccién. En las situaciones en las
que hay ya una comprensién del contenido cognitivo (situaciones I y II), es sufi-
ciente el proceso deductivo. En las situaciones en que por el contrario, no hay esta
comprensién del contenido cognitivo (situaciones III y IV),el proceso inductivo es el
Unico posible: en estas situaciones, la recontextualizacién redaccional permite una
primera adquisicién del contenido cognitivo presentado por el texto. En las situa-
ciones en que no hay congruencia entre la organizacién redaccional y el contenido
cognitivo (situaciones II y IV), el proceso inductivo es necesario para controlar. En
las situaciones en que, al contrario, hay congruencia (situaciones I y III), no es ne-
cesario un control del proceso deductivo por el proceso inductivo [Duval, 2004, p.
299].

Observemos que la situacion de nuestro interés es la situacién IV, esto debido que al
comienzo del estudio de [Benci and Fortunato, 2004] el lector (o resolutor) no tiene
una comprension del contenido cognitivo del articulo. En segundo lugar el texto nos
es congruente, puesto que en este se encuentra la omision de varias deducciones y
explicaciones.

En la situacién IV, en razén de la no congruencia entre la organizacién redaccional y
el contenido cognitivo, la aprehension de la primera no permite el acceso del segun-
do. Con frecuencia es necesario un trabajo que se dirija directamente al contenido
cognitivo del texto y que se efectiie independientemente del texto que se espera
comprender, para que el texto llegue a ser “accesible” [Duval, 2004, p. 300]. En adi-
cion a ésto, son necesarios tratamientos paralelos al margen del texto: consulta de
otros textos, subrayados, recurrir a otros registros de representacién como la trans-
cripcién de ciertos pasajes en un esquema... Estos tratamientos pueden permitir
despusés el inicio del proceso deductivo de comprension.

Debido a ésto vemos que para solucionar nuestro problema de comprensién de tex-
to, debemos primero adquirir la base de conocimientos necesaria para la compren-
sién del articulo y segundo y mds importante debemos completar los detalles ma-
temdticos omitidos en el articulo, estos detalles a completar los podemos ver co-
mo un conjunto de problemas auxiliares. Este por definiciéon es un problema que
consideramos no por su propio interés, sino por que esperamos que su estudio nos
ayude aresolver otro problema, el original. El problema original es un fin que quere-
mos alcanzar, el problema auxiliar es un medio por el Cudl trataremos de alcanzarlo
[Polya, 1981, p. 153].

Entonces, para lograr nuestra meta, debemos realizar la resolucién de estos proble-
mas auxiliares. Para este sentido usaremos los métodos de la resolucién de proble-
mas.

Modelo para la resolucién de problemas

En [Santos, 2007, p. 53] se muestra que existen cuatro dimensiones que influyen en
el proceso de resolver problemas:

10
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1. Dominio del conocimiento o recursos.
2. Estrategias cognitivas o métodos heuristicos.
3. Estrategias metacognitivas.

4. Sistema de creencias.

Es necesario presentar algunos elementos importantes asociado a cada uno de estas
categorias o dimensiones.

Los recursos. De manera general los recursos representan un inventario de lo que
un individuo sabe de las formas en que adquiere este conocimiento. Existen varios
factores que determinan el uso de los recursos ante situaciones problematicas, en
[Santos, 2007, p. 54] se identifican una serie de respuestas o acciones que la gente
exhibe en su interaccién con tales situaciones. Por ejemplo

= La gente categoriza sus experiencias en tipos o clases.

= La gente tiende a clasificar sus nuevas experiencias en formas que son con-
sistentes con sus conocimientos o categorizaciones anteriores. Es decir, si las
caracteristicas importantes de esa nueva experiencia reflejan aspectos de una
categoria ya definida, entonces ésta ayuda a darle forma a esta nueva expe-
riencia.

= La gente tiene cuerpos de informacién acerca de las categorias que son muy
utiles al tratar con una nueva experiencia. Es decir, enmarca lo que espera de
las circunstancias teniendo en cuenta su experiencia previa, la Cudl incluye
herramientas y técnicas que han sido ttiles en el pasado.

En relacién con el conocimiento relevante asociado con el dominio delos recursos,
en [Santos, 2007, p. 54] se identifican cinco tipos de conocimientos que influyen en
el uso de recursos:

1. Conocimiento informal e intuitivo del dominio (la disciplina) o del proble-
ma por resolver.

2. Hechos y definiciones. Durante el proceso de resolucién de un problema, el
resolutor debe utilizar algunos hechos necesarios para plantear o seleccionar
algin camino de solucién.

3. Procedimientos rutinarios. Aqui se identifican técnicas no algoritmicas que
se utilizan para resolver ciertos tipos de problemas.

4. Conocimiento acerca del discurso del dominio. La percepcién que el estu-
diante tenga acerca de las reglas al resolver un problema, determina la direc-
ci6on y los recursos que utiliza en el proceso de solucién. Por ejemplo, la forma
en que el resolutor entienda el término variable influird en la forma de usar
este concepto en determinado problema.

11
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5. Errores consistentes o recursos débiles.

Los métodos heuristicos. En esta caracteristica se ubican las estrategias generales
que pueden ser ttiles para avanzar en la resolucién de un problema. [Polya, 1981]
identifica un conjunto de heuristicas que son comtinmente usadas al trabajar con
problemas matematicos. Por ejemplo, en el procesos de resolver un problema, un
individuo puede explotar analogias, introducir elementos auxiliares en el problema
o trabajar problemas auxiliares, descomponer o combinar algunos elementos del
problema, dibujar figuras, variar el problema o trabajar con casos especificos. Junto
a esto Polya identifica etapas fundamentales en las que el uso de los métodos heu-
risticos desempeiia un papel importante. De manera general, estas etapas son:

1. Entendimiento del problema. En este categoria se ubican la estrategias que
ayudan a representar y entender las condiciones del problema. Por ejemplo,
scudl es la informacién dada en el problema (datos) ?, ;cudl es la incégnita?,
y s;cudles son las condiciones que relacionan los datos en el problema?, son
algunas preguntas que preguntas que merecen atencion en la fase de enten-
dimiento del problema [Polya, 1981, p. 28].

Otras heuristicas importantes aqui son dibujar una grafica o diagrama, en in-
troducir una notacién adecuada.

2. Diseifio de un plan. En esta etapa se recomienda pensar en problemas cono-
cidos que tengan una estructura andloga a la del problema que se quiere re-
solver y asi establecer un plan de resolucioén [Polya, 1981, p. 32].

Algunas estrategias que pueden ayudar a construir un plan de solucién inclu-
yen:

a) Pensar un problema conocido que involucre la misma clase de incégnitas,
pero que sea mas simple.

b) Simplificar el problema por medio de una transformacién por medio de
una transformacién a casos especiales.

3. Ejecucion del plan. Aqui se consideran aspectos que ayudan a monitoreo el
proceso de solucién. Una idea fundamental es tratar de resolver el problema
en una forma diferente y analizar o evaluar la solucién obtenida. De hecho,
esta etapa tiene conexién con lo que Polya denomina una visién retrospecti-
va del procesos de soluciéon. También es importante establecer conexiones y
extensiones del problema original [Polya, 1981, p. 52-53].

Las estrategias metacognitivas. Un aspecto central en la resolucién de problemas
es el monitoreo o autoevaluacion del proceso utilizado al resolver un problema. La
metacognicion se refiere al conocimiento de nuestro propio proceso cognoscitivo,
al monitoreo activo y a la consecuente regulacién y orquestacion de las decisiones
y procesos utilizados en la resolucién de problemas. En [Santos, 2007] se identifican
tres categorias donde se presenta la metacognicién:

12
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1. El conocimiento y descripcién acerca de nuestro propio proceso de pensar.

2. El control y la autorregulacion, hace referencia a qué tan bien es capaz uno
de seguir lo que se hace cuando se resuelve algtin problema y qué tan bien se
ajusta uno al proceso. Alli se incluyen las decisiones relativas a la ejecucién de
un plan, al uso de la informacién que se tiene para resolver un problema.

3. Las creencias e intuiciones desde las ideas acerca de las matemadticas implicitas
al trabajo matemadtico y la forma en que éstas se relacionan e identifican con
la manera de resolver problemas.

Cuando se habla de control, este trata sobre la forma en que el individuo usa la in-
formacién que posee al resolver el problema. Es decir, incluye las decisiones impor-
tantes que se toman acerca de qué hacer en un problema. Aqui, se ubican decisio-
nes acerca de un plan, seleccién de metas o submetas , y monitoreo de soluciones
y su evolucién, asi como revisar o abandonar planes con base en una evaluacién
[Santos, 2007, p. 60]. Por ejemplo, la acciones que involucran un control incluyen:

= Tener claridad acerca de lo que trata el problema antes de iniciar el proceso
de resolucion (fase de entendimiento del problema).

= Considerar varias formas de resolver el problema y seleccionar un método
particular a partir de una evaluacién en relaciéon con su utilidad (fase de di-
sefo).

= Monitorear el procesos y decidir cuando abandonar algtin camino que no este
produciendo resultados (fase de implantacién).

= Revisar el proceso de resolucién y evaluar la respuesta obtenida (visién retros-
pectiva).

Sistemas de creencias. En esta categoria se ubica la concepcioén que el individuo
tenga acerca de las matematicas. En este contexto, lo que uno piense acerca de es-
ta disciplina determina la forma de como selecciona uno determinada direccién o
meétodo para resolver un problema. Las creencias establecen el contexto dentro del
Cudl funcionan los recursos, las estrategias heuristicas y control [Santos, 2007, p. 62].

Cuaderno del resolutor
Este cuaderno fue propuesto por Mason, Burton y Stacy en [Mason et al., 1988], es

la herramienta principal de la resolucién. En este cuaderno se lleva un registro cro-
nolégico de la actividad del resolutor, entre estas estan:

1. Transcripcién de algunos pasajes de fuentes bibliogréficas que se relacionen
con las temadticas a estudiar.

13
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2. Resolucion de problemas relacionados con el contenido cognitivo del articu-
lo. Esto se hace para crear experiencias con los objetos matemaéticos presenta-
dos, y generar una verdadera comprensién de los mismos [Polya, 1981, p. 71].
Podemos notar que esto se relaciona con la dimensién de los recursos.

3. Transcripcién de algunos pasajes del articulo [Benci and Fortunato, 2004].

4. Resolucién de problemas guiadas hacia completar los detalles omitidos en
[Benci and Fortunato, 2004].

5. Notas que guien el trabajo, en un tiempo posterior.

En conclusién, en el cuaderno del resolutor actiia como ente de control en la reso-
lucién de nuestro problema.

14



CAPITULO 1

MOTIVACION FISICA

En este capitulo daremos una introduccién a las ecuaciones de Maxwell. Esto por
medio de las deducciones fisicas de las mismas. En este capitulo se trabajar sin ma-
yor rigor matemadtico para introducir algunas ideas generales.

1.1. Electrodinamica Clasica

El problema fundamental de la Electrodindmica Cldsica consiste en estudiar la inter-
accion entre particulas cargadas eléctricamente, vamos a nombrarlas simplemente
cargas [Griffiths, 1999, p. xiii]. La solucién clésica a este problema toma la forma de
una teoria de campo: Nosotros decimos que el espacio alrededor de una carga eléc-
trica estd impregnado de dos campos, uno eléctrico y otro magnético. Una segunda
carga, en la presencia de estos campos, experimenta una fuerza; los campos, enton-
ces, transmiten la influencia de una carga a la otra. Es decir median la interaccion.
Nuestro interés en consecuencia se desplaza desde el estudi6 de fuerzas entre cargas
alateoria misma de los campos. Sin embargo se requiere una carga para producir un
campo electromagnético, y se requiere otra carga para detectarlo. La carga cumple
las siguientes propiedades:

1. La carga viene en dos variedades, 1as cuales nosotros llamamos positivas y ne-
gativas, esto debido a que sus efectos tienden a cancelarse entre si. Por ejem-
plo si tenemos +¢g y —q en el mismo punto, eléctricamente es lo mismo que
no tener ninguna carga ahi.

2. La carga se conserva: No puede ser creada o destruida.
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3. Lacarga es cuantizada. La carga eléctrica viene en multiplos enteros de la uni-
dad bésica de carga. Por ejemplo si nosotros llamamos la carga del protén +e,
entonces el electron tiene carga —e y el nticleo del carbén +6e.

La fuerza por unidad de carga es llamado, el campo eléctrico se denota por E. Un
caso particular importante es el electrostdtico, esto es cuando E no depende del
tiempo, para este caso el campo eléctrico producido por un conjunto de n cargas
qgi, estd dado por la ley de Coulomb

1
47'[60

n
Z q—z (1.
i=1 l

yi =r—rj, res el vector que apunta del origen al punto donde se estd midiendo el
campo, r; es el vector que apunta del origen al punto donde estd ubicada la carga g;,
Yi es el vector unitario asociado y €, es llamada la constante de permeabilidad del
espacio libre.

Fuente
[ )
Yi dPllmto
qi el campo
qs q2 e P
[ ) (]
odi
r
f

Figura 1.1: Ley de Coulomb|Griffiths, 1999, p.60]

Por otro lado tenemos el campo magnético H, este se produce cuando hay un con-
junto de cargas moviéndose. Por ejemplo un conjunto de cargas moviéndose a tra-
vés de un alambre recto infinito, produce un campo magnético Ver figura (1.1).
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Cargas en movimiento.

Figura 1.2: Campo magnético alrededor del alambre. [Griffiths, 1999, p. 204]

Existe una definicion alternativa para Ey H. Sea A: R* - R3,A=(A;, Ay, As), @:
R* - R, campos especiales, entonces

E= oA \% (1.2)

oY '

H=VxA. 1.3)
Ademas les vamos a exigir que

9p

—+V-A=0

ot

Los campos Ay ¢ son llamados la calibracién. En [Landau and Lifshitz, 1994, p.51] y
[Badiale et al., 2001, p.10] se puede ver la equivalencia de ambas definiciones.

En general, el campo electromagnético es una superposicién de campos eléctricos
y magnéticos. También para consideracidn, la fuerza F actuando sobre un punto de
carga g moviéndose a una velocidad v en la presencia de un campo electromagné-
tico estd dada por la ecuacién de Fuerza de Lorentz [Jackson, 1999, p.3]

F=qgE+vxH).
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1.2. Las Ecuaciones de Maxwell

En ésta seccion nos dedicaremos a la deduccion de las Ecuaciones de Maxwell, 1as
cuales son el pilar de la electrodindmica clasica .

1.2.1. Leyde Gauss

Para comenzar imaginemos un tnico punto de carga g, situado en el origen, su cam-
po eléctrico viene dado por la ecuacién (1.1)

Para conseguir una idea de este campo, podemos dibujar algunas lineas que apun-
tan radialmente hacia afuera del campo, esta son llamadas lineas de campo , ver
Figura (1.3). La fuerza del campo es indicada entonces por la densidad de lineas de
campo [Griffiths, 1999, p. 65]; es fuerte donde las lineas de campo son cercanas, y
débil mas alld, donde las lineas son relativamente lejanas entre ellas. Para el caso
cuando la carga es negativa las lineas de campo apunta radialmente hacia la carga.

Figura 1.3: lineas de campo eléctrico.[Griffiths, 1999, p.65]

Ahora supongamos que queremos una medida del “ntimero de lineas de campo’,
pasando a través de un superficie S, llamémoslo el flujo de E a través de S. Aclaremos
que la densidad de lineas de campo atravesando a S estd dada por niimero de lineas
sobre unidad de drea, de donde E-da es proporcional al nlimero de lineas pasando a
través del infinitesimal de drea da, ésto se tiene ya que la fuerza del campo estd dado
por E entonces, la fuerza del campo por la unidad de drea debe ser proporcional al
nimero de lineas atravesando el infinitesimal de drea da.
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da

Figura 1.4: lineas de E atravesando S.[Griffiths, 1999, p.67]

Asi para esté modelo el flujo de E a través de S,

(I)Esz-da.
S

En el caso de un punto de carga g en el origen, el flujo de E a través de una esfera de
radio r, es

2 pm 1 q. 5 N q
ﬁE-da—fo fo m(ﬁr)-(r sen@ded(pr)—a

Debido a que el ntimero de lineas es el mismo independientemente de la forma de

la superficie, el flujo a través de cualquier superficie que encierre a la carga es %.

Ahora supongamos que en lugar de una dnica carga en el origen tenemos un mon-
toén de cargas g; dispersadas. De acuerdo por el principio de superposicién, el cam-
po total es la suma

n
E=) E;

i=1

El flujo a través de la superficie que las encierra a todas, entonces es

fe-an=3 (o) 2 (3)
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Entonces ahora si podemos formular la ley de Gauss: Si S es una superficie cerra-
da entonces el flujo del campo es proporcional a la carga Q.. encerrada por S
[Griffiths, 1999, p.68],

j(E'daz Qenc.
S

€0

La anterior ecuacion integral puede ser transformada en una diferencial de la si-
guiente manera; aplicando el Teorema de la Divergencia [Apostol, 1969, p.457]

ygE-da:f V-EdV
S v

donde V es el volumen encerrado por la superficie S. Por otro lado la carga se distri-
buye en el espacio con una densidad p, si en el volumen dV estd contenida la carga
dQ. Entonces

_dqQ
P=av

De este manera, como

Qenc= [ o= [ pav

Entonces
1
fVEdV:— pdVv
%4 € Jv

Y como esto se mantiene para cualquier volumen V, los integrados deben ser los
mismos, es decir

v.E=L (1.4)
€0

Esta tltima se conoce como Ley de Gauss en forma diferencial [Griffiths, 1999, p.69].

1.2.2. Ecuacion de Continuidad

La corriente en un alambre es la carga por unidad de tiempo pasando por un punto
dado.
_4aQ

T odt

La corriente también la describimos por el vector de densidad de corriente J, medida
en unidades de carga positiva cruzando una unidad de 4rea por unidad de tiempo

1 (1.5)
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[Griffiths, 1999, p.213]. Por tanto la corriente en la direccién del movimiento de las
cargas define la direccién de J. De acuerdo con lo anterior la corriente atravesando
una superficie S puede ser escrita como

I=f]-da. (1.6)
S

La ley de la conservacién de la carga afirma, que si la carga total en un volumen
V cambia, entonces exactamente la misma cantidad de carga debe haber pasado
desde adentro o afuera de la superficie [Griffiths, 1999, p.345]. En ese sentido si hay
un aumento o disminucién en la carga en un volumen, para que ésta se conserve,
debe atravesar la superficie generando una corriente dada por (1.6). Alin maés, este
aumento también genera una corriente dada por la expresién (1.5), y debido a la
naturaleza del fenémeno éstas tienen el signo opuesto.

Figura 1.5: Conservacion de la carga en un volumen.

Entonces la ley de la conservacion de la carga dice

dQ_
ar fs] da.

Usando el teorema de la divergencia,

f a—”dv:-f v-Jav.
v 0t v

Como se cumple para cualquier volumen

9 _

-_V.
ot J
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Equivalentemente
0
Livy=o. (1.7)
ot

Esta tdltima se conoce como Ecuacion de continuidad. [Griffiths, 1999, p.345].

1.2.3. Leyde Ampere

Una corriente constante es un flujo continuo de corriente I, que pasa sin cambios y
sin carga acumuldndose en ningtin lugar del espacio [Griffiths, 1999, p.215]. La ley
de Biot-Savart establece que el campo magnético de un linea de corriente constante
es dada por la ecuacién

Ho dl xx
H(@r)="—1I . 1.8
(r) y fc WE (1.8)

La integracién es a lo largo del camino C, de la corriente, en la direccién del flujo;
dl es un elemento de largo del alambre, y x, es el vector desde la fuente a el puntor.
Ver la Figura (1.6). La constante p es llamada la permeabilidad del espacio libre.

dl

Figura 1.6: Ley de Biot-Savarat [Griffiths, 1999, p.216].

Por ejemplo el campo magnético H de un alambre recto infinito mostrado en la Fi-
gura (1.7) transportando una corriente constante I se puede ver que se dirige a lo
largo de la normal a el plano que contiene el alambre y el punto P de observacién,
asiquelaslineas de campo magnético son circulos concéntricos alrededor del alam-
bre. Usando la ley de Biot-Savarat la magnitud de H es

Uo . [ dlx|sinf po [ Rdl ol
Hi="—-I] ——m—="—-1I 32 .
41 J- x| ar J- (12 + R2) 2nR
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dl ]

]
]

— =

Figura 1.7: Célculo del campo alrededor del alambre infinito [Jackson, 1999, p.177].

Calculemos ahora la integral del campo H anterior alrededor de un camino circular
de radio s, centrado en el alambre

I 1
ngdlyg“O ”Ofdl ol
2ms 2ms
Podemos darnos cuenta que la respuesta no depende del camino cualesquiera sea
la curva que encierra el alambre daria la misma respuesta

I L

I

L

Figura 1.8: Alambres rectos atravesando la curva C [Griffiths, 1999, p.222].

Ahora supongamos un montén de alambres rectos atravesando una curva cerrada
C. Cada alambre contribuye en I, y los de afuera no contribuyen en nada. Enton-
ces la integral de linea sera

f H-dl = polenc
C
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Donde I, es la corriente total encerrada por el camino de integracion. El flujo de
corriente es representado por la densidad de corriente volumétrica J, la corriente

encerrada es
Ionc = f J-da
S

Con la integral tomada sobre la superficie encerrada por el camino, llamemosla S.
Aplicando el teorema de Stokes [Apostol, 1969, p.438].

vaH-dazuofI-da
S S

Y como se cumple para toda superficie S,

V x H = o) (1.9)

Sin embargo esta ecuacion posee un problema ya que si calculamos la divergencia
en ambos lados de la ecuacién, obtenemos

V- (VxH)=p(V-])=0.
Pero recordemos que la ecuacion (1.7)

op
V.J=-——1
=%

entonces V-J no siempre va a ser cero. Vemos que el problema esta en el término de
la derecha enlaecuacion (1.9). Para arreglar esto usamos la ecuacién de continuidad
ylaley de Gauss (1.4), para reescribir el termino

vy=_20__9 cv.p=v (—e OE)
T ot ot - 053¢

Ya con esto vemos que si combinamos €y (OE/d¢) con J, en (1.9), al calcular la diver-
gencia se eliminaran los términos extra, entonces

OE
VxH:,uOI+uOEOE. (1.10)

Esta tiltima ecuacion se le llama Ley de Ampere, la cual nos dice que un campo eléc-
trico variante en el tiempo induce un campo magnético [Griffiths, 1999, p.323].
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1.2.4. Leyde Coulomb

La ley de Biot-Savarat para el caso general de un corriente volumétrica es

_ Mo [ J) xx

= av’. 1.11
an )y x? (1D

H(r)

La integral se calcula sobre el volumen que encierra la corriente[Griffiths, 1999, p.222].

< |
- I
\‘ I *,3,2)
|
I I
|
|
|

Figura 1.9: Ley de Biot-Savarat para una distribucién de carga volumétrica.

Esta férmula da el campo magnético en un punto r = (x, y,z) en términos de una
integral sobre la distribucion de corriente J(x',y’,z'). Para los siguientes pasos es
mejor que seamos totalmente explicitos:

H es una funcién de (x, y, z),
J es una funcién de (x', ¥/, z').
x=(x—-xX)X+(y-y)W+(z-2)zy
av'=dx'dy' dz.
La integracién es sobre las coordenadas primadas, ademaés la divergencia y el rota-

cional son tomadas respecto a las no primadas. Aplicando la divergencia a la ecua-
cion (1.11)

/
v-sz-(@ I(r)xxdv’)

am Jy  1xP?

zﬂf v.(”")”‘) av'.
4w Jy |x|3

Usando la regla del producto
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Jxx X X
V-( ) -(Vx])—]-(Vx—)

X3/ Ix3 Ix|3

Entonces tenemos que V x J = 0, puesto que J no depende de las variables (x, y, z),
mientras que por un cédlculo directo obtenemos V x (x/ |x|3) =0. Asi

V-H=0. (1.12)

Esta tiltima ecuacion es conocida como la ley de Coulomb para campos magnéticos.
Esta ley afirma que no existen dipolos magnéticos. Informalmente no hay “cargas
magnéticas positivas y negativas” [Griffiths, 1999, p.223].

1.2.5. Leyde Faraday

La conduccién de corriente alrededor de un circuito es mediada por dos fuerzas,
la fuente f;, la cual estd ordinariamente confinada a una porcién de la curva (por
ejemplo una bateria), y la fuerza electromotora: la cual sirve para suavizar el flujo
y comunicar la influencia de la fuente a distintas partes del circuito[Griffiths, 1999,
p-292]. La fuerza total f es

f=f;,+E

cualesquiera sea el mecanismo, el efecto neto es determinado por la integral de linea
del campo eléctrico E generado por las cargas moviéndose alrededor del circuito C
[Jackson, 1999, p.209]:

é"Zf E-dlL (1.13)
C

Una de las fuentes mas comunes de la fuerza electromotriz son los generadores, es-
tos sistemas se obtienen cuando movemos un alambre a través de un campo mag-
nético [Griffiths, 1999, p.294]. Un ejemplo se puede ver en la Figura (1.11), donde
la regién sombreada esta impregnada de un campo magnético constante, la curva
C es un circuito de alambre atravesando por la derecha la regién sombreada a una
velocidad v.
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Figura 1.10: Ejemplo de un generador [Griffiths, 1999, p.294].

En 1813 Michael Faraday basado en datos experimentales, encontré que si la fuer-
za electromotriz & sobre un circuito cerrado C proviene de un campo magnético,
entonces

ddy
E=——— 1.14
T (1.14)
donde ®y = [(H-da, es el flujo de campo magnético H a través de la superficie S

encerrada por el circuito C [Griffiths, 1999, p.302].

/H,V

Figura 1.11: Ley de Faraday [Jackson, 1999, p.209].
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Por (1.13), la ecuacion (1.14), queda

j(E-dl:—ifH-da
C dtJs

aplicando el teorema de Stokes, en el lado izquierda de la anterior ecuacién

foE-dazf—a—H'da
S s Ot

como esta igualdad es independiente de la superficie S,

OH
VxE=—-—. (1.15)
ot
Esta tltima ecuacién se conoce como la Ley de Faraday. Nos indica que la presen-
cia de un campo magnético variante en el tiempo, este induce un campo eléctrico
[Griffiths, 1999, p.302].

Ahora juntemos las ecuaciones (1.4),(1.10),(1.12) y (1.15), para obtener el sistema,

v.E=L V x H = o] + oo 2F
~ % = Hol + Ho€o 5
(1.16)
O0H
V-H=0 VxE=—-——
ot

Este sistema de ecuaciones diferenciales parciales es conocido como las Ecuaciones
de Maxwell en la materia. Cuando las combinamos con la ley de fuerza de Lorentzy
la segunda ley de Newton, estas nos dan una descripcién completa de la dindmica
clasica de particulas cargadas y campos electromagnéticos [Jackson, 1999, p.239].
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CAPITULO 2

FUNDAMENTACION MATEMATICA

En este capitulo presentaremos las herramientas matematicas que nos permitira lle-
gar a los resultados principales del siguiente capitulo. Se presentardn algunas apli-
caciones del Teorema de Hahn-Banach y la derivada de Gateaux relacionados con
puntos criticos de funcionales definidos en espacios vectoriales arbitrarios.

2.1. El Teorema de Hahn-Banach

En esta seccién vamos a seguir las ideas de [Kreyszig, 1989, Cap. 4].

El Teorema de Hahn-Banach es uno de los pilares del andlisis funcional. El propési-
to de este teorema es mostrar que un funcional f definido en un subespacio Z de
espacio vectorial X y que tiene cierta propiedad de acotacién la cual serd formula-
da en términos de un funcional sublineal puede ser extendido a un funcional sobre
todo X cumpliendo la misma propiedad de acotacién.

Por definicion, un funcional sublineal es un funcional de valor real p sobre un espa-
cio vectorial X el cual es subaditivo, esto es,

px+y)<pxX)+ply) Vx yeX,

y homogéneo-positivo, esto es,

plax)=aplx) Vaz=0eRyxeX.

Por ejemplo p(:) = |- ||, la norma sobre un espacio vectorial, cumple las condiciones
anteriores.
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Asumiremos de aqui en adelante que el espacio vectorial X es real, a continuacién
la formulacién del teorema de Hahn-Banach

Teorema 2.1 (Teorema de Hahn-Banach, Extension de funcionales lineales.). Sea X
un espacio vectorial real y p un funcional sublineal en X. Por otra parte, sea f un
funcional lineal el cual est4 definido sobre un subespacio Z de X y que satisface

fx) < px) VxeZ. 2.1

Entonces f tiene una extensién f de Z a X satisfaciendo

f)<spx) VxeX, 2.2)

esto es, f es un funcional lineal en X, satisfaciendo (2.2) en X y f (x) = f(x) para
todo x€ Z.

Demostraciéon. La demostracion de este teorema involucra el Lema de Zorn. Una
demostracion se puede ver en [Kreyszig, 1989, p. 214] y [Brezis, 2011, p. 1]. O

Para el caso en que X sea un espacio normado tenemos la siguiente version del teo-
rema de Hahn-Banach

Teorema 2.2 (Espacios Normados). Sea f un funcional lineal acotado sobre un subes-
pacio Z de un espacio normado X. Entonces existe un funcional lineal acotado f en
X el cual es una extensién de f a X y tiene la misma norma,

17 =171~ 23)

donde

[7lx=sup |f@l,  [fl,= suwp |fel,

xeX, llxll=1 xeZ,llxl=1

(v | f]|, =0 enel caso trivial Z = {0}).
Demostracion. Si Z = {0}, entonces f =0, y la extension es f =0. Sea Z # {0}. Quere-

mos usar el Teorema 2.1. Y asi debemos primero encontrar un p adecuado. Debido
aque f es un funcional lineal acotado en Z, para todo x € Z tenemos

VACOIS Vi PAEY R

Esta es la férmula (2.1), donde

P =[] 211
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Como la norma esté definida sobre todo X y || f “ , €s una constante, p estd definido
sobre todo X. Ademés p satisface (2.1), por la desigualdad triangular

I£llZ [+ vl < 11 Qe+ [l ])
=px)+p)

p también satisface (2.2) sobre X.Seaa =0

plax)=|f|, laxl
=lal | f| ,llexl
=ap(x).

Y asi podemos aplicar el Teorema 2.1 y concluir que existe un funcional lineal f en
X el cual es una extension de f. Satisfaciendo

IF@l<p=|fll,Ixl  xeX.

Tomando el supremo sobre todos los x € X de norma 1, obtenemos la desigualdad

IFlx="suwp 1f@i=s sup |f]Ixl=]£],- 2.4)
xeX,|lx|l=1 xeX, |l xll=1
debido a que
Iflx= sup IfwI= sup If@i== sup [fI=]|f],. @5
xeX, |lx|l=1 xeZ,|lx||=1 xeZ,|lx||=1

Juntando (2.4) y (2.5) tenemos
”f”x =7l
esto prueba el teorema. O

A continuacién presentaremos una aplicacion del teorema de Hahn-Banach que se-
r4 de utilidad posteriormente.

Teorema 2.3 (Funcionales lineales acotados). Sea X un espacio normado y sea xg #
0 cualquier elemento de X entonces existe un funcional lineal acotado f en X tal
que

IFl=1  Flxo)=llxol
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Demostracion. Consideremos el subespacio Z de X consistente de todos los ele-
mentos z = axy donde a es un escalar. Sobre Z definimos un funcional lineal f por

f(x) = flaxo) =alxoll

Claramente f es acotado y tiene norma || f “ =1, puesto que

|0 = | flaxo)| = lal Ixoll = llaxoll = l1xI

luego

sup |f(x)l= sup [xll=1
xeX, llxll=1 xeX, lxl=1

El Teorema 2.2 implica que f tiene una extensién lineal f de Z a X, de norma

171 =170 =1.

Vemos que

F(x0) = f(x0) = lIxoll.

2.2. Derivadas sobre espacios vectoriales

Esta seccién vamos a seguir las ideas de [Caicedo, 2005].

Dos conceptos importantes, son la Derivada de Fréchet y la Derivada de Gateaux,
estos generalizan las derivadas que conocemos en R, serdn presentadas a conti-
nuacion.

Denotemos con Z (E,F) el espacio de los operadores lineales acotados de E a I,

Definicién 2.1 (Derivada de Fréchet). SeanE y[F espacios vectoriales normados con
norma notada en ambos por || || y A C E abierto, f : A—TF, ac€ A. f sedice diferencia-
ble en a si existen una aplicacion lineal continua L(a,-) = L € £ (&,F) y una aplica-
cionr(a, h) = r(h), tales que:

fla+h)=f@+Lk+rh),  donde lim ]TH -°

L(a,-) : E — F es llamada la derivada en el sentido de Fréchet de la funcion f. A la
funcion r(h) se le llama el resto de la diferencial.
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[Caicedo, 2005, p. 63]

L(a,-) se nota usualmente por f’(a), y cuando este es un funcional se suele usar el
producto de dualidad (' (a), v).

Ejemplos:

1. Enelcasoenque f:R" — R, sea diferenciable en el sentido de Fréchet, su de-

0 n . .2
g ](Ca) - y acttia en forma de transformacion
i i=

lineal, por medio del producto interno:

rivada toma la forma V f (a) = [

V(@) R"—R
x—{(Vf(a),x)

2. Si f:R" - R™f = (f1,..., fn), es diferenciable en el sentido de Fréchet, su

derivada toma la forma de la matriz Jacobiana, J f (a) = [—6?)6(;) ]

3. Consideramos el espacio vectorial E =M« de las matrices cuadradas de or-
den n x n sobre R, dotado de la norma

ILIl = sup{ll Lx| : x e R", ||x|| =1}.
Sea

fE—E
L— f(L)=LL"

donde el superindice T denota la transpuesta.
Entonces f es diferenciable paratodo LenEy f'(L)H = LH” + HL” . En efecto,

fL+H) =L+HL+HT
=L+HL"+HT)
=LLT+LH" + HLT + HHT
=f()+f(L)H+r(H)

donde f(L)=LL", f(L)H=LH" + HLT yr(H)= HHT

Vamos a ver, que cada termino satisface las condiciones requeridas. Toma-
mos r(H) = HHT, puesto que [|ST| = ISIIT|l, entonces, |[r(H)|| = IHHT | <
IHII HIl, deducimos
IrCEDI _ WHIIH
< <

< =l H].
I HIl I HIl
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De esta desigualdad se deduce que:

. T(H)
m =
H—0 | HJ|

No es dificil ver, que f'(L) es lineal como funcién de H, deducimos que es
lineal continua por ser dimE = n? finita [Kreyszig, 1989, Teorema 2.7-8, p. 96].
Esto muestra que f'(L) existe, y es lineal continua y

fi(L):E—E
H— f'()H=LH" + HLT

Observacion

Una conclusiéon de la Definicién 2.1, es que si a € Ay A es abierto, existe r > 0 tal que
Bi(a)={x€k:|x—al <r}c A Luegosi heEestal que |kl <rentonces a+he A,
puestoquesixg=a+h

lxo—al =lla+h—al =|hl|l<r= xy=a+ he Bgr(a) c A.

Ademés si en en la Definiciéon 2.1 fijamos r(h) = p(h) || k], entonces limy,_.q % =
limy,_gp(h) =0.

Con este lenguaje fijo, vamos a garantizar que L(a,-) = f’(a) en la Definicion 2.1, es
tnica. Por medio de la siguiente proposicion.

Proposicion 2.1. SeanE, F espacios normados A c E abierto, a € A,

f:A—F, diferenciable en el sentido de Fréchet en a,

entonces la aplicacion lineal continua L = L(a,-) = f’(a) en la definicién 2.1, es tni-
ca.

Demostracion. Sean T, L € £ (E,F); satisfaciendo la Definicién 2.1, mostraremos que
T=L.

Como a€ A, existe r > 0 tal que | k|| < r implica que a+ h € A, luego
fla+h)=f(@+L(W)+p1(W) |kl = f(a)+ Th)+p2(h) IR,

donde p;(h) || hll, son los respectivos residuos, y limy_.g p;(h) =0, p;(0) =0, para i =

1,2.Si v =0deE, es claro que L(0) = T(0) = 0, por tanto sea v € E, v # 0. Entonces

paratodoreal ¢, tal que | tv] < r, obtenemos que a+ tv € A. Luego, para estos h = tv

con t #0, deducimos que:
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fl@+Ltv)+p1(tv)litvl = fla)+ T(tv) + p2(tv) | tv]l.

Es decir,

L(tv) - T(tv) = p2(tv) l tvll = p1 (20) | 2Vl

Para t # 0, obtenemos

1
Lw) =T = - (p2(tv) — p1(xv)) vl

ol

= 1ol (p2(tv) = p1(tv)) Il 20

=1M(pz(tv)—p1(tv)) levll
lzvl

=+ |vll (p2(tv) - p1(t0)).

Por lo tanto,

L) - T() = £llvl (p2(tv) — p1(tv)).

El lado izquierdo de la igualdad no depende del real ¢ # 0: como tv — 0sit — 0,y
como lim;_g p;(tv) =0, para i = 1, 2, obtenemos que:

Lw) = Tw) = £|vl1im (pa(1v) - p1 (1)) = 0.
Luego L(v) = T(v) para todo v € E. Luego L en la Definici6én 2.1 es tinico. O

Otra proposicién de importancia es la siguiente:

Proposicién 2.2. Sean [, [F espacios normados A c E abierto a € A, f: A — F, dife-
renciable en a (En el sentido de Fréchet); entonces para todo v € E,

Fllaw=lim L@ =f@)
t—0 t

Demostracién. Sea v # 0 € E, como a € A, A es abierto en E, existe § > 0, tal que si

t € R satisface || tv] = |t] |v] < 6, entonces a + tv € A. Asi obtenemos

fla+tv) = f(a)+ f'(@)(tv) + r(tv), donde lim ](ttvvll) e
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Para ¢ # 0, obtenemos

fla+tw)-fla) r(v)
t t

fl@w).

Ellado izquierdo de la igualdad anterior depende de ¢ y el lado derecho existe inde-
pendientemente de ¢, esto implica que el existe el limite del lado derecho, cuando
t— 0, es f'(a)(v). Es decir, existe

lim fla+tv)—f(a) B r(tv)

!
= fl(a)(v),
t—0 t t f( (@)
finalmente como
. r(tv) . r(tv) . r(tv)
lim —— = |v[|lim —— = x| V| =0.
—0 tv —0 | tv]
Se sigue la conclusion. O

Otro concepto de fundamental importancia es la derivada en el sentido de Gateaux.

Definicién 2.2 (Derivada de Gateaux). Sean E, [ espacios normados, A c E abierto,
acA, f: A—TF,yseav €L, siexiste el limite

lim fla+tv)—- f(a)
10 t

diremos que f, posee derivada en el sentido de Gateaux, y la denotaremos pordf (a, v).
Usualmente también se le conoce como la derivada de f en a en la direccién de v.

[Caicedo, 2005, p. 67]

Nota: Si f es diferenciable para todo x € A, A c E abierto, diremos que f es diferen-
ciable en A. (En el sentido de Fréchet o Gateaux, segtin sea el caso.)

A continuacion ejemplos,
Ejemplos:

1. Por la Proposicién 2.2 toda funcién f : E — F, diferenciable en el sentido de
Fréchet es diferenciable en el sentido de Gateaux y ambas coinciden.

2. Consideremos

fR—R

.X,'Z2

(X, 2) — m, si (x,2) #(0,0)
0, si (x,2) =(0,0)

36



ALGUNOS ELEMENTOS TEORICOS DE LAS ECUACIONES DE MAXWELL SEMILINEALES
EN EL VACIO

veamos que f es diferenciable en 0 = (0,0) en el sentido de Gateaux, pero f no
es diferenciable en el sentido de Fréchet en ese mismo punto, en efecto: Si f
fuese diferenciable en 0, en efecto

fO+:0,0-fO) _
r

13 T
f©,0)=1im

fO+:0,0)-fO) _
r

f'©)0,1) = lim

por la linealidad de f'(0), obtenemos

£/ ©)(w,v) = uf'(0)(1,0)+ vf'(0)(0,1) =0+0=0.

Como (u.v) € R? es arbitrario, f'(0) = 0, luego

h
fh, k)= £0,0)+ f'(0)(h, k) +r(h, k) = f(0,0) + r(h, k) lim Q
[if-o | 7]
donde f = (h, k), por tanto, si trabajamos en R2, con la norma euclidiana, ob-

tenemos que para h =k #0,

3

h 1
f(h,h) = r(h,h) = m = Eh
Por tanto
r(h, h) _ h 1

= =+—.
Ith, I 2v2In  2v2

Luego el limite no existe cuando h — 0; entonces f no es diferenciable en el

sentido de Fréchet en (0,0).

Veamos que es diferenciable en el sentido de Gateaux en (0, 0).

Para v = (vy, v2) # (0,0),

2 2
o fan o P V1 V5

tv)— (0,0
3£ (0, v) =1lim L =S00 - S N e
—0 t t—0 t t—0 t3(y1 + yz) (yl + y2)

Observemos que 0 f (0, v) no es lineal.
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De estos ejemplos, podemos obtener dos conclusiones. Primero, toda funcién dife-
renciable en el sentido de Fréchet es diferenciable en el sentido de Gateaux y el va-
lor de ambas coinciden, por la proposicién 2.2. Segundo. Debido al segundo ejem-
plo vemos que hay casos en que la derivada en el sentido de Gateaux de una fun-
cion existe y la derivada en el sentido de Fréchet no, aun més 6 f(a, ) en el segundo
ejemplo, no era un operador lineal. Sin embargo podemos observar que calcular la
derivada en el sentido de Gateaux es mds sencillo operativamente que calcular la
derivada en el sentido de Fréchet, pues ésto implica, entre otras los calculos con re-
siduos. Por eso deseamos saber cuando una derivada en el sentido de Gateaux es
diferenciable en el sentido de Fréchet y que sus valores coincidan. Este es el prop6-
sito de lo restante en esta seccion.

Vamos ahora a recordar un teorema del calculo elemental:

Teorema 2.4 (Teorema de igualdad del Valor Medio). Sean ay b ntimeros reales con
a<b,

f:la,b] — R, continua en [a, b], diferenciable en (a, b).
Entonces existe 6 € (0,1) tal que f(b) — f(a) = f'(a+0b)(b— a).

Para una demostracién véase,[Rudin, 1976, p. 108].

Definicién 2.3. Sean (E, |-Il) espacio vectorial normado; a,b € E. Llamaremos seg-
mento cerrado de extremos a y b al conjunto

l[a,bl]={xeE:x=a+A(b—a), A€ [0,1]}

y llamaremos segmento abierto de extremos a y b al conjunto

(a,b)={xek:x=a+A(b—a), A€ (0,1)}

Ahora con ayuda de este teorema y esta definicién, vamos a presentar una generali-
zacién para espacios de Banach, y con diferenciacién en el sentido de Gateaux.

Teorema 2.5 (Teorema del Valor Medio para aplicaciones de E en R). Sean E espacio
de Banach A c E abierto, f : A — R. Suponemos que a € Ay h € E, son tales que si
[a,a+ h] c Ay f restringida a [a, a+ h] es continua y para todo x € (a, a+ h) existe la
derivada en el sentido de Gateaux, de f en en x, en la direcciéon h, 0 f (x, h). Entonces
existe 6 € (0,1), tal que

fla+h) - fla)=0f(a+6h,h).
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Demostracién. Consideramos F : [0,1] — R, definida por F(a + th). Entonces existe

F() = lim LA 2 FO o Jlar @ =farth ey
§

—0 S s—0 N

para todo t € (0,1). El Teorema del Valor Medio Clésico (Teorema 2.4), aplicado a F
nos implica que existe 0 € (0,1) tal que F(1) — F(0) = F'(#), lo que reemplazando por
nuestras cuentas anteriores es equivalente a

fla+h)—fla)=0f(a+0h,h)
O

Existe otra manera de definir, las funciones diferenciables tanto en el sentido de
Fréchet como en el de Gateaux, por medio de la notacién o mintiscula de Landau.
Recordemos que nosotros escribimos, f(x) = 0(g(x)) para x — xo siy solo si

lim Jo
X— X0 g(x)

0

Para el caso de la derivada de Fréchet, recordemos que una condicién esencial para
la diferenciabilidad de una funcién f : E — [F es que el resto de la diferencial r (h), en
la definicién 2.1, satisfaga

r(h)
:0,
IAle

lim
h—0

_y Il _ o o .
F—llmhﬂo The - = 0-Si despeja

esto en términos de la norma es que limy,_. H %
mos r(h) en la definicién 2.1, obtenemos

. | fa+h) - fa@)-L@h | o
h—0 IRl

Por tanto si f cumple las mismas condiciones que en la definicién 2.1, se dice que f
es diferenciable en en el sentido de Fréchet en a si 3L € Z (E, ), tal que

| fa+h) - fa) - L@ ®) | =olhlp.

De manera andloga, a las afirmaciones anteriores, si f cumple las mismas condicio-
nes de la definicién 2.2, decimos que f es diferenciable en el sentido de Gateaux en
a,sivVhelk, 30f(a, h) cF, tal que

|fa+th) - f(a)-tof(a,h)|z=o0(t)  cuandor—0
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para todo a+ th € A. Claramente 0f (a, ) es la derivada en el sentido de Gateaux de
fena.

Ahora vamos a juntar los Teoremas 2.3 y 2.5, para probar uno de los resultados més
importantes y ttiles en todo el trabajo:

Teorema 2.6. Supongamos que f : A — [ es diferenciable en el sentido de Gateaux,
yque Vace A, 3L(x) € Z (E,F) satisfaciendo

0f(x,h)=L(x)h VheE.

Si la funcién x — L(x) es continua en xy, entonces f es diferenciable en el sentido
de Fréchet en xq con f'(xg) = L(xo).

[Chang, 2005, p.3]

Demostracién. Sin perdida de generalidad vamos a asumir que el segmento [xg, xp+
h] c A. De acuerdo al Teorema 2.3, existe y* € F* con | y*|| =1, tal que

[| £ (xo + h) = fxo) = Lxo) k|| g = {¥*, f (x0 + h) = f (x0 — L(x0) )

fijemos

P =(y", fxo+th))

Observemos que

,mwu+s—¢m

o=
s—0 S
m (y*, flxo+ (t+ )Ry —(y*, f(xo + th))
_s—»O S
:<y* limf(x0+(t+s)h)_f(x0+th)>
’s~0 S

=(y*,0f (xo+th,h)).

Por el Teorema del Valor Medio, 3¢ € (0, 1) tal que

|| £ (x0 + 1) = fxo) = Lxo) k|| = [{*, fxo + B)) = {¥*, f(x0)) = (¥, L(x0) )|
=) - 90 ~(y*, Lixo) )|
=9’ ©—(y*, Lxo) )|
=|(y*,0f (xo+ &R, M) —(y*, Lxo) )|
=[{y*, Llxo +EMh) - (y*, L(xp) h)|
= |(y*, [L(xo +Eh) — L(xo)] ).
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Observemos entonces que

lim || f (%0 + h) = f(xo) — L(xo) | ¢ — lim [(y*, [L(xo + &) — L(x0)] h)|

h—0 I Allg h—0 I Allg
N g NMLGxo +ER) = Lxo)] Rl
< lim
h—0 lallg
_ K I[L(xo +&h) — L(xo)] kllg
= lim
h—0 Iale
. Lo +¢R) = Lxo) 2@ I RIE
< lim
h—0 Iale
= }EE}) I1L(xo + §h) — Lxo)lll £, =0
Por tanto

i 1 G0+ 1) = Flwo) — L)kl _
h=0 Ille -

Es decir
| £ (x0 + h) = f(xo) — L(xo) || = oIl hllg)

esto quiere decir que, f'(xg) = L(xo).
O

Ahora con ayuda de este teorema seremos capaces de calcular las derivadas en el
sentido de Fréchet por un simple proceso de limite.

2.3. Maximos y minimos

En esta seccién introduciremos algunos conceptos bdsicos sobre valores extremos
de aplicaciones diferenciables a valor real. Mostraremos c6mo la teoria clasica de
maximos y minimos de funciones de variable real a valor real, es generalizada a fun-
ciones de un espacio de Banach arbitrario a valor real.

Definicién 2.4. Sea A un subconjunto de un espacio normadoEty f: A— R.

(a) Un punto a € A se dice un mdximo local para f si existe una vecindad V de a en
E, tal que
f) = fla), para todo x €V N A.

(b) Elpunto a se llama mdximo local estricto de f, si podemos escoger la vecindad V
de a, tal que

fx) < fla), para todo x € (V —{a}) n A.
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(¢) Elpunto a se dice mdximo absoluto para f en A si

fx) = fla), para todo x € A.
Es usual decir mdximo para f en A.

(d) El punto a se dice mdximo absoluto estricto para f en A si

fx) < fla), para todo x € A—{aj}.
De manera semejante definimos las nociones de minimo local, minimo local es-
tricto y minimo absoluto, cambiando <, por = y < por >, respectivamente.

De ahora en adelante cuando digamos que a es un puntos critico, se entenderd
que a es bien un mdximo o bien un minimo.

Ver [Caicedo, 2005, p. 319].

Deseamos ahora caracterizar los puntos criticos de funciones diferenciables, en nues-
tro lenguaje, diferenciables en el sentido de Fréchet. El siguiente teorema nos per-
mitird realizar, este proceso de manera andloga que en el calculo de una variable.

Teorema 2.7. Sean [ espacio de Banach, A subconjunto abiertode E, a€ A, f: A —
R funcién diferenciable en el sentido de Fréchet en A. Entonces una condicién ne-
cesaria para que el punto a sea un maximo local o un minimo local para f es que

f'(@)=0.

Demostracién. Supongamos que a es un maximo local para f. Por definicién existe
V vecindad de a, V c A, tal que

fx) < fla), xeV.

Como f es diferenciable en a, tenemos

fla+h) = f(@+f'(a)(h) +r(h), a+ heV,donde 1111%]%) =0.
Por tanto, como f(a) = f(a+ h),
fla+h) - f(a)=f(@(h)+r(h)<0,he V-{a}. (2.6)
Al cambiar h por —h, en la anterior desigualdad, se obtiene que
fla=m-fl@)=-f'(@h) +r(-h) <0, he V-{a}. 2.7)

De (2.6) y (2.7) deducimos
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r(=h < fl@m) < -rh),

paratodo h € V —a. Luego

!
fim 2D _ g
n—-0 Al

yaque

2

. r(=h) r(h)
lim —— = lim — =0.
h—o |-kl  h—o | A

Esto implica que f’(a) = 0. En efecto, como f'(a) = T es aplicacién lineal continua
deEen[R,si T noesnula, existe w € E, w # 0, tal que z = T(w) # 0, podemos suponer
z>0. ParatodabeR b #0, TEW - 2 — 50 Cuando 0< b — 0, |bw| — 0,

bwl — lwl
entoncessi h=bw, h—0y T(Th) — c. Se contradice que
im Lth)
h=o ||kl
Luego T'(h) =0 O

Podemos hacer las siguiente observaciones:

» Geométricamente, la condicion f’(a) = 0 significa que el hiperplano tangente
al gréfico de f en a es paralelo al subespacio E de E x R.

= La condicién f'(a) = 0 es necesaria pero no es suficiente para que f posea un
maéximo o un minimo en a. Por ejemplo, la funcién

f iR —R?
X, ) — x> =%,

tiene por derivada en el sentido de Fréchet,

fl(x,y) =Vf=1[2x,-2y]

entonces f’(0,0) = 0 sin embargo el origen no es punto de maximo ni de mi-
nimo para f, ya que f toma valores positivos y negativos en toda vecindad del
origen.
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2.4. Funciones de Soporte Compacto

Las funciones de soporte compacto continuamente diferenciables, desempefian un
papel fundamental, en el estudio del anélisis funcional. A continuacién vamos a de-
finir este concepto formalmente, ver [Rudin, 1970, p. 38]

Definicién 2.5. El soporte de una funcién f a valor real, sobre un espacio topolégico
X es la clausura de el conjunto

{x: f(x) #0}.

La coleccion de todos las funciones continuas sobre X cuyo soporte es compacto es
denotado por Cy (X) .

Observemos que Cy (X) es un espacio vectorial. Esto debido a los siguientes hechos:

(a) Elsoportede f+ g estaenlaunién de el soporte de fyelde g, y cualquier unién
finita de conjuntos compactos es compacto.

(b) La suma de dos funciones a valor real es continua asi como el producto escalar

de funciones continuas es continuo.

Vamos a denotar con C3° (RV) al subespacio de Co (R"), que consiste en todas las
funciones de soporte compacto continuamente diferenciables en R” .

Ejemplo:

1. Un ejemplo sencillo, de una funcién en C3° (R), es

fR—=R

x, sixe(1,3)
x|—>

0, six¢(1,3).

El soporte de f es [1,3], Véase la Figura (2.4), 1a regién punteada es el soporte de f.
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0 1 2 3 4

Figura 2.1: Grafica de la funcién f

2.5. Ecuaciones de Euler-Lagrange de la electrodinami-
ca en el vacio.

Esta seccion estd dedicada a deducir las ecuaciones de Maxwell de un principio va-
riacional.

2.5.1. Elprincipio variacional.

El cdlculo de variaciones estudia la manera de qué la forma, el tiempo, la energia,
la velocidad, el volumen o ganancias etc., sean optimas bajo ciertas condiciones. El
objetivo principal del célculo de variaciones es encontrar la soluciones gobernadas
por esos principios [Chang, 2005, p.205].

El problema es formulado como sigue: Asumamos que f :R” x RY x R*V — R es una
funcién continua, y que E es un conjunto de funciones vectoriales con N compo-
nentes. Sea J un funcional definido en E:

Ju] =ff(x,u(x),Vu(x)) dx.

Encontremos ug € E, tal que

Jluo] = min{J (u)|u € E}

Un principio variacional son los métodos generales para maximizar o minimizar J.

Para encontrar las ecuaciones que determinan estos puntos criticos, usaremos los
resultados de las secciones anteriores de este capitulo, de la siguiente manera: Por
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medio de la derivada de Gateaux calculamos la variacién del funcional de la ac-
ci6én J en alguna direccién arbitraria v, < J'ul, v>, con este Gltimo paso obtenemos
la ecuacion J'[u] = 0, la cual determina los puntos criticos de J [Caicedo, 2005, p.
321]. El sistema de ecuaciones J'[u] = 0, es conocido como las Ecuaciones de Euler-
Langrange del funcional J.

Para seguir con nuestro estudio es imperativo conocer y aceptar como cierto el si-
guiente hecho:

“Las ecuaciones fundamentales de la fisica son las ecuaciones de Euler-
Langrange de un funcional adecuado. No hay un razén légica para es-
to. Es solo un hecho empirico: Todas las ecuaciones fundamentales que
han sido descubiertas hasta ahora son derivadas de un principio varia-
cional”. [Benci, 2009, p.273]

Por ejemplo, las ecuaciones de movimiento de k particulas cuyas posiciones en el
tiempo ¢ estdn dadas por x; (1), x; € R3,i=1,..., k son obtenidas como las ecuacio-
nes de Euler-Lagrange relativas al funcional

sz %|x‘j|2—vu,x1,...,xk) dt

donde m; es la masa de la j-esima particula y V es la energia potencial del siste-
ma. Con el propésito de ilustrar lo anterior mostraremos un ejemplo canénico de la
fisica.

Ejemplo (El Oscilador Arménico):

El ejemplo canénico de la fisica es el oscilador armanico, pues éste aparece en los
diferentes contextos de la misma. Es por definicién una masa puntual m inmersa
en una dimensién cuya fuerza es directamente proporcional a la elongacién y diri-
gida en sentido contrario al movimiento [Scheck, 2005, p. 33]. Es decir que la fuerza
F = —kx, con k > 0, k es llamada constante de elasticidad. El movimiento descrito
por la masa puntual se le denomina, movimiento armoénico simple, y a la ecuacion
diferencial que lo modela es llamada ecuacion del movimiento arménico simple.

Con el objetivo de obtener la ecuacién del movimiento arménico simple, estudiare-
mos el sistema masa-resorte como caso particular del oscilador arménico.

= Deducciéon del fen6meno fisico

Supdéngase un bloque de masa m atado al final de un resorte horizontal, ade-
mads el otro extremo estd fijado a una pared. El bloque reposa sobre una su-
perficie horizontal sin friccién, la fuerza F ejercida por un resorte extendido
es dada por la ley de Hooke, la cual afirma que la extensién de un resorte es
proporcional a la fuerza aplicada, para desplazamientos positivos y negativos
[Klepner and Kolenkow, 1973, p. 97], es decir F = —kx, donde k es una cons-
tante llamada la constante del resorte y x es el desplazamiento al final del
resorte desde su posicién de equilibrio.
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~

J00NNT . -

Figura 2.2: Sistema masa-resorte

Una representacion gréfica de la situacion se ve en la Figura (2.5.1). Dado que
la fuerza del resorte es la tinica fuerza horizontal actuando sobre el bloque, la
ecuacion del movimiento es

mi=—kx.

. 2 k
X+w°x=0, w=1/— (2.8)
m

Las soluciones de esta ecuacion diferencial estdn dadas por x = Asen (wt) +
Bcos(wt), w es conocida como la frecuencia de movimiento y las constantes
Ay B estdn dadas por las condiciones iniciales [Hirsch and Smale, 1973, p. 15].

Equivalentemente

= Ecuaciones de Euler-Lagrange: En primer lugar la energia cinética y potencial
del sistema masa-resorte vienen expresadas por las formulas

1 1
T=-mx* 'y U=ckx’
2 2

Ahora calculamos el Lagrangiano del sistema, L=T - U

L==(m#® - kx?).

N | =

Por lo anteriormente expuesto, se requiere que el funcional de la accién

o 1
I[x]:f —mi® - Zkx*dt
0 2 2

adquiera extremos para obtener soluciones fisicas al sistema [Scheck, 2005, p.
425]. Si hay soluciones, éstas deben satisfacer la condicién
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I'[x]=0.

Para esto calculamos la derivada del funcional de la accién via derivada de
Gateaux [Caicedo, 2005, p. 67]. Para calcular esta derivada, debemos imponer
algunas condiciones sobre el fenémeno. Supongamos que en el tiempo #; el
resorte esta comprimido, y que en el tiempo #; hubo una oscilacién completa,
es decir que X(fy) = x(f1) = 0. Sea entonces v una funcién lo suficientemente
diferenciable.

(I’[x],v)=limI[x+tv]_I[x]
t—0 t
t
ctim [ L [+ 10)% - 2]~ k [+ t0)% - 2]} di
t—0 to 2t

5] 1
=lim [ = {m[2%0+t0?] - k[2xv +tv?]} dt
t—0 to 2
n
= mxv—kxvdt
4}

5
= f —(mi+kx)vdt (porpartes).
17

0

De este modo si <I’ [x], v) = 0 para toda funcién v. Entonces
F+w’x=0.

Este es las ecuaciones de Euler-Lagrange para el Lagrangiano L. Podemos ob-
servar que el resultado es consistente con los resultados de la mecanica New-
toniana, la constante w es la misma que en (2.8), por tanto sus soluciones son
equivalentes.

En el caso mds general, las ecuaciones de movimiento de sistema de dimensién fi-
nita cuyas coordenadas generalizadas son ¢q;(#) j = 1,..., k son obtenidas como las
ecuaciones de Euler-Lagrange relativas al funcional

I:fL(trqlr---qu!q1)-~-)qk)dt-

La funcién L se llama lagrangiano. También la dindmica de campos puede ser deter-
minado por un principio variacional. Desde el punto de vista mateméatico un campo
es una funcién

w: RV S RE w=(uy,..., up)

donde RN*! es el espacio-tiempo continuo y R¥ son llamados los pardmetros in-
ternos del espacio. Por supuesto en los problemas fisicos, la dimensién del espa-
cio N es 1, 2 o 3. Las coordenadas espaciales y temporales serdn denotadas por

48



ALGUNOS ELEMENTOS TEORICOS DE LAS ECUACIONES DE MAXWELL SEMILINEALES
EN EL VACIO

x = (x1,...,XN) y t respectivamente. La funcién u(t, x) describe el estado interno
del vacié en el punto x en el instante ¢.

Es conocido que las ecuaciones de campo son obtenidas por medio de la variaciéon
del funcional de la accién definido como sigue:

S:ff ZL(t,x,u,Vu,0;u) dxdt. 2.9
R JRN

La funcién £ es llamada densidad de lagrangiano[Benci, 2009, p.274]. Para que la
integral en (2.9) éste bien definida vamos a exigir que £ — 0 y su derivadas tiendan
a cero en el infinito y asi mismo que en el espacio donde se encuentre definido este
funcional u y todas sus derivadas tiendan a cero cuando cualquiera de sus variables
tienda a cero.

Vamos ahora a calcular la variacién de (2.9), para el caso en que u : RV*! — R, sea
v:RV*1 - R, lo suficientemente diferenciable y fijemos (f = xop),

S(u+ hv)—-S(u)

h
3 L, x,u+hv,Vu+hVuv,0;u+ho,v)— L (t,x,u,Vu,0;u)
:}zm?)ff n dx

:ff Vuvus,wZL (5, x,u,Vu,0.u) - (v,Vv,0,v) dxdt

N
:ff (%-U+Z 0% ﬂ) dxdt.

izoOuy, Ox;

S'(w),v)=1li
(S'w),v) lim

dt

Por otro lado, integrando por partes obtenemos

*© _foo 0 (0$)de___f°° 0 (02)de_
o 0x; \Ouy; T e Ox; Ouy, !

—00

® 0¥ Ov e 0% Ov
T Ouy, Ox;

-0 Oy, 0X;

Esto ultimo por las condiciones en el infinito sobre u y £. Si tenemos en cuenta que
dxdt=dx;---dxydxy,

[/ 8 8w ] (22
Ouy, 0x; - 0x; \Ouy,

Juntando todas las cuentas,

- [[ (225 2 (92))
(S(u)m)—ff(au 2 5% o vdxdt.

)-vdxdt.
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Sabemos que para que halla un punto critico, (S'(«), v) para todo v, de la expresién
anterior al sér v arbitrario, tenemos que :

% 0 (az) 0L
= 0x; ou

2.10
™ (2.10)

Esta es la famosa Ecuacién de Euler-Lagrange. En el caso en que u = (uy,..., Ux), por
célculos idénticos, obtenemos la misma ecuacién pero con,

0Z 0Z 0& ) 6;%_(63 0Z ouj

= ===, | VU ==
Ouy, \Oury, ~~Ouky) ou \ow ’6uk)y P4 5

Ver [Benci, 2009, p.274].

2.5.2. Lagrangiano de la electrodinamica en el vacio.

La electrodindmica en el vacio, se obtiene cuando p =0y J =0, es decir que no hay
medios materiales en el espacio[Griffiths, 1999, p.328]. De ahora en adelante con
el objetivo de hacer los cédlculos més sencillos, realizamos un cambio de unidades,
dejando ey =1, yo =1,y ¢ =1, c denota la constante de la velocidad de la luz, ha este
sistema de unidades se le conoce como Unidades Fundamentales..

Afirmamos que la densidad de lagrangiano de la electrodindmica clésica en el vacio
es

1
L=3 (IE[* - HI). (2.11)

Por tanto el funcional de la accién viene dada por

s:lff (IE”* - [HI?) dxdt. (2.12)
2 JrJms

Es interesante notar que los términos % SIE? dxy % JIH[? dx son respectivamen-
te la energia del campo eléctrico y la energia del campo magnético [Griffiths, 1999,
p-94,p.318]. Deseamos ahora encontrar las ecuaciones de Euler-Lagrange relativas a
(2.12), para esto usemos la calibracién (1.2) y (1.3), entonces (2.12) toma la forma,

S(Ayw)%fwfw(

Para que (2.12) sea finito siempre, vamos a poner como condicién de frontera sobre
Ay @, que ellas y todas sus derivadas tiendan a 0 cuando cualquiera de sus variables
tiende a infinito. Otra condicién que imponemos es que E(—¢) = E(¢) la justificacion
de este hecho son argumentos fisicos, esta se puede encontrar en
[Landau and Lifshitz, 1994, p.52]. Ya con ésto, dispongdmonos a calcular las ecua-
ciones de Maxwell.

0A 2
TR —|V><A|2) dxdt. (2.13)
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= Leyde Gauss

Calculemos la variacion, S(A,¢) con respecto a ¢, 6¢ , via derivada de Ga-
teaux, sea v : R* — R, una funcién los suficientemente diferenciable.

S(Ap+tv)-S(A¢)
t

_Ehoztff'—ﬁtv(;wtw}
=lim — fth
=02t

—llmff (—+V(p) Vv+— IVUI2 dxdt

=ff (E+V(p)-vydxdt

(69, v) = lim

dxdt

‘—+V<p

— +V¢p) Vu+ 2 |\Vv dxdt

Usando (1.2),

(6, v):—ffE-Vvdxdt

Solo resta calcular, f E-Vvdx. Si Bg = {x e R3: |x| < R} para R arbitrario,

pero fijo. Ademdas notemos con E(R, 0, ¢) al campo E cuando la variable ¢ es
fija y E solo depende de las coordenadas esféricas (R, 8, ¢).

f3E~Vvdx= Iim E-Vvdx
R

R—ooJBp
= lim vE-da— lim V-Evdx (Por partes.)
R—o0JoBg R—ooJBy

21
= limf f VE(R,0,p)-da— lun V-Evdx

R—o0 R—ooJBy

:_f V-Evdx (1im E(R,6,¢) = 0).
R3 R—oc0

De donde,

(69, v)z—ffE'Vvdxdt

:ffVEvdxdt
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Para que halla un punto critico, requerimos que (§¢, v) = 0, para todo v. Co-
mo v, es arbitrario:

V-E=0 (2.14)
Esta expresion es la Ley de Gauss en el vacio.

= Ley de Ampere

Calculemos la variacion, S(A, (,0) con respecto a A, 6A , via derivada de Ga-
teaux, sea v: R* — R3, una funcién los suficientemente diferenciable,

S(A+tv¢p)—S(A ®)

(OA,V) = 11m

f” av|?
— +Veo +io| -
r—»02t

—llm—ff IVxA+1tV xv?—|Vxv]®dxdt

ov
—hm—f[Zt( ) —
—0 2t ot

—lim—fth(VXA-va)+IZIVXVIZ dxdt

ff( ) _dth ffoA Vxvdxdt

Nuevamente usando la calibracién (1.2),(1.3), obtenemos,

2
dxdt

'GA
— +Veo

ov|?

dxdt
ar| &

0
(6A,v):—ffE-a—‘;+H-vadxdt. 2.15)

Por un lado,

fo
fE a—vdt lim E-a—vdt
R ot

ot fo—oo J_g
Iim E ov|* OE dt (Por partes)
= . — —_— — .V
lp—o0 at —1y R 6[ p
OE
=— f — -vdt. (Cond. de frontera.)
R Ot

Con esto obtenemos

[ & acas=- ] Zovaca 210
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Ahora calculemos el otro sumando. Usando la identidad

H-Vxv=VxH:-v—-V-(HxV)

Obtenemos,

fH-vadxzf VxH-vdx—f V-HxvV)dx
R3 R3 R3

=f3 VxH-vdx— lim H(R,0,¢) xv-da
R

R—ooJBy

:f VxH-vdx.
R3

Las ultimas dos lineas son obtenidas por el Teorema de la Divergencia y el
hecho de que Rlim H(R,0, ) = 0. Obteniendo asi,
—00

ffH-vadx:ffoH-vdx. 2.17)

Reemplazando (3.33) y (2.17) en (2.15), obtenemos

(6A, V) :ff (% -V ><H)~vdxdt.

Para que halla un punto critico requerimos (6A,v) = 0, para todo v. Dado que
v es arbitrario,

OE
VxH=—. (2.18)
ot

Esta es expresion es la Ley de Ampere en el vacio.

= Leyde Coulomb
Puesto que H=V x A, claramente
V-H=0 (2.19)
Esta expresion es llamada la ley de Coulomb en el vacio.

= Leyde Faraday

Calculemos el rotacional de E,
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=— 9 (VxA)
ot
_ O0H
Tot
En conclusién
OH
VxE=—-—— (2.20)
ot

Esta es la ley de Faraday en el vacio

Juntando (2.14),(2.18),(2.19) y (2.20), obtenemos el sistema de ecuaciones,

O0E
V-E=0 VxH=—
ot
(2.21)
0H
V-H=0 VxE=—-—
ot

Estas son las Ecuaciones de Maxwell en el vacio. Estas serdn de gran importancia en
el trabajo a seguir.
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CAPITULO 3

I_ LAS ECUACIONES DE MAXWELL SEMILINEALES

En este capitulo presentaremos las Ecuaciones de Maxwell Semilineales (EMS), las
cuales se obtienen de un perturbacién del lagrangiano (2.11), obteniendo asi mis-
mo una teoria de Campo Electromagnético. En primer lugar mostraremos que esta
nueva teoria es consistente con la Teoria de la relatividad general. En segundo lugar
estudiaremos lo principales invariantes bajo el movimiento o leyes de conservaciéon
del sistema via Teorema de Noether y por tltimo estudiaremos el caso estatico de
las Ecuaciones de Maxwell Semilineales.

3.1. Deduccion de las ecuaciones

En esta seccidn presentaremos las ecuaciones de Maxwell semilineales. Estas ecua-
ciones son obtenidas por medio de un principio variacional, esta vez aplicado a una
perturbacién de la densidad de lagrangiano y la accién .

3.1.1. Perturbacién de la densidad de lagrangiano

Con el objetivo de obtener unas nuevas ecuaciones de campo, vamos a modificar la
accion (2.11) de la siguiente manera,

2

&= —IVxAP?+ W (A - ¢?)|. 3.1)

1
2

L
or ¢

Donde W :R — Ry A, son como en (1.2) y (1.3). Asila accién toma la forma
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—IVxAP”+ W (A - ¢?)| dxdt. 3.2)

=3 LI

La importancia de escoger el argumento |A|* — ¢? se ver4 en la siguiente seccién.

—+V(p

Ahora vamos a calcular las variaciones Ay d¢

= Variacién 6¢

Calculemos la variacion, S(A, ¢) con respecto a ¢, ¢, via derivada de Gateaux.
Sea v:R* — R, una funcién lo suficientemente diferenciable.

S(A, ¢+ tv)—S(A,w)

(6p,v)= lim 3.3)

_££%2tf/(—+Vw+th
+lim — [f |A|2 (p+1v) )—W(IAIZ—(pZ)) dxdt

Por los célculos de (2.14) sabemos que

z—»othf ( —+V(p+ tVv

2
)dxdt

_’6_1‘+V
ar VY

2) dxdt:ffVEvdxdt
o (2 s wi)oasan

Ahora el segundo término del lado derecho de la igualdad (3.3), toma la forma

_‘OA+V
ar '?

lim ff W (1A - (¢ + 10)?) - W (A2 - ¢?)] dxdr
:sz W' (1A - ¢?)-2¢-vdxdt
:ff ~W' (A -¢?)-@-vdxdt

Juntando lo anterior tenemos

o= [[ |-

Para que haya un punto critico, requerimos que (§¢,v) = 0, para toda v lo
suficientemente diferenciable. Por ésto tltimo debido a la arbitrariedad de v,

(—+V(p) W (AP -¢?*)@|-vdxdt

A
-v-(%w(p)—w’(lAlz—(pz)(p:O 3.4)
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= Variacién 6A

Calculemos la variacion, S(A, ¢) con respecto a A, 5A, via derivada de Gateaux,
seav:R?* — R3, una funcién los suficientemente diferenciable,

(OA, V) = hm S(A+ v, (,0) _S( ('0)

2l (5 v
t—»o 2t ot

_hmthf |V><A+1‘V><v|2 |V x v )dxdt

2 10A
—-|=—+Vgp

2
dxdt
ot )x

+1tin(1)2—tff W (1A + tvl* — p®) - W (1A - ¢?) dxdt

Por los célculos de (2.18) sabemos que
2 16A
—-|=—+Vep

il (G v
tﬂO 2t 6t ot

—lim—ff (IVxA+ 1tV xv|* = |V xv|?) dxdt
=02t

=ff (a—E—VxH)‘vdxdt
Il [-5

El término restante toma la forma

2
)dxdt

-vdxdt.

—+V(p) V x (VxA)

nmlff Liw (A + tvi2 - 0%) - W (A2 - 0%)] dxdi
f W' (1A - ¢?)2A-vdxdt
=f W' (A2 - p?)A-vdxdt.

Juntando los célculos anteriores

(6A, V) = ff

Para que exista un punto critico requerimos que (A, v) = 0, para toda v. Por
ésto ultimo debido a la arbitrariedad de v,

- (—+V(p) V x (VxA)+ W’(IAIZ—(pZ)A vdxdt-

-— —A+V(p) Vx (VxA)+W (A - ¢*)A=0. (3.5)
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Juntando (3.4) y (3.5), obtenemos el sistema

-V- (%+V(p) =W (AP -¢*) ¢ (3.6)
8 (0A
_ ! 2_ 2 _ =z
Vx(VxA) =W (A" -¢°)A at(at+V<p). 3.7)
Fijando
p=W (A -¢%)p, (3.8)
J=W'(IA”” - ¢*)A. (3.9)

Usando la calibracién (1.2),(1.3) y las ecuaciones (2.19),(2.20) conseguimos las si-
guientes ecuaciones:

V-E=p(A¢) (3.10)
OE
Vtzl(A,(p)—FE (3.11)
oH
VxE=—— (3.12)
ot
V-H=0, (3.13)

estas son las ecuaciones de Maxwell en la presencia de materia si interpretamos
o (A, ¢) como la densidad de cargayJ (A, ¢) como el vector de densidad de corriente.
Notes que p y J son funciones de la calibracién asi que estamos en presencia de
una teoria en el sentido de Born-Infeld. De ahora en adelante al sistema (2.5),(2.6) (o
(2.9)-(2.12)) sera llamado Ecuaciones de Maxwell Semilineales o por brevedad EMS.

3.1.2. Perturbacién y materia

Vamos a hacer la siguiente suposicion sobre la perturbacién W definida al principio
dela seccién 3.1.1:

(1) Existen dos constantes 0 <€, €2 < 1 tales que
|[W'(0)] <€l para |f| <1 (3.14)
|W'(0)] = 1] para || = 1+¢; (3.15)
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La interpretacion de esta suposicion es que el término W' (¢) es muy pequefio cuan-
do |t] < 1, en otras palabras W'(¢) es despreciable si |¢| < 1. Por otro lado cuando
|| = 1+€; el término W' () ya no es despreciable pues su valor absoluto ya es mayor
oigual que 1. Entonces cuando ||A(x, 1)|* — ¢ (x, 1)?| = 1, W (|A]* — ¢?) es un término
que no es despreciable, por lo tanto en la regiéon

Q (A ) ={xeR®: A, DI —p (x, 0| = 1},

el término W’ (JAJ? - ¢?) es fuerte, haciendo asi mismo a p = W' (JA> - ¢?)p yaJ =
W' (|Al? — ¢?) A fuertes dentro de Q;, al menos en la regién donde ||A(x, 1)|* — ¢ (x, 1)?]
>1+eo.

Entonces sefialemos dos puntos importantes acerca de lo anterior
1. Como p es fuerte en Qy, significa hay volumen en esa regién del espacio.(Ver
seccién 1.3.1).
2. Como]J es fuerte en Qy, significa que hay un medio material donde la corriente

se mueve. (Ver seccién 1.3.2).

Conclusion:

Como en Q; hay un volumen encerrado y un medio material, esta regién del espa-
cio esté llena de materia en el tiempo ¢.

Por tanto llegamos al sorprendente resultado de que la no linealidad de las EMS
es la responsable de la presencia de materia en el espacio. Ademads la suposicién
(2.13) nos indica que p y J se vuelven despreciables fuera de Q; y las EMS pueden
ser interpretadas como las ecuaciones de Maxwell en el vacio.

3.2. Elprincipio de invarianciay el grupo de Poincaré

En esta seccién estudiaremos las importantes consecuencias de que una densidad
de lagrangiano £ es invariante bajo el grupo de Poincaré.

3.2.1. Invarianciabajo la representacién de un grupo de Lie

Un grupo de Lie es un grupo G, cuyos elementos son puntos de una variedad dife-
renciable de dimensioén finita con la condicién de que la operacién del grupo

GxG—G: (g h)—gh(gheG)

es una funcién C*°[Martin, 2002, p. 243]. Algunos ejemplos son:
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1. R™. Este grupo aditivo es el ejemplo trivial de una variedad diferenciable y
ademds es una grupo de Lie debido a que la funcién R” x R a R” definido por
(X1 Xy Y1ees Yn) = (X1 + Y150, X + yn) €8 CF.

2. GL(n,R). El grupo de las matrices no singulares n x n, GL(n,R), puede ser do-
tado de una estructura de variedad diferenciable viendo cada entrada de una
matriz como las coordenadas de un punto de R". Se denotara g-hal producto
usual de matrices. Si

g 8n hip - g
g=|: o i |wh=| o
8n1 - 8nn hur -+ hup
Entonces
Z;lzlglrhrl Z,'-l:lglrhrn
g-h= : :
Zlegnrhrl Z:Ll 8nrhrn

Como cada entrada en g-h de las matrices g, h es un polinomio en las entradas
de gy de h, la funcién (g, h) — g-h es C®. GL(n,R) es por lo tanto un grupo

de Lie de dimensi6n n2.

Con ésto deseamos saber qué sucede cuando un Grupo de Lie actia sobre un es-
pacio de funciones y las implicaciones de ésto. Un grupo G se dice que actiia en un
conjunto M por la izquierda si existe una transformacién 7': Gx M — M tal que para
todo xe M

1. T.(x) = x, donde e es el elemento identidad de G.

2. T (Tg,(x)) = Tgy,(x) (V8182 € G)
[Martin, 2002]. Al grupo de transformaciones Tg, g € G lo vamos a llamar Represen-
tacion del grupo Lie G . Por ejemplo si u pertenece a algtin espacio de funciones

§(Q,V), (Donde Q < R" y V un espacio vectorial de dimension finita), tomemos
G=R"y heR", larepresentacion T} que actia en f es

(Thu)(x) = u(x— h).

Ya con ésto podemos dar la siguiente definicién [Benci, 2009, p. 275].

Definicién 3.1. Decimos que una densidad de lagrangiano £ es invariante bajo la
representacion Tg del grupo de Lie G si para todo conjunto acotado Q RN*L se
cumple:
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f £ (¢, %, u, v ,0,u) dxdtzf £ (t,x,u,Vu,0.u) dxdt. (3.16)
T,Q Q
Donde u'(t',x") = Tgu(x, 1), y

TeQ:={(x, ) eRV*': (x, ) € Q}.

donde g € Gy (t',x') denota la accién de el elemento g sobre el elemento (x, t) € RN*1,

3.2.2. Lainvariancia de Poincaré

Las ecuaciones fundamentales de la Fisica son invariantes bajo la accién del grupo
de Poincaré, este es el principio basico sobre el cual la teoria especial de la relativi-
dad esta basada [Scheck, 2005, p.248]:

Postulado 3.1. (Postulado de la relatividad general) Las leyes de la naturaleza son
invariantes bajo el grupo de Poincaré (3, o).

Es decir que si probamos que las leyes de alguna teoria fisica son invariantes bajo la
accion del grupo de Poincaré 3, esta teoria serd entonces consistente con la relativi-
dad especial y por tanto podremos usar todas sus herramientas en nuestro estudio.
A continuacién haremos una exposicién del grupo de Poincaré y el espacio tiempo
de Minkowski.

RN+1

El Espacio-Tiempo de Minkowski es con la forma bilineal

N
(X ¥)y =—Xoyo+ ) xiyi
i=1

la cual induce la forma cuadratica

N
) 2
XI5, = —xg + ) X; 3.17)
i=1
Los vectores de Minkowski v = (vy,..., Un) = (vo,V) son clasificados segtin su natu-
raleza causal como sigue:

= Si (v,v)p > 0 el vector v es llamado espacial, ésto debido a que si ésto ulti-
N 2 1 ” sl .
mo se cumple Y ;- , v5 > vp, es decir que en ese punto hay "mds” espacio que
tiempo.

= Si (v,v)p < 0 el vector v es llamado del femporal, ésto debido a que si ésto
altimo se cumple Zé\i 1 vf < vy, es decir que en ese punto hay "mas” tiempo
que espacio.
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= Si (v, v)p =0 esllamado del tipo luz.

Cuando N = 3 el conjunto de vectores del tipo luz, forman el cono — vé + v% + vg + vg =
0, conocido como el cono de luz. Por las definiciones anteriores, vectores espacia-
les se encuentran dentro del cono y vectores temporales son encontrados afuera

del mismo. Vectores temporales para los cuales vy > 0(< 0) se dice que apuntan al
futuro-pasado Ver Figura (3.2.2).

Figura 3.1: Cono de Luz de Minkowski.

El grupo de Poincaré 3, por definicién, es el grupo de transformaciones en RV*! el

cual preserva la forma cuadréatica (3.17) y por lo tanto, al aplicar cualquier transfor-
macién en B3 no afecta la naturaleza causal.

En el "mundo real” tenemos N = 3 y el grupo de Poincaré es un grupo de Lie de 10
pardametros generado por las siguientes transformaciones de un pardmetro:

= Traslaciones espaciales en las direcciones x;, x» y x3:
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Tenx; | Tenx, | T.en x3
x| xi+n X1 X1
X, X Xo+ T2 X2
x; X3 X3 X3+13
t t t t

Cuadro 3.1: Grupo de las traslaciones con pardmetros ry, 12, 3.

Esta invariancia garantiza que el espacio es homogéneo. Es decir. que las leyes
de la fisica son independientes del espacio: Si un experimento es hecho aqui
o all4, éste nos da los mismos resultados.

= Rotaciones espaciales:

R. en el eje x;

R.enel eje x

R.enel eje x3

xl X1
X, | X2cos0; — x3sinf,
X5 | Xx2sinf; + x3cos6;
t t

X1 cosfy — x3sin6;
X2

X1 8in0, + x3cos6;
t

X1 cosf3 — xpsinf;
X1 8inf3 + x» cos O3
X3
t

Cuadro 3.2: Grupo de las rotaciones con pardmetros 6, 65, 6s.

Esta invariancia garantiza que el espacio es isotrépico, es decir que las leyes
de la fisica son independientes de la orientacién.

= Traslaciones temporales:

T.ent
/
X 1 X1
x X
x; X3
| t+1

Cuadro 3.3: Grupo de traslaciones temporales con pardmetro f.

Esta invariancia garantiza que el tiempo es isotrépico, es decir que las leyes de
la fisica son independientes del tiempo: si un experimento es hecho temprano
o tarde, este nos debe dar los mismo resultados.

= Impulsos de Lorentz:
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L.enelejex; | l.enelejex, | I.eneleje x3

x| ya-unn X1 X1
X, Xo Y (X2 = v21) X2
x4 X3 X3 ¥ (x5 — v31)

! yt-uvx) ¥ (t— v2x2) ¥ (t—v3x3)

Cuadro 3.4: Grupo de los impulsos de Lorentz con pardmetros vy, V2, Us.

donde
1
V=7
V1i-v
con v =v;, 1 =1,2,3. Esta invariancia es un hecho empirico.
= Por ultimo tenemos la inversién temporal, t — —t, y la inversién de paridad

(x1, X2, x3) — (—x1, —X2,—X3) .

En adelante vamos a denotar las traslaciones con subindices, estos nos indicardn en
qué eje estd actuando la transformacioén de Poincaré. Para i =1,2,3,

Traslaciones con pardmetro r;, en el eje x;, seran denotadas por T;,,

Rotaciones con parametro 8;, en el eje x;, seran denotadas por Ry,,

Traslaciones temporales con pardmetro £, serdn denotadas por Ty,

Impulsos de Lorentz con pardmetro v;, en la direccion del eje x;, serdn deno-
tados por I,,.

A manera de ejemplo, para ver que efectivamente el grupo de Poincaré 3 conserva

la forma cuadrética (3.17), tomemos w = (#, w;, w2, w3) y un impulso de Lorentz en
la direccién xy, I,,

| L w5y = = (¥ (to — viwn)” + (y (w1 = v1 D)% + (w2)? + (w3)?
=y (- (1-03) 5 + (1 - v}) wi) + (w2)? + (ws)?
=~ (10)* + (w1)* + (w2)? + (w3)?

2
=|W|M

Ahora consideremos la manera en la cual cada subgrupo del Grupo de Poincaré 3
acttia sobre un campo vectorial U = (A, ¢) € R*:
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Sige Ry, Iy,: TgU(x,0)=gU(g ' (x,0)
VgeP
Sige T, Tyy: TgUx,)=U (g7 (x,1)

[Badiale et al., 2001]

En lo subsecuente vamos a probar que el Lagrangiano (3.1) es invariante bajo la
accion del grupo de Poincaré.

Observacién 1. Si desea, el lector puede intentar verificar la invariancia de (3.1) di-
rectamente bajo el grupo de Poincare ‘3, sin embargo cuando se trate el término

2hJe

se podrd dar cuenta que los célculos se hacen practicamente imposibles de realizar,
debido a la gran cantidad de términos que aparecen y la carencia de simplificacio-
nes. Por estas razones vamos a calcular la invariancia indirectamente de la siguiente
manera. Como veremos la densidad de lagrangiano mas simple invariante bajo la
accion del grupo de Poincaré 3 es

0A 2
FTRaL’ —|VxA|2) dxdt (3.18)

0¢p)? 0A|?
2:|V¢|Z—(a—"t’) —|VA|2+'E

’

obteniendo asi el funcional

v(ag)= %fRfRS (lvtﬂlz—(z—f)z—|VA|2+‘gL?

dondesiA = (A3, Ay, A3), IVAI2 = |VA; 12 +|VAs |2+ |VA3|2. Asumiendo como siempre
en esta monografia que A y sus derivadas tienen todas las propiedades de integra-
cién necesarias. Vamos a transformar el funcional anterior por medio de los célculos
que siguen.

2
) dxdt (3.19)

Primero notemos que

3
fIVAIdedtzf Y VA;-VA;dxdt
R R iz

fijemos nuevamente Bg = {x eR3:|x| < R}, por lo tanto para i = 1,2, 3, laintegracion
por partes nos da
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lim VAi . VAi dx= lem AiVAi -da- lim V. (VAi) Al‘ dx

R—ooJBy —00J3Bg R—ooJBy

=—lim | V-(VA;) dx

R—o0JBp

= —f (VZA,')A,' dx.
R3
Por lo tanto,

3
f IVAJ? dx:f Y VA;-VA;dx
R3 R =1

3
:—fSZVZAiAidx
R

i=1

= —f V2A-Adx
R3

recordando la identidad algebraica —V2A=VxVxA-V(V-A)

fIVAIde=f (VxVxA)-Adx—f V(V-A)-Adx.
R3 R3 R3

Para terminar solo resta calcular las dos integrales del lado derecho. Para ésto utili-
cemos la identidad V- (AxB) =B-(VxA)—A-(VxB), con B=V xA, para obtener
(VxVxA)-A=|VxA[>?-V-(Ax (VxA)). Con ésto

3(VxVxA)-Adx:l%im IVxAIZ—V'(Ax(VxA))dx
R

—o00JBp

= lim IVxAIde—[R%im Ax (VxA)-da

R—o0 Bgr —o00J3Bp

:f IV x A% dx.
RS

Para la integral del lado derecho, usamos integracién por partes

fSA-V(V-A) dxzigim (V'A)A-da—Rlim (V-A)(V-A) dx
R

—00JOBR —0JBg

= —f (V-A)? dx
IR3
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juntando todo lo anterior

fIVAIdedt:f IV x A2+ (V-A)?
R4 R4

por lo tanto reemplazando en (3.19),

) N

ar

En segunda medida,

1 0A

ot ot

2 2
V(A,w):-f |Vo|* IV x AP +|— _((6_(;)) +20—¢(V-A)+(V-A)2)
RJR3 ot

+26—¢(V-A) dxdt
ot

1 2 , |0A? ((3(,0 )2
== Vol - IVxAP+|—| -|=+(V-A
ZfRfRslwl VXAl +| = o+ (VA

o
2L (V.A) dxdt
+25, (VA dx

recordemos que Ay ¢ satisfacen la ecuacién % +V-A=0, asi

ffRs (|V<p| —|VxAP+
L5

—2— V(p)

2 6(,0
—_— 2— (V-A
3 + 3 ( )) dxdt

N 2— Vo + |Vl —|V><A|2+2 - (V-A)
dx

0A 3l7) 0A
—+V VxAP+2— (V-A)—2— -Vo|dxdt
fuefws( of vl ar VA2 (p)x
0A
calculemos f — (V-A) - 6_ Ve dxdt. Tomemos en primer lugar

810 T O
— (V-A)dt=1i — (V-A
fRat( = TE&L or VAL
. . 0A
:TILIEO(VA)(,O [ V — |pdt (Por partes)

ot
0A
V.-— t
fR( at)"’d

) asa
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obteniendo asi

oA
f—(v A)dt= —fw(v E)(pdt

Deseamos ahora «cambiar de lugar» la divergencia en la integral anterior. Integre-
mos entonces sobre las coordenadas espaciales

0A 0A
fRS(V 6t)(pdx—1;1_120 BR(V-E)¢dx
0A
= I — —d
fim [ 05y da- [ V-5 ax
0A
= —d
R3 Vo ot -

Reemplazando en lo anterior

ffg—(v A)dxdt—f/ —-Vedxdt
RJR

ya podemos concluir que

1 oA 2 0A
A(p):—ff —+ Vo |V><A|2+2 (V A)-2— -Vedxdt
2 RJR3 al’ 01‘

1 0A 2 , .0A 0A
:_/f —+Vp| - IVxA"+2— Vo -2— -Vopdxdt
RJR3

at ar at
1 0A 2
== — +Vo| —|VxAP?dxdt
2[[|ququ3 6t+ 0] IV xA|“dx

por lo tanto hemos llegado a que los términos (3.18) y (3.19) son idénticos, por tanto
cualquier propiedad que satisfaga (3.19) serd hereda naturalmente a (3.18).

Calculemos, la invariancia para cada subgrupo de 3 por separado. Se usara de aqui
en adelante la notacién de la Definicion 2.1

Traslaciones espaciales y temporales: Para este caso probaremos la invariancia pa-
ra una traslacién en la direccién x;. Para las demds direcciones el proceso es idén-
tico. Sea Q c R* acotado, sea T; la representacion de las traslaciones en la direccién
X1, entonces pongamos la ecuacion (3.16) en los términos que necesitamos
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f Z (¢, X' u',vu',0,u') dxdrt,
+Q

con T, Q:={(x1 +1,%2, X3, 1) €R*: (x1, X2, x3, 1) € Q}, la expresion anterior es equiva-
lente a

0A 2 )
E (T_rX) + V@ (T_¢x)| — [V x A(T_yx)|

1
f E(I’,x’,u',Vu',Gtu')dxdt:—f (
T,Q 2Jr.0

+W (IA(T_x) > — ¢ (T_yx)?)) dxdt

donde T_,x = (x1 —1,Xx2,x3,¢) = (U, U, u3, 7) = u = (u,1), apliquemos entonces la
férmula de cambio de variables con x; = uy + 1, Xo = Uy, U3 = X3,y t = 7 y transfor-
mandose la regién de integracién a

2

1 2
—Vx xA(u)]

0A
f Z(t,x' u,vu',0,u) dxdtz—f ('—(u)+Vx<p(u)
T,Q 2 Ja\| ot

0 (xlyx2)-x3) t)

2 2
+W(A@PF-p@?) Zomo s

) dudr

0 (xlrx2)x3r t)

Calculemos —,
0 (u1, Uz, u3, T)

ox1 0x1  0x1  Oxp

ouy ouy ous ot

dxp v O dxp| |1 0 0 0
6(x1)x2rx3) t) _ aul 6142 au3 ot _ 0 1 0 O -1
Olun,uz,u3,7)  ow 0 9w oyl |0 0 10

dus Oup Ous ot 0 0 0 1

TR TR TR

u 1y u3 T

de ésto
2

oA )
5; WV — [V, xAW)

1
f &z (¢, x',u,vu',0,u) dxdtz—/
T,Q 2 Ja

+W (AW -9 W?) dudr
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Sin embargo, todavia falta notar que las derivadas estdn en términos de x y ¢, y noso-
tros las necesitamos en términos de u y 7. Para ésto usemos la férmula de la derivada
de la composicion de funciones,

Op(u) _ dp(u) duy . Op(u) Ouy . O¢(u) Oug . dp(u) ot
dx1  Oup 0x; Oup 0x; Oug 0x; 0T 0x
_ Op(u)

B 0u1

Op(u) _ dp(u) duy N Op(u) duy N Op(u) dug N dp(u) 01
dx,  Ouy 0xy 0uy, 0xy Ousz 0xy 0t 0xo
_ Op(u)

- ale

Op(u) _ Op(u) % N Op(u) % . Op(u) % . Op(u) 6_1
6.)63 0u1 6)63 6u2 6)63 dug 0)63 ot 6.)63
_Op(uw)
" ous

Op(u) _ Op(u) di N 0p(u) % N 0p(u) % N Op(u) 6_1
ot ou; Ot ou, Ot Ouz Ot ot Ot
_Op()
© ot

observemos que las férmulas anteriores también se cumplen para A. Por tanto los
rotacionales, divergencias y gradientes en términos de x y t, son equivalentes, que
con los términos uy 7. Reemplazando en la tltima integral,

1 0A 2
f ﬁf(t’,x’,u’,w’,atu’)dxdt=—f('—(u)+vucp(u) —Vy x A
T,Q 2Jal\|0T

+W(|A(u)|2 - (p(u)z)) dudt

=f ZL(t,x,u,Vu,0;u) dxdt.
Q

Los célculos para las traslaciones espaciales en x», x3 y las traslaciones temporales
en t son idénticos, por tanto llegamos a que el lagrangiano (3.2) es invariante bajo
las traslaciones espaciales y temporales.

Rotaciones espaciales: Para este caso probaremos la invariancia alrededor del eje
x1. Paralarotaciones en los otros ejes el proceso es idéntico. Sea Q R* acotado, sea
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Ry la representacion de las rotaciones en alrededor del eje x;. entonces pongamos
la ecuacion (3.16) en los términos que necesitamos

f £ (¢, x,u',vu',0,u') dxdst,
RpQ

con RyQ:={(x1, x2 cosO — x3sin6, x, sin6 + x3 cosb, 1) € R*: (x1, x, x3, 1) € Q}.

Las rotaciones acttian en U(x) = (A(x), ¢(x)) de la forma

RoU(x) = goU (g, ' %)
= (A1 ("), A2(x') cos O — A3(x) sin6, A» (x) sin + A3 (x), p(x")
— (A/,(p’)

donde gy eslarotacién en el eje x; y con x’ = (x1, X2 cosO + x3 senf, —x, sinf + x3 cosf, ).
Con esta notacién vamos a probar que

oA’ 2
E +Vx(p' - |Vx XA,|2 dxdt

1
f Z (X u,vu',6.u) dxdt,:—f
RyQ 2 JryQ

1 12 2
+EngQW(|A| - )dxdt.

Primero tratemos la tltima integral, como

2% = (A1 ()% + (A (x') cosO — A3(x')sin0) + Az (x') sin6 + A3(x') cosB)’

A
- p(x)?
= (A1(x")" + (A2(x")? cos? 6 — 24, (x") A3 (x) cosOsin 6 + (A3 (x')) sin® 0
+ (A2 (x’))2 sin @ + 2 A, (x') A3 (x') cosOsinf + (A3 (x’))2 cos?0 — p(x')?
= (A1) + (A2()) + (A3 (X)) - ()2
= A [* - p(x)?

reemplazando ésto, obtenemos que,

fRGQWUA,\Z—(pQ) d“”:f}wW(|A(xl)|2—‘l’(x')2) dxdt
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Ahora deseamos usar la formula de cambio de variables, hagamos u = (i, 1) = ¥/,
por tanto x = gguy X1 = U, X2 = Uy cosf — uzsinf, x3 = upsinf + ugcosfy t = . Por
tanto, el jacobiano del cambio de variables es

6x1
0u2
0x, Oxp Oxp 1 0 0
0(x1,%2,Xx3,8) |0wm Oup  Ous 0T 0 cosf —sinf .
— = = ) =cos®f+sin®6 = 1.
ox 0 sinf@ cos@
Ox
0142
ot
up

dus Ot 0 0 0
0

0(u,uz,u3,7) | gx

= o O O

Asila formula de sustitucion la region de integracion es g, 1R Q=0Q

f W(|A’|2—<p’2)dxdt=f W (|A)|* - p(x)?) dxdt
ReQ ReQ

0(x1, X2, X3, 1)
= W {|A(a 2_ ll2 —————dudrt
j(; (l ( )l (p( ) ) 6(u1, uz, u3rT)

= f W (1AW - pw?) dudr.
Q

Ahora, s6lo nos falta calcular la invariancia de la primera integral, pero por la Obser-
vacion 1. ésto es lo mismo que probar que el funcional (3.19) es invariante bajo la
accion de las rotaciones en el eje x1, ésto es

). o =G -t |5

Sustituyendo x’' = u, como en la parte superior, tenemos, que la expresion anterior
es

2
dxdt.

0A' (w)

1 0 z
A R e TR

2
)dudr.

Ahora necesitamos poner las derivadas que estdn en términos de x y ¢ en términos

de u y 7, para eso usemos la férmula de la derivada de una composicién de funcio-
nes o regla de la cidena
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Op(u) _ dp(u) duy . Op(u) Ouy . O¢(u) Oug . dp(u) ot

0x; ou; 0xp ouy 0x; Ouz 0x; 0t 0x1
Op(u)
0u1

Op(u) _ 0p(u) duy N O¢(u) Oup N O¢(u) Oug N dp(u) ot

0xo ou; 0xp Ouy, 0x Ousz 0xy 0t 0xo
= Ipw cosf — Ipw sinf
0Lt2 0Lt3

Op(u) _ dp(u) duy N Op(u) Oup . O¢(u) Oug . dp(u) ot

0x3 ou; 0xs3 Ouy 0x3 Ouz 0x3 0t 0x3
= Iptw) sinf + Ipw) cosf
auz us

0p(u) _ Op(u) aﬂ N Op(u) % N Op(u) % . op(u) 6_1
ot ou; Ot ou, Ot Ouz Ot ot Ot
Op(u)
ot

notemos que las mismas férmulas valen para A(u), entonces

. 6<P(u))2_(6q0(u))2 (6<P(u))2 (aw(u))z_(&p(u))z
|Vip)] ( or ) =\ o + o5 + oxs ot
_ (G0 (e 0 )2
_( ouy ) +( Ouy cos? Oug sind
dpw) . dp f%%@f
+ oty sm6+au3 cosf o7
2 2
_ (aw(u)) .\ (690(11)) cos2—220W 0PM) 0 ing
ouy duy Ouy Ous

2 2
+ (_Oép(u) ) sin®0 + (_Ggp(u) ) sin®6

us uz
@) )2 W20 (Oqo(u) )2

+2 0(p(u) Iplw osesin0+( E

Ou, Oug us ot
_(Ow(u)) +(6<p(u)) (éw(u)) (0<p(u))
“\ ouy Ouy ouz
_ 2 (9p(u)
—lvu(P(u)l ( o1 )
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Ahora usando las formulas obtenidas anteriormente,

'6A’(u) 2_(6A1(u) 0w o AW o dhm) 0+6A3(u))
or | \Tor ' ar O or W S ot
0A1(u) 0Az(u) 0Az(m) ., 0Ax(u) . 0A3(u)
= , cosf — sinf, sinf +
ot ot ot
~ ‘GA’(u) 2
| ot

Por los célculos anteriores, llegamos a que |V x(p(u)|2 = |Vu(p(u)|2, por tanto apli-
cando ésto a cada A;, llegamos a que

3
IV AW =Y IV A )
i=1

juntando todas nuestras cuentas,

1 . 6<p’(u))2_ ;g2 ‘OA’(u)z
szBQ(vaw(un (228) 9. wf + |22 ) dear
_1 2 6(p(u))2_ , |0Aw) 2)
—zfg(lvuw(wl (—6r VAP +| ==\ | dudr

Y por la Observacion 2, se puede concluir que

A
-3 1L

ya con ésto tenemos

0A’ (w)

ot

0A (u)
ot

+ Vo' ()

2
—|vxxA’(u)|2) dxdt

2

+Vyup(u)

—|Vy xA(u)Iz) dudt
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oA’ 2
— + V| |V xA'|* dxdt

1
f Z (X u,vu',0,u) dxdt:—f
RpQ Ry | Ot

2

1 2 2
+ELHQW(|A| - )dxdt

:f L (t,x,u,Vu,0;u) dudt
Q

los célculos para las rotaciones en los ejes x, y x3 son andlogos, por tanto llegamos
a que el lagrangiano (3.2) es invariante bajo las rotaciones.

Impulsos de Lorentz: Para este caso probaremos la invariancia para el impulso en el
eje x;. Para los impulsos en los otros ejes el proceso es idéntico. Sea Q < R* acotado,
sea I, larepresentacién de los impulsos en el eje x; . Entonces pongamos la ecuacién
(3.16) en los términos que necesitamos

f £ (¢, x,u',vu',0,u') dxdst,
,Q

con I,Q:={(y(x1 + v1), x2, %3,y (t + vx1)) € R* : (x1, X2, X3, 1) € Q}.

Los impulsos en la direccion x; acttian en U(x) = (A(x),(p(x)) de la forma,

LU =g,U(g,' %)
= (y (A1 (&) = vp(xN), A2 (X)), A3 (x), 7 (9(x)) — v AL (X))
= (A" ¢')

gy eselimpulso en el eje x; con x’ = (y(xl - Vi), X2, x3,Y(t— vxl)). Con esta notacién
vamos a probar que

aAI 2
— + V| —|Vy ><A/|2 dxdt

ot

1
f £ (¢, x,u,vu',6.u) dxdt,:—f
1,Q 2Jn,0

1 12 2
+5/IVQW(|A| - )dxdt

Primero tratemos la tiltima integral, como
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IA]* =9 = y? (A1 = vp(N)* + (A2 () + (A3 ()" =12 () — v A (x))?
=12 (A1 (X))? = 2y2 v AL () + Y2 P ()2 + (A2(x) + (As(x))?
—Y2o(x")? + 272 v A (X (x) - y* v? (A (x’))2

= (2= v3?) (A1) + (A2 ()% + (A3 () = (v2 - v*y?) p(x)?
ycomo y% - v?y? =1

AP =% = (A1 (x")* + (A (x)? + (A3 (x))* — p(x)?
— |A(x’)|2 —(p(xl)z

reemplazando ésto, obtenemos que,
f w (A -7 dxdt:f w(|AC| - p(x')?) dxdr
,Q 1,Q

Ahora deseamos usar la formula de cambio de variables, hagamos u = (1, 7) = x/, por
tanto x = gyuy x; =y(U1—vT), X2 = Uy, X3 = U3 y t = (T — vu,), por tanto el jacobiano
del cambio de variables es

ox  0x  0x  Ox

ouy Oy Ous ot

Oxp  0xp 0xp 0xp y 000
0(x1,%,X3,8) |00 0w Ous 9T 1 g 1 0 0 2oy
O, Uzo U3, T)  owy  oxy 0wy ow| [0 0 10 .

dus Oup Ouz Ot -vy 0 0 vy

TR TR TR 11

oy ouy Ous ot

Por tanto, por la férmula de sustitucién la regién de integracién es g, ' I,Q = Q

vaW(|A'|2—<p’2) dxdtzfl QW(|A(x’)|2—<p(x’)2) dxdr

v

0(x1,X2,x3,1)
= | W(AW? - pw)?) —==22"" dudt
fQ ( e )5(u1,u2,u3,ﬂ

= f W (IA@* - pw)?) dudr.
Q

Ahora, solo nos falta calcular la invariancia de la primera integral, pero por la Obser-
vacion 1, ésto es lo mismo que probar que el funcional (3.19) es invariante bajo la
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accion de los impulsos de Lorentz en el eje x; . ésto equivale a probar que la siguiente
integral

!

1 712 0(/)’ 2 712 0A 2
EfIUQ|Vx(p| ‘(E) - v+ | S| dvar

cumple la Definicién 3.1.
Sustituyendo x’' = u, como en la parte superior, tenemos, que la expresion anterior
es

2
dudr.

1 2 0<p(u))2_ o |2 ‘aA’(u)
zfﬂlvmu)l (at VoA @]+ | =

Ahora necesitamos poner las derivadas que estdn en términos de x y ¢ en términos
de uy 7, para eso usemos la férmula de la regla de la cadena

Op(u) _ dp(u) duy N Op(u) duy N O (u) dus N dp(u) o1

0x; ou; 0xp ouy, 0xp Ouz 0x; 0t 0x;
dp(u) dp(u)
= —+ —_—
Y ouy vr ot

Op) _ Op(w) duy  Op(w) dup  Op(w) Ous  Op(w) Ot

0x; ou; 0xp Ouy 0xp Ousz 0xp ot 6_x2
:6<p(u)
dug

Op(u) _ d¢p(u) duy . Op(u) duy . O¢p(u) dug N Op(u) ot

0x3 ou; 0xs Ouy 0x3 Ousz 0x3 ot a_x3
_Op(u)
0u3

Op(w) _ Op(w) duy  Op(w) Jup  Op(w) Gus  Op(w ot

ot Ou; Ot Oup Ot Ouz Ot 0t Ot

Op(u) O0p(u)
ouy Y ot

Ya con estas férmulas para las derivadas de ¢ (u) (A (u)), podemos llegar a la siguien-
te formula 1til,
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2 6<p(u))2 (Otp‘ 6¢)2 (6 2 (0<p)2 ( o 6<p)2
Y - =|ly—/—vy— — —| —|lvy=—/—+y=—
V2 ) ( ot Y(?ul Vor " Ouy " us ”yaulwar
_<P_<P 22 0_<ﬂ)2 0_<ﬂ)2 (0_4’)2
e e g St () ) e
d¢ 20<p0<p 2(0¢)2
2 _ 7 -
Y( ) Y ouy 0t Y ot
0 2 2
R EE
aul 6u2 aug T
2
2 (0¢
=|Vupl" - =] .
Vgl (61)
Notemos que las mismas férmulas valen para A(u), por tanto.
09’ () \? A(p) — vA; () )?
V.o’ @)]* - (";_t) = |Vay o - vA; )] - (Y‘Pa—tl)

=12 |Vep@)|* =20y Vo) - Vi A + 02y? |V A2

Op 2 50 (1) 0A; (w) 5 2(6A1 (u))2
¥ (ar) Y e "o o1

2 2 Otp(u))z)
=y (le(p(ll)l ( a1

0A; (u))z)
ot

+ UZYZ(IVXAl (u)lz—(

50 (1) 0A; (0

f— 2 .
2vy°Vyxp ) -ViA; () +2vy a1 T

Por la cuentas anteriores tenemos |V ¢ (u)|2 (a‘p(")) |Vu(p(u)| - (aq’(u)) ,

oz (09’ @) 2( 2_(5<P(ll))2)
Vo' ()] (—at )—7/ |Vup )] 5

0A; (w))?
+U2Y2(|vuA1 (u)lz—(al—r) )
zatp (w) 0A; (W)

—20y*V V. A 20
vy“Vyp)-VyA; (u) + ar  or

Por otro lado, nos falta transformar la expresiéon |V A (u)| - . Usando las

(6A’ (u))2
ot

férmulas anteriores,
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YA () - vyp (w) )2

2 (9
+ |nyA1 (w) — vny(p| - ( a7

3 . 2
-3 Wi - (22
i=2 ot

0A 0 2
+|YVxA1(u)—uyvx(p|2_(,, 1w w(u))

or VT or
3 0A; (w))?
=Y IV, A ) - ’—)
F;' u l(u)| ( o1
+Y? VAL )[? = 20y* Vi (1) - Vi A ()

2
+ 02 [Vep )* -y (OA(; t(u))

,0A1 (w) 6_(p_ 2 z(a(p(u))Z

t2vy ot ot ot

3 i 2
=Y IVuA - (M)
i=2

ot
0A; (u))?
+12 |1V, A (u)|2—(01—1“) )
A (u))?
o -(252

2 0A; (W) 6_(,0

o at—ZVYZVx(p(u)'VxAl(u)

+2vy

Ya con ésto obtenemos
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2 (09 W)’ » (0A'())?
|V’ (W] —( T )—|va’(u)| +( T )
A (u)\?
- o[22
A 2
+v2y2(|vuA1 (u)|2—(%) )

,0¢p (1) 0A; (W)

—ZU)/ZVx(p(u)-VxAl (u) +2vy

ot ot
0A; (u)\?
—yz(qul (“)'2"(61—1) )
dp (u))?
2.2 2_(09
a2
0A 0
—2vy2%a—q; +2vy2Vx(p(u)-VxA1 (u)
3 0A; (w))?
_ . 2 _ |
izzz IVyA; (w)] ( T ) ]

Cancelando términos y asociando términos semejantes, y usando y? — v?y? = 1,

d¢' () 0A’ () )
|VX""(“)|2‘(—at )—lva’(u)|2+ S )
6 2
(-7 {252
2
- (y*-v*y?) (|vuAl W) - (M) )
ot

3 A; (w)\2
_ . 2 _ [P

> | IVutswi ( - ) ]

0 2 A 2
=(|Vu<p(u>|2—($) )—(lvuA1 (u)|2—(1—(“)) )
T ot

3 dA; (w)\?
_ . 2 _ [ AR

> | 9u ( 4 ) ]
_ 2_ M)Z)_ 3 . 2_(M)2]
—(|vu<p(u)| ( = ; IV, A; ()] P
- 2_[(Opw)? 2, (0AMW)?
=|Vup )] —( > )—|vuA(u)| +( - )

juntando todas nuestras cuentas,
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1 2 a<p’(u))2_ e ‘OA’(u) 2
zflyglvxq’ (W) ( e VoA @+ | — = dxdt
_1 2 6(,0(u))2_ » |0A@ [?
_Zfﬂivu‘/’(“)i ( o7 Vi AW|” + o7 dudr.

Y por la Observacion 2, se puede concluir que

1
2[1,,9
_1
-3,

ya con ésto, tenemos

2

0A/
() —|V,C><A’(u)|2 dxdt

ot
0A (u)
ot

+ Vo' ()

2
—|Vy ><A(u)|2 dudrt

+Vyup(u)

oA/ 2

1
LUQE(I',x',u',Vu',atu') dxdt:EfIUQ E+Vx(p' —|Vx><A’|2 dxdt
1 112 ”
+§fIVQW(|A| ~¢"?) dxdt

:f ZL(t,x,u,Vu,0;u) dudrt
Q

los célculos para los impulsos en los ejes x» y x3 son anédlogos, por tanto llegamos a
que el lagrangiano (3.2) es invariante bajo los impulsos de Lorentz.

Inversiones temporales y Inversiones de Paridad Este caso se obtiene simplemente
aplicando la férmula de sustitucion en (3.2).

Con ésto probamos que el Lagrangiano (3.1) es invariante bajo el grupo de Poincare,
por tanto las EMS son consistentes con la relatividad general.

3.3. Teorema de Noether

El Teorema Noether afirma que si el Lagrangiano es invariante bajo un grupo de
transformaciones de un pardmetro, las soluciones suaves y que decaen suficiente-
mente rdpido a las ecuaciones de Euler-Lagrange, satisfacen algunas leyes de con-
servacion.

Esta seccién vamos a seguir las ideas de [Benci, 2009].

De las ecuaciones de Maxwell se puede deducir la ecuacién de continuidad % +V-
J =0 donde p yJ representan la carga y la corriente eléctrica respectivamente. Esta
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ecuacion implica la conservacion de la carga en todo el espacio. Sin embargo, pode-
mos formular un resultado andlogo en donde p y J no necesariamente representan
la carga y la corriente eléctrica.

Lema3.1. Sea p:RV*! — RyJ:RN*! — RN dos funciones suaves que satisfacen la

ecuacioén de continuidad

dp
—+V-J=0
ac TV

y para todo ¢
p(,0), g—‘:(-, nyJe, el (RY)
Entonces, para todo ¢
%‘[Rnp(x,t)dxzo
Demostracion. Sea

BR:{xEIRN:Ix|<R},R>O;

Entonces, Integremos la ecuacién de continuidad sobre Br para R > 0 arbitrario
pero fijo. Obtenemos

0 O0p(x,t)
= ,Ddx|= d
5 | =| [ 250 as
=/ V-Jdx
Br
= f (J-n) da’ (Teorema de la Divergencia)
4B
sf J-nldo
4B

n denota el vector normal unitario.

Definimos

¢:(0,00) =R

R~ ¢(R) :f J-n|do
dBg
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Denotamos con

0
= lim |— ,
a REIolo ot BRp(x ndx

@ < oo asi definido tiene sentido porque J(-, ) € L' (RY) y solamente tiene dos opcio-
nes excluyentes @ > 0 0 a = 0. Supongamos que a > 0 a partir de cierto Ry la gréfica
de ¢ estd por encima de « (Ver figura (3.3)),

0p(t,x)
fBR ot dx

| | | |

T T T T T T
Ry R

Figura 3.2: Esquema de la funcién ¢

De este modo

fl]-nldozf @(R)dR
RN 0

R() (o0}
=f (p(R)dR+=f @((R)dR
0

Ro
RO (o0}
> @(R) dR+=f adR
0 Ry
=00

lo que contradice el hecho que J € LY®RYN). Por tal razén a = 0

0
a‘[wp(x, Hdx=0.

Decimos que una integral de una funcién ¢(x, t) es una integral de movimiento si

5
: f $x, ) dx =0 (3.20)
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ésto quiero decir que la integral en (3.20) es una cantidad que se conservaen el tiem-
po.

Supongamos que un Lagrangiano es invariante bajo la accién Ty de algtin grupo
de Lie G. Denotamos por Tg(y) (A € R) a la accién de un subgrupo uni-pardmetrico
{g} 1er- NOtese que este subgrupo bien es isomorfo a S! 0 aR. Usaremos la nota-
cién

uy = Tg(l) u, (321)

y si el grupo también acttia sobre las variables, fijemos

t,1 = Tg(l) 3 (322)
Xy = Tg(,l)x. (3.23)

Por ejemplo, considere el primer impulso de Lorentz, (Ver Tabla (3.4); en este caso
el parametro A es la primera componente de la velocidad v, y tenemos

Uy = u(ty, X1,p, X2, X3).

A continuacién usaremos un lema de cardacter técnico:

Lema 3.2. Si Z esinvariante con respecto a un grupo de Lie de un parametro g(A),
entonces

0
— [f L (ty, x2,uy,Vuy,0:uy) o(xy, t))dxdte =0
oA |Ja A=0

donde Q = [1g, 1] xRN y g € C°(Q).

Demostracién. Utilizaremos una técnica de aproximacién de funciones suaves para
@, por funciones escalonadas de la siguiente manera. Para cada € > 0, definimos los
dominios

Qj:{(t,)c)e[R{N+1 cje<@x, 1) < (j+1De}

y una funcién
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Pe=)_ jexa;
Jjez

Sie — 0, pc(x) — @(x), pero también ¢, — ¢ en LY. SI ) es suficientemente pequeno,
el soporte de ¢(x,, t)) estd contenido en Q, tenemos que

f Z (t/lrxl! ul!vuﬂratul) (Pe(x}u t/l) dxdt
Q

:L[g(t)bxbu/bvubatu/l)ZjGXTgWQ]- dxdt
jez

= Z ]6[ [ (ty,xp, up,Vuy,0:uy)l dxdt
jez TeQ2j

=) jef (£ (t,x,u,Vu,0,u)] dxdt
Jjez Q;

=f L(t,x,u,Vu,0:u) pe(x, ) dxdt
Q

Tomando el limite cuando € — 0 tenemos que

fZ(tl,x;t,u;L,VuA,atu;L)(p(x,l,t;L)dxdt:ff(t,x,u,Vu,Otu)w(x,t)dxdt
Q Q
Sillamamos

I[uy] Zf L(ty, xp,up,Vuy,0rup) p(xp, t)) dxdt
Q
entonces

0lluy] iy Lual — 11ul o
AL A-o0 A T

O

A continuacién demostraremos que la invariancia implica la ecuacién de continui-
dad para unas p y J especiales. Esta ecuacion de continuidad implicara la conserva-
cién de la cantidad p.

Teorema3.1. Sea £ invariante con respecto a un grupo de Lie de un pardmetro g(A)
y sea u = u) una funcién suave de las ecuaciones de Euler-Lagrange. Si definimos

0% ou_ 00

= 3.24
P=\6ur, o2 ~ " on ), (8:24)
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v
N oz ouy 0%
—p k| g 3.25
=Ll Za o (3.25)
entonces
dp
—+V-J=0
TR

Demostracién. Por el lema anterior, tenemos

)
—f.,sf(p =0, VoeCPQ)

oA 1=0

Derivando con respecto a A bajo el signo de integral

0Z (610)
Zor 22| -0, vpecr@
U PR YN PECo (@)

Para hacer mds legibles los cdlculos, escribiremos u, x, t en vez de x;, ), uy (x°=1p).

: 0L
Calculemos en primer lugar %7,

0L _ ]XV: 0L aux‘ 0% ou (por regla de la cadena)
oL " & duy oA | ou oA POTTes
_§ oL Pu 0% u
5 0/16x’ ou oA
_% 0 d’u +i(0££)0_u_i(0££)0u 0% du
T & lou, 000x!  oxi \Guy ) oA oxi\Ou)OA] T ou oA
_i 0 (azau) i(ag) , 0L ou
= & | oxi \Guy 01)  oxi \ouy ) oA | T ou ar
_%i(afdu) ] (ax)_a;z’ ou
T & 0xi \ou 04) |oxi \Guy) ou o
= % i(ax au) (por Euler-Lagrange)
- & 0xi \Ouy 04) P grang
Por su parte
dp X g ox'
a1~ Loxon
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Ahora sobre el campo

: N
oxt
F=|2Z
( oA "’) )

aplicamos el teorema de la divergencia, teniendo en cuanta que ¢ al ser de soporte

compacto se anula sobre por fuera de su soporte. Asi.

fV-F:f F-ndS=0
0Q

o lo que es lo mismo

3¢ 0
Op 0x' i

f ( x.)(pdde Za )

Recopilando nuestras cuentas.

0=f(6,1$)<p+$(6,1(p) dxdt

N 9 (8% du N agp dx!
= — = < dxdt
f gaxt(auiaa)‘” Za oA
N 0 (0% ou
= — dxdt— dxdt
f;ax( ) f 6x’( )(’0 o
N 6 (0L ou 0x
= — - dxdt.
fga (6u oA aa) *
Como ¢ es arbitraria tenemos que
N [
ot T Zoxi\dug 00 T oA

i
=0
O

Del lema anterior obtenemos que p yJ definidos en (3.24) y (3.24), satisfacen la ecua-
ci6én de continuidad por tanto usando el Lema 3.1, tenemos que

0% au;L 6t,1
(x, 1) dx = f [ dx
fp dun or  Car]

es una integral de movimiento. Lo afirmado queda depositado en el siguiente teore-

ma.
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Teorema 3.2 (Teorema de Noether). Sea £ invariante con respecto a un grupo de
transformaciones de un pardmetro g(1) y sea u una funcién suave de las ecuacio-
nes de Euler-Langrange. Suponga que u decae suficientemente rdpido se mantiene.

Entonces,
T [u]l = f

es una integral de movimiento.

0% auﬂ_zatﬂ

d
dur, 0h T oA,

3.4. Invariantes del Movimiento

En esta seccién asumiremos, que las EMS tienen soluciones lo suficientemente sua-
ves y analizaremos algunas de sus propiedades. También asumiremos que estas so-
luciones y sus derivadas son lo suficientemente pequenas en el infinito de manera
que podamos llevar a cabo integracién. Los principales invariantes del movimiento
de las EMS, a saber la energia y el momentum, pueden ser calculadas por medio del
Teorema de Noether. Vamos a realizar los calculos

= Energia

La energia es, por definicién, la cantidad que se preserva por la invariancia del

Lagrangiano en el tiempo. De este modo, una transformacién del tipo ¢ es tal
ot . .

que 53 =1, up,, = u; y la energfa se convierte en

0L
g(A"p)‘f(a(atu)af”'g)

Para el caso de las ecuaciones de Maxwell, tenemos el Lagrangiano definido
por

1(|6A 2
LA ==||=—+V
@A) 2(‘ar+ ¢

—|IVxAP+ W (JAI* - <p2))

y fijemos que u = (A, ¢)

0% _( 0% 0% )
00,u) \0(0:A) 00,

(6A+V O)
or Y
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De este modo
0A|?
E(A @)= —
(A ) f( T
-3/
B ot

Resumiendo, la energia & (A, ¢) del sistema esta dada por la expresion

0A I‘OAZ
5t " 2|0t

1 2 1 2 1 2_ 2
—— |V —|\VxAIF—-WI|A|I®- —
2|<,o|+2| x Al 5 (A" — ) | dx

—|Vo|* +1V x A - W (1A —<p2)) dx

1 0A |? 2 2 2 2
_EI(E —|V(p| +|V x Al —W(|A| —(p)) dx. (3.26)

= Momentum

Por definicién esta es la cantidad que se preserva, por la invariancia bajo tras-
laciones espaciales en el Lagrangiano. Primero vamos a calcular la invariancia
para una traslacién en una direccion arbitraria direccién x; (i = 1,2, 3), enton-
oty Ouy 0A O¢ 0& 0A
(325 - (5 o)
A=0

—Z =0y
RFY) o ox; 0x1) Y duro |,

entonces el momentum en la direccién i, toma la forma

_ 0% 611)L
%(A"”)‘f (a(um aa) dx

_f(6A+v)6Ad
AT

0A; 0A;
Z( i, 6(1’) 94j 4o

0xj) 0x;

Por lo tanto el momentum total 2 (A, ¢) es,

i

S

2GS )
:f]i:l(aaitj s;p)VA dx

Resumiendo, la expresién para el momentum es,

Z

A,
( L ) VAjdx (3.27)
0x;
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= Carga

Por ultimo observemos que, usando las expresiones para p (A, ¢) yJ (A, ¢), sa-
tisfacen la ecuacion de continuidad,

op
—+V-J=0.
6t+ J

Por tanto por el Lema 3.1 la integral de p es una integral de movimiento, de
este modo, si € (A, ¢) la carga entonces, esta es una cantidad conservativa y
esta dada por

€ (A )= fp (A p)dx= f W' (1A - ¢?) pdx. (3.28)
Podemos expresar la energia por medio de una expresion significativa la cual serd

util mas adelante:

Proposicién 3.1. La energia de las soluciones de las EMS es

1 1 1
tg"(A,(P) =f(§ |E|2 + 3 |H|2 — W/((T)(p2 - EW(U)) dx

1[(1 1
=—f(—|E|2+—|H|2) dx—f
2J 2 2

1
o+ 3 W(o‘)) dx,

donde
o =|A> - ¢
Demostracion. Tomemos
V-E=p

multiplicando en ambos lados por ¢ e integrando

f(V-E)(pdx:fp(pdx

por célculos anteriores, sabemos que si integramos por partes, el lado izquierdo de
la ecuacién es

f—E-V(pdxzqu)dx
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de la cual obtenemos trivialmente
f (-E-Veodx-py) dx=0.
Usemos p = W'(0)p yE= -5 — Vg, obteniendo asi

0A ,
0—/((E+V(p) Ve - W(a)(p)

0A
:f(a V(p+|V(p|2—W’(U)<p2) dx

Luego sumando este término en (3.26)

I
)

— Vo[ +1V x AP - W(U)) dx

oA |?
ot
0A |?
ot

E(A )=

1 1 1
-3 |Vo|* + 5|V x AP~ 5W(a)) dx

0A|*  0A )
(61‘ +2—- V(p+|V(p|) VXA|)

1
2
fl
2
+f(_t Vo + Vol W’(U)(pz) dx

-W(o) - Wmﬁwx

+|VxA?dx— f W(a)+w’(a)<p)

(‘—+V(p

|E* + [HI* dx - f W (o) + W' (0)p? )dx

(IE* +HI),d f(p(p+ EW(U)) dx.

El término

1
Eng (IEI* + HI?) dx

representa la energia del campo electromagnética, mientras
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1 , 2 1
—f (—W(U) +W'(o)p ) dx= —f py+ —W(U)) (3.29)
R3\2 R3 2

representa la energia de la materia (campos de corto alcance como los nucleares).
Este puede ser interpretado como la energia de enlace y ésta estd “concentrada”
esencialmente en Q;.

3.5. Soluciones Estaticas

Las soluciones estdticas de las de las EMS, son las soluciones que dependen solo
de la variable espacial x; por tanto si modificamos las ecuaciones (3.6) y (3.7), de
acuerdo a este supuesto obtenemos que A, ¢ son soluciones estdticas de las EMS si
satisfacen las siguientes ecuaciones:

Vx (VxA) =W (AP -¢*)A (3.30)
-Ap=W' (A - ¢?) . (3.31)

Podemos aun mas modificar las expresion para le energia del sistema (3,26), cance-
2

, ya que A no depende del tiempo ¢, por tanto, para el caso

lando el término

estatico

1
&(A )= 5f(|vXA|2—|V<,o|2—w(|A|2—<,oz)) dx. (3.32)

Ahora presentaremos un propiedad fundamental de la energia & de las soluciones
estdticas de (3.6) y (3.7),

Proposicién 3.2. Si (A, (p) es una solucién de las EMS, de energia finita, entonces

& (A @)= lf(|v x Al? - |Vol*) dx

3
=fW(|A|2—(p2) dx

Demostracién. Seal>0y

Pr(x) = (A7 "x)
Ay (x) =A[/171x)
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Tenemos
1
& (A1) = zf(lvxxAA(x)|2—|Vx<p,1(x)|2) dx

1
-5 f W (1A () — () dx.

Entonces, fijando y = A 1x, aplicamos la férmula de sustitucion. Si x = (x1, x2, x3) €
¥ = (y1,y2,¥3), entonces x = Ay y x = (Ay1,Ay2,Ay3) v, el jacobiano de la transfor-
macion es

0x  om 0x
oy Oy>  0ys A 0 0

0x1, %2, %3) _|ox, oxp Oxp| _ 0o A ol=a?

O(yl,yz,ys)_"” dy2 9ys

Ox3 Ox3 0x3 0 0 A
dys  0y2  0ys

Por tanto, obtenemos
f W (1AL ()P —pa(x) dx = /13f w (|A(y)|2 - <p(y)2) dy. (3.33)
Andlogamente,

f(wxxA;L(x)lz—|Vx(p,1(x)|2) dx:)LSfUVx><A(y)|2—|Vx<,0(y)|2) dy.

Ahora como, (y1,¥2,y3) = (3,3, %), usando regla de la cadena tenemos para i =

1,2,3yj=1,23,

0p(y) _ 0p(y) dyi _ 109()

ax,‘ ay,' ax,- A ayi

0A;(y) 3 6Aj(y)% 3 laAj(y)
dx;  O0y; 0x; A dy;

De ésto podemos concluir

1 1
|vx<p(y)| = ‘Zquo(y)‘ =12 |Vy<p(y)|

1 1
|VexAQy)| = ‘Zvy xA(y)' == |V, xA®y)|
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Juntando nuestras cuentas

f(lvxXAA(x”Z_le‘“(x)lz) dx:’lsf(\vx A= Vo) dy
1
:/13.ﬁf(|vy XA(y)|2— |Vy<,0(y)|2) dy
:/lf(lvyxA(y)\z‘|Vy<P(y)|2) dy. (3.34)

Juntando (3.33) y (3.34)

A
6 (An92) =5 [ (19 <A = 9,00 ) dy
A3 2 2
—7f w(|am) - ()2 dy.
Fijemos g(1) = & (A1, ¢1), y puesto que (A, ¢) es un punto critico de &

dg)

=0 .35
al (3.35)

A=1

Esta expresion explicitamente es

dgA) 1
=3 (<A -[v0m) ay

312
- 7[ w (A0 - p?) dy
Para A =1, usando (3.35), se obtiene

1 3
> [ (19, <8P = [9,0001°) dy=3 [ w(Aw[ - 907?) dy =0

y por tanto

1
gf(|vyxA|2—|vy<p(y)|2) dx:f W (AP - ¢?) dx (3.36)

Por tanto

&(A )= %I(IVXAIZ—|V<p|2—W(|A|2—(p2)) dx

1
:—f|VxA|2dx
3
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Y por (3.36), se obtiene

& (A o) :f W (IA”* - ¢?) dx.
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cAPiTULO 4

CONCLUSIONES

En la teoria de Campo Electromagnético presentado en el capitulo anterior tene-
mos que si (A, ) es una solucién estdtica, las condiciones (3.13) y (3.14), sobre W
implican que la regién

Q={xeR:| AW -px)?|=1},

eslaregion llena de materia, por tanto podemos identificar a Q2 como el espacio que
ocupa la particula del campo. Es decir que en nuestra teoria de campo las particulas
tienen extensién espacial. Ver Figura (4.1).

Particula

Q

Campo Electromagnético

Figura 4.1: Particula del campo electromagnético
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Debido a que la teoria es consistente con la relatividad general, y recordemos que en
nuestro sistema de unidades ¢ = 1 tenemos, que parala masa m de nuestra particula
se cumple

mc:m:éa(A,(p)sz(lAlz—(pz) dx < oo. 4.1)

Por tanto la energia y masa de nuestras particulas es finita. Lo que hace nuestra
teoria de campo consistente.

Aun mas, las particula moviéndose en un campo exterior E, H, a una velocidad v
experimenta un una fuerza F (Fuerza de Lorentz):

F=e(E+vxH)

donde e es la carga (3.28)

e:fW’(IAIZ—(pZ)(pdx.

Concluyendo, las particulas obtenidas por la perturbacion del lagrangiano, se com-
portan como particulas relativistas excepto que estas tienen extension espacial. Aun
mas estas tienen energia finita y por tanto masa finita. Lo que hace a la Electrodi-
namica consistente. Observemos que todos estos hechos son consecuencia de la
invariancia de Lagrangiano respecto al grupo de Poincaré.
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