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1 Introduccién

1.1 Sélidos Platénicos

Denotamos con {p,q} el poliedro regular formado por p-dgonos q rodeando cada
vértice. Los poliedros regulares son:

{3,3} Tetraedro

{4,3} Cubo

{3,4} Octaedro

{5, 3} Dodecaedro

{8,5} Icosaedro

{2,2} Esfera

Figure 2: Sélidos Platénicos

Definimos el dual de {p,q} como {g,p}. El significado del dual de un poliedro
regular es el poliedro construido colocando los vértices en el medio de cada cara y
las aristas perpendiculares a las aristas del poliedro original, por ejemplo el dual del
cubo es el octaedro y visceversa.



Figure 3: El dual del cubo

1.2 ;Qué relacién tiene lo anterior con L} 7
Sea X := {a,b,c}, § := P(X) y u la medida de conteo. Entonces existe

F: B PR
f— F(f) = (f(a), (), f(c))

biyeccién. Es decir, podemos identificar cada funcién de X en R con un punto de
R?. Por lo tanto -

17112 = [X \fIPdp
= [f@P + )P +1£P

Si definimos

BY(0)={fe€Lp:llflly=1}



Tenemos entonces, por ejemplo:

Figure 4: B}(0)

Figure 5: B? 0)



Figure 6: B®(0) ;

Figure 7: B1(0)



El siguiente hecho es un resultado del andlisis funcional.

Hecho 1 Teorema de representacion de Riesz 12 parte: Ly es isométricamente
isomorfo a £, para p > 1 con 1—17 4 % = 1. El isomorfismo estd dado por

b:L, > E;
g @, donde
®,: L, >R
fr2y() = [ ofan

Cuando X = {z1,...,2n}, § = P(X) y p la medida de conteo, entonces, este
teorema nos dice que bajo las hipétesis parapy ¢. (I7)" es isomorfo isométricamente
W g

P

2 El Paso al Infinito

2.1 Algo Escencial para Recordar

De ahora en adelante denotaremos con (X, §, #) un espacio de mediday f,g: X - B
donde B es un espacio de Banach, salvo mencién explicita de lo contrario. Definamos
entonces:

1. g~ f,sii, f=gcs. ‘
2. N:={N €F:N es u— nulo}. .
3.
essenp|f| : = tof(sup |o(z)])
= Jof (sup |£(2)]).

4. f es p—escencialmente acotada, sii, esssup|f| < oo. O lo que es lo mismo,
existe N € N tal que f [ N es acotada.

2.2 El Pastel Mutante

Grace estaba de cumpleafios, invité a 2% = ¢ personas. (Estamos trabajando en
ZFC + CH, es decir asumimos axioma de eleccién e hipétesis del continuo). Habfa
dos pasteles, uno de chocolate y otro de fresa. Eran mutantes, ya que se regeneraban
al sacar una tajada. A la hora de repartir el ponqué, Grace les dijo que hicieran
una fila. De la gente que pudo hacer la fila, si pedfan, por ejemplo, 2 del ponque de
chocolate y {% de pastel de fresa, Grace economizaba y les daba } del de chocolate y
L del de fresa. Los demés se quedaron sin pastel. Es decir para (z,y) € (0,1)x(0,1)

Hag) = 0 (z,y) e IxI
Tl = .154.% T = Ep yy= g fracciones irreducibles

Si sélo hubiera sido un ponqué, entonces para = € (0,1)

f(z)z{? el

5 T= f, fraccion irreducibles



Las funciones son errdticamente las siguientes:

Figure 8: Para dos Pasteles

Figure 9: Para un Pastel



2.3 Moraleja del Pastel Mutante
1. esssup|f|=0, es decir
2. escencialmente, el que més comid, no comié nada. En otras palabras

3. Casi nadie probd el pastel.

3 Recordemos

Sea p una medida sobre X con valores en C definida en §. Consideremos el problema
de encontrar una medida positiva A tal que |[u(F)| < A(E) para todo E € §.
Queremos hacer A lo mas pequefia posible. Cualquier solucién a este problema
debe satisfacer

ME) =Y ME;)
i=1
> |u(E)|
=1

donde {E;} es una particion de E € §. Resulta natural definir
AE) : = |pl(E)

= sup () Iu(B))

{E:}eN(E) i
donde II(E) es el conjunto de todas las particiones contables de E.

Si E es un intervalo, E; = {z; < 3 < --- < z,} es una particién por subin-
tervalos y p es la medida de Lebesgue-Stieltjes con respecto a una funcién f de
variacién acotada. Entonces

|ul(B) = sup(D _ |f () — f(zi-1)])

=t

y en este caso, |u|(E) coincide con la variacién total de f en E. Esta es una posible
razén por la cual |p| se llama la variacién total de p. Notemos que si p es una
medida positiva entonces |u| = u, notemos ademas que

em(X,F) :=={u:F — B : u es aditiva}

es un espacio vectorial normado con las operaciones definidas de manera natural, y
con ||p|| := |p|(X). Definamos ahora

(lul = &)

L] e

(lu] +p) B o=

BRI =

pto=
Por ejemplo, si

u(X) =fxfdu
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Entonces
) = [ 1f1du
wtx) = [ frdu
po(X) = /; fdu
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Figure 10: Variacién total

Sean A\ medida finita y compleja y p medida compleja. A es absolutamento
continua con respecto a p (A << p), sii, |u|(E) = 0 implica A(E) = 0, o lo que es
lo mismo

lim ME)=0
||(E)—=0 &

En efecto: Supongamos que lim,(g)—o A(E) = 0 entonces dado € > 0, existe
§ > 0 tal que si |u|(E) < § entonces |A(E)| < ¢, si suponemos que |u|(E) = 0,
entonces, dado € > 0, |A(E)| < €; es decir A(E) = 0.

Supongamos ahora que |p|(E) = 0 implica A(E) = 0. Observemos que A(E) — 0
cuando |u|(E) — 0 se cumple cuando y sélo cuando las partes positivas reales e
imaginarias de A tienden a cero, entonces podemos considerar A como no negativa.
Supongamos, ademds, que lim, ()0 A(E) # 0, entonces existe € > 0 y conjuntos
E, € Fparan=1,2,3,... tales que A(Ep) > e y |u|(En) < 5.



Sea Ey = lim sup,,_, ., En, entonces para cadan =1,2,3,...

ul(Eo) < (U B < Y 5

m=n m=n
lo que muestra que |u|(Ep) = 0 y por lo tanto A\(Ey) = 0. Pero por otro lado
0= A(Ep) > lim sup A(E,) > ¢

n—oo
lo cual es absurdo y nuestra afirmacién estd probada. Intuitivamente A se "traga”
los nulos de p.

Definamos ahora §* como la o-algebra de los conjuntos de la forma AU N con
A€Fy NC M donde u(M) =0y sea p. (AU N) = u(A). El espacio (X, F*, n) se
le llama la extencidn de Lebesgque de (X, F, p)

Figure 11: un conjunto de § con un nulo

Extendamos nuestra definicién de funcién medible. f: X — B se dice u-medible,
sii,

1. Existe N € N tal que f(N°) es separable.

2. si f~!(B) € " para cada B € B. Si u es finita

3. fY(B)NF € §" para cada B € B y para todo F € § con u(F) < oo
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4 Ly

Sea z € Iy, entonces limyo0 ||2|pn = ||Z||co,n donde z = (z1,...,24) ¥ ||2]loon =
max{|z;| : ¢ = 1,2,...,n}. En efecto. Paran = 1 es trivial, supongamos para n.
Queremos ver que

. 1
Jim (21?4 - + [@na[?) 7 = max{|e]|oo,n, [£n41]}-

Supongamos ademas que ||z[|co,n > |€n41|, entonces existe @ € (0,1) tal que
[Znt1] = al|z|lco,n- Sea zpr tal que ||z||oo,n = |Zar|, tenemos pues que

. . 1
Jim lallp s = lim (2P + -+ o )
. 1
= Jim (jz1]? + - + a?|lall%, )}
. 1
= Jim (22" 4+ [oml?(L +07) + -+ + fzl?)

= [|Zlloo,n

= ||2|oo,nt1-

Los demés casos son similares.

Segiin lo anterior parece natural definir ||f||o como alguna especie de sup que
falle en los conjuntos p-nulos. Definamos entonces

L. ||f|lec = esssup| f| $
2. Lo :={f: X 2 R:||flloc < 00}
3. Lo =L/~

La siguiente propocicién justifica esta definicién.
Propocicién 1 Si0 < p(X) <oo,1<p<g<oo, f: X = R y||f]l > 0 entonces

1. L, es subespacio de L,
2. Si f € L, entonces

1£llp < Ifllqp(X)7 5

3. Si f € Lo entonces

Tim 171, = [1£Tls

Prueba.

1. Sea f € L, con g < oo, Para esos t tales que |f(t)| > 1, tenemos que |f(t)|P <
[£(t)|9. Consideremos ahora g(t) := max{1,|f(¢)|?}, entonces g es g veces u-
integrable y | f(t)|? < g(t), por lo tanto f es p veces u-integrable. Sig=o0y
f € L, entonces f es pu-escencialmente acotada, y como u(X) < oo entonces
Jx |fIPdp < oo. Por lo tanto £, C L,
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2. Si ¢ = oo es tambien trivial. Supongamos q < co. La desigualdad de Holder
nos dice que si h € L, y g € L,, entonces hg € L1 y

1 1
[lhglly < |IRll-]lglls parap,¢>1ly it ke 1

Apliquemos esto para h = [f|P € La, 9g=1€ Lo, r=1ys =L

entonces )
[ 1srau < ( [ Ifl“dn)q(/; du) q

£

- ( A |fi°)°u(X)’%z

3. Sea M :=||fl||lec > 0. fijemos € > 0, y sea

H, :={z € N°: |f(z)] > M — ¢}
entonces v := u(H,.) > 0. En efecto, si v = 0, tenemos que
M < sup |f(z)|
zeHE

Luego existe zg € HS tal que

M — e < |f(zo)| < sup |f(z)].
zEH?

Es decir existe g € HS N H,, absurdo, por lo tanto v > 0. Ahora

1£llp > ( fm ffi‘")%
> (L.(M-e))%

— (M —¢)
entonces
. . 1
inf |flla 2 inf (v3 (M - o))
>M —¢€

como esto se cumple para todo € > 0, entonces infa>, || f||la = M por lo tanto
mp—-mon”p Z Ms ¥

pirlgﬂ 1fllp = im pyeoll fllp > M

De 2. tenemos que || f||, < Hmep(X);". Haciendo tender p a infinito, obte-
nemos

lim 17, < M

Concluimos que limp—, || fllp = || flloo
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5 L}
El siguiente resultado es apenas esperado.

Hecho 2 Teorema de representacion de Riesz 2% parte: L7 es isomorfo isometri-
camente a L. El isomorfismo esta dado por

®: Lo = L]
g ®, donde
‘I'g H AC[ =+ R
£ 85(5) = [ afu

*
6 L
6.1 Prepardndonos
Sea (X, §*, 1) la extensién de Lebesgue de (X, §, 1) definimos

F:={EeP(X):ANE € F para todo A € §F con u(A4) < oo}

&/ es una o-algebra. Definimos también

W(E) = {TE) PR .
oo paraFBed —F

Notemos que los p'-nulos coinciden con los g-nulos y que
FCFCFcy”

Lema 1 f es p-medible, sii, f es p'-medible

Prueba. La primera condicién de funcién medible es obvia. Demostremos, entonces,
la tercera, ya que la segunda es un caso particular. Supongamos que f es pu medible.
Sean B € B, F € §' con p/(F) < oo. Por definicién de y', F € A*, esto significa
que

F=EUN, E€jf NCM dondeu(M)=0
como por hipétesis EN F € §*, entonces

Fnf~'(B)=(EUN)n f'(B)
=(Enf~Y(B)U(NNf(B))
e¥
c3”

por lo tanto f es p'-medible.

Supongamos ahora que f es p'-medible. Sean F € §y B € B con (F) < o0,
entonces por hipétesis F N f~1(B) € §'*, es decir

FNnf Y (B)=EUN, E€F, NCM dondep'(M)=puM)=0.
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Como E € §' entonces FNE € §* (definicién de §) y F°NE € §*. Ya que §" es
una og-algebra entonces

E=(F NE)U(FNE)eF"
por lo tanto
E=E'UN', E'eg NCM y pydM)=0
entonces
Fnf'(B)=EUN

=(E'UN)UN
= E'(UN'UN).

Como N'UN C M'UM, uy(M'UM) =0y E' € § tenemos que f~'(B)NF € §*,
es decir f es p-medible, y nuestro lema esté probado.

Ya que los conjuntos p'-nulos y los p-nulos coinciden, y ya que las funciones
p'-medibles y las p-medibles coinciden, entonces f estd p-escencialmente acotada,
sii, f estd u'-escencialmente acotada. Es decir

Lo(X,F,8) = Loo(X, T, 1)

Definamos ahora ab(X,§, ) como el espacio vectorial normado de todas las
funciones de conjunto p-continuas, acotadas, o-aditivas de valor rgal definidas en
¥, con la norma [|A]| := |A|(X)

6.2 j;Por qué diablos ab(X,F, 1)7!

Teorema 1 L5 (X,3,p) es isomorfo isométricamente a ab(X, ', ') . El isomor-
fismo esta dado por

®:ab(X,F,4') = L(X, 5, 1)
PR N donde

P, :ﬁm(X,{s',,u) - R
frs Bl = fx fd

Prueba.

1. ® estd bien definida: Sea f € L. (X,§,p), entonces existe un conjunto N,
p-nulo tal que f(N°¢) estd acotado. Sea e > 0, entonces existen A,...,A, € B
con diamA; < €, para i=1,2, ... ,n, tales que f(N°¢) C i, 4i. Como f es p-
medible, entonces para todo F € F con u(F) < oo se tiene que f~' (A;)NF €
& para todo i entre 1 y n. Para i = 1,...,n definamos E; := f~'(4,),
entonces E; € §'. Escogamos a; € A; hagamos f. := ), aixg,, Entonces
para z € N°¢

|f(z)—fe(z)] < € 0 lo que es lo mismo

lf = felloo <€

Sea A € ab(X,§', ') como cada conjunto p'-nulo es A-nulo y como N es p-
nulo, entonces es p/-nulo y por tanto A-nulo. Tenemos pues que f es A-medible
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ya que | f(z)— fe(z)| < e para todo z € N¢, entonces f, — f A-uniformemente,
por lo tanto f, = f en A-medida, lo que implica que f es A-medible, como
A(N) =0y f(N°€) es acotado, entonces f es A-integrable y ademds

[ 1| < [ 1

< f 1 lloodIA] + / |l
N¢< N
= 1flloonlIAl
Entonces dado f € Loo(X, &, 1) y A € ab(X,F', u'), se tiene que

1@A(H] < 1 lloo,alIAI,
de donde

|@a]] < ”ﬁgl [@x(H)] < Al

Por lo tanto ®, es un funcional acotado de L (X,§, 1) para cada
A€ ab(X,§,p')

2. Linealidad: Es trivial ya que la integral es un funcional lineal

3. Isometria: Sea € > 0, y sean Ei,..., E, conjuntos disyuntos Ele F tales que

UE=X ¥

i=1

I —e< D7 IME)

i=1

con |A(E;)| >0 parai=1,2,...,n. ysea

o o DE)]
TOME)

n
fi=) aixs,
i=1

Como ||f|lec = 1 entonces f € Loo(X,F, 1) ¥

[12Al] > @A (f)

= Z a; A(Ey)
i=1

=Y INE)
> [l — €

como esto se tiene para todo € > 0, entonces ||®,| > |[A]|. Por lo tanto
||®x]] = ||All, de donde @ es una isometria.
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4., ® es uno-uno: Por ser isometria.

5. ® es sobre: Sea A(E) := ¢(xE), para E € §*. A es acotada y aditiva ya que
9 es acotada y lineal. A es p-continua pues si u(E) = 0, entonces xg =0 c.s.,
por lo tanto 1 (xg) = 0, tenemos entonces que X esta en ab(X,§', u').

Sea f € Loo(X,F, ) v sea € > 0, sabemos que podemos encontrar

n
fe=Y aixe talque fc— fcon f € Loo.

t==1

Calculemos
#(/) = [ f.ax
= z: af‘\b(XEi)
i=1
=¢()_ aixs:)
i=1

= 4(fe)

y también

$(f) = lim ¥(£)

=Lfd)\
=®,(f)

En otras palabras para cada ¢ € L5 (X, 3, p) existe A € ab(X,F', p') tal que
®, = 1. Es decir, ¢ es sobre.
De 1., 2, 3., 4., y 5. tenemos nuestro teorema.

6.3 ;Por qué no £,(X,§,u)?
La razén es por el teorema de Radon-Nykodim, vedmos por qué. Sea

®: L1(X,,p) =+ Lo(X,F,p)
fl—}Qf donde

q’f 3£co(X>3:ﬂ')_*R
g 24(g) = L fgdp

Vedmos que ® es una inmersién isométrica estricta. Por el teorema de Radon-
Nykodim podemos establecer un isomorfismo entre £;(X,§,u) y ab,(X,F,u); es
decir el conjunto de todas las funciones de conjunto o-aditivas definidas en § a
valor real acotads y u-continuas. Como
aby (X, 3, p) € abs (X, F', 1)
C ab(X,§',p')
= L5 (X, 8, p)

Entonces L (X,§, 1) no puede ser isomorfo isométricamente a £; (X, §, u).
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Observaciones Finales

. La siguiente tabla nos muestra un esquema general de la situacién.

Propiedad \ Espacio| I'| L,| £, Lo ba
Reflexivo si| si no no no
Dual Bl L] Les| ba | iNose sabe?
Separable si| si | si no ?

. (Serd que el dual geométrico y el dual funcional no son solo una coincidencia?

. Hecho 3 Sea (X,§, ) un espacio de medida positiva, entonces existe un es-
pacio compacto de Housdorff X' y un isomorfismo isométrico A entre Lo (X, 5, 1)

y C(X"). j A envia funciones reales en funciones continuas, funciones pos-
itivas en funciones positivas y funciones complejas conjugadas en funciones
complejas conjugadas!. Mas ain A es un jisomorfismo algebraico!.

Pero C*(X) = rba(X)
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