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CAPITULO |
ESTABILIDAD

Acrdbatas bajo los cerezos: rodando trompos y balancedndose. Yoshiharu (1857) en
THE MET.



DINAMICA DE POBLACIONES EN EL MEDIOEVO

Sucesién de Fibonacci (1202)

al) = a2 =2
dp+2 = dnp+1 + an

Programacion en Python

def F(n):
if n == 1 or n == 2:
return 2
else:

return F(n - 1) + F(n - 2)
F(12%3)

y

A los 3 afios tendriamos 29 860 704
conejos.

“Familia de conejos bailando”. American
Caramel Company (1910) en THE MET.




UN EJEMPLO MAS SENCILLO: LOS MONSTRUOS DE TAKEUCHI

Ecuacién E. coli

ap — 1
dpt+1 = 2an

Solucién

| A

n
ant1 =2

| A

Algunos datos de la E. Coli
@ Frecuencia de fisién: 14 minutos
o Ciclo de vida: 10 dias

Entonces...

| A

Una sola bacteria generaria
21928 ~, 2.9 .10%% bacterias en 10 dias.

‘ .

Colonia de E.

Coli. NIAID-US (2002).

Caos, catastrofe y estabilidad



PERO, ; QUE TAN GRANDE ES 21928 ~ 2 9. 103097

Algunos datos para comparar

@ El universo conocido tiene un
volumen de = 4 - 108°m?3.

@ Una E. Coli tiene un volumen de
~1,3um*=1,3-10"%m?

Entonces...

En 10 dias 2,9 - 103 bacterias llenarfan
el espacio equivalente a

94. 10%° universos

o , B El universo conocido a escala logaritmica.
similares al nuestro. Mas que un gligol Carlos Budassi (2012).

al cuadrado de universos de bacterias.




SOBRE LA COSECHA: EL MONSTRUO COMEBACTERIAS

Supongamos...

que en cada paso un macréfago se
fagocita un niimero fijo de bacterias
(término de cosecha constante).

Un modelo mas general

N(0) = No
N(n+1) = bN(n) —c

Problema

| A

Usando la variacién de pardametros
_on 2

N(nl) = 2"M(n), encuentre la férmula Macrdfago. NIAID-US (2002).

explicita de N(n) y encuentre el valor

Sptimo de ¢ para garantizar el cese de

la infeccidn.




BIFURCACION

i Qué es?

La bifurcacién ocurre cuando pequefios
cambios en los parametros causan
cambios repentinos en el
comportamiento cualitativo o
topoldgico del sistema.

Por ejemplo

El ¢ éptimo (c*) del ejercicio anterior
es un punto de bifurcacién para ese
sistema. Si ¢ > ¢* la infeccién
desaparece, si ¢ < ¢* moriremos todos

de septicemia. Ornamento. Cultura Tolima (S. I-VII) en
THE MET.




UN EJEMPLO MUY PERO MUY SENCILLO DE BIFURCACION

Considere la férmula recursiva

N(n+1) = bN(n)

v

Aplicando reiteradamente

N(t+ h) — N(t) = N(t)(b" — 1)

y

Dividiendo por h y tomando limite h — 0
{N’(t) = rN(t)

N(0) = No

4

Parametros

o r = log(b): tasa de crecimiento = tasa de natalidad - tasa de mortalidad.

@ Np: poblacién inicial.

\




ANALISIS CUALITATIVO: EQUILIBRIO Y ESTABILIDAD

La ecuacién N'(t) = rN(t) tiene un punto critico (de equilibrio) en N* = 0.
e Sir=20, N* es neutro.
@ Sir >0, N* es inestable (fuente).
@ Sir <0, N* es asintéticamente estable (pozo).

Por tanto r = 0 es un punto de bifurcacién.

. Flujo para r >0 Flujo para r=0 Flujo para r <0

~19
00 05 10 15 20 25 30 35 40 00 05 10 15 20 25 30 35 40 00 05 10 15 20 25 30 35 40

DS caos, catéstrofe y estabilidad



UN COMENTARIO SOBRE LA CATASTROFE MALTHUSIANA (1779)

El funeral del anarquista Galli. Carra (1911)

DS  caos, catéstrofe y estabilidad



Modelo Logistico de Verhulst (1838)

K, un nuevo parametro

El nimero de individuos de una especie
que el ambiente puede sustentar es la
capacidad de carga K.

Modelo logistico

N'(t) = rV(2) (1 - @)

Normalizando N = ku

v =ru(l—u)

Con cosecha constante

v =rul-u)—c

Bandada de cuervos en la puesta del sol.
Kydsai (1831) en THE MET.

Caos, catastrofe y estabilidad



EQUILIBRIO Y ESTABILIDAD PARA EL CASO r =1

Criterio de la derivada o linealizacién

Notemos que

N = F(N) = F(N*) + F(N*)(N = N*) = £/ (N")(N — N*).

cuando N = N* punto critico.
o f'(N*) <0 = N* es un pozo.
o f'(N*)
o f'(N*)

> 0 = N* es una fuente.

=0 = N” el criterio no decide.

Los puntos criticos de f-(u) = u(1 — u) — ¢ estdn en una parabola de raices

1++1-4c

* —_—
uy = 5

v

En c = % hay un punto de bifurcacién. I

DS caos, catéstrofe y estabilidad
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DIAGRAMA DE BIFURCACION
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DIAGRAMAS DE FLUJO Y DE BIFURCACION PARA DISTINTOS
VALORES DE ¢

|

L

———
——

—
N\\\

00000000000000

ey

|

:




Problema

Haga el andlisis cualitativo de equilibrio, estabilidad, bifurcacién y interpretacién
biolégica cuando la cosecha es periddica con respecto al tiempo. Por ejemplo

v = ru(l — u) — asin(t)

DS caos, catéstrofe y estabilidad



CAPITULO II
CAOS

Ritmo de otofio. Pollock (1950) en THE MET.



LA APLICACION LOGISTICA

En la version discreta

Para r € [0, 4] consideremos el sistema dindmico

Xnt1 = F(x) = ma(1 — x,) € [0,1]

xo € [0,1] es la semilla de la drbita xo — x1 — x2 — - - -

5 9 iteraciones r=2.5, z;, =0.1 Gréfico de telarafia r=2.5y z, =0.1

DS caos, catéstrofe y estabilidad



LOS PUNTOS FIJOS SON LOS NUEVOS PUNTOS DE EQUILIBRIO

f(x*) = x™ los hay de tres clases

e Atrayentes: Si los cercanos a x™ contintian cercanos a x* para toda
iteracién y f"(x*) — x*.

o Repelentes: Si todas las érbitas cercanas a x°tar, salvo x* dejan de ser
cercanas tarde o temprano.

o Neutros: Ni repelentes ni atrayentes.

Iteraciones r=2.5 Diagrama de telarafa, r=2.5

DS caos, catéstrofe y estabilidad



Si, OTRO CRITERIO CON LA DERIVADA

Suponga que f(x*) = x*

@ Si |f'(x*)] <1 = x* es atrayente.
e Si |[f/(x*)] > 1 = x* es repelente.

e Si |f'(x*)] =1 = el criterio no decide.

Demostracién del primer caso

[F(x) = x| = [f"(x) — £"(x7)
SO Hx) = £ (X))
< K| Hx) — £ (X)) 0<K<1

< K"THF(x) = (<))
<K' Hf(x) = x| =0

S caos, catéstrofe y estabilidad



EN EL CASO DE LA ECUACION LOGISTICA

Puntos fijos de f.(x) = rx(1 — x)

Si r €]0,1) = xg = 0 es el dnico punto fijo atrayente.

Sir € (1,3) = xg = 0 es ahora repelente y aparece x; = (r —1)/r
atrayente.

Sire (3,4 = xg =0y x;” = (r—1)/r son ahora repelentes.

@ Puntos de bifurcacién de intercambio en r = 1, 3.

r=0.5 r=2.5 r=32

T 2 3 4 5 6 7 1T 2 3 4 5 6 7 1T 2 3 4 5 6 1

DS caos, catéstrofe y estabilidad



LOS CICLOS

Un 2-ciclo es una érbita de la forma xp — x; — xg — x1 — - -+ y son los
puntos fijos de f2 = f o f que no son puntos fijos de f.

Proponga una definicidn para k-ciclo y su naturaleza (atrayente, repelente y
neutro).

En el caso de la ecuacién logistica

| A

Sélo hay un 2 ciclo atrayente para r € (3,4]. Es decir r = 3 hay un punto de
bifurcacién de duplicacién de periodo. Compruébelo.

DS caos, catéstrofe y estabilidad



BIFURCACION DE DUPLICACION DE PERIODO EN r = 3

£, f conr=217 r=2.7Y x, =02 r=33Y z;=0.2




k-CICLOS CUANDO r 1 4

r=3.4

r=4
2

Caos, catastrofe y estabilidad



CAOSENr=4

Definicién de caos

Xn+1 = f(xn) es cadtica en [0, 1] porque:
@ Los puntos periédicos son densos en [0, 1].

@ f, es transitiva en [0, 1]: dados cualquier par de subintervalos hay un punto
del uno que termina tarde o temprano en el otro.

o f, depende sensiblemente de de las semillas: existe 8 > 0 tal que para cada
Xp existe un yp tan cerca como se desee tal que

[£"(x0) = £"(»0)| > B.

7

DS caos, catéstrofe y estabilidad



DIAGRAMA DE BIFURCACION
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TELARANAS CAOTICAS

Caos, catastrofe y estabilidad



CAP[TU LO 1l
CATASTROFE

El gran dragén rojo y la mujer revestida de sol. Blake (1803).

DS caos, catéstrofe y estabilidad



LAS POLILLAS GRINCH Y LA COSECHA DE LOS PAJAROS

Ludwig, Jones y Holling (1978)

proponen un término de cosecha
no-lineal que tiene en cuenta la
dindmica depredadora de los péjaros.

;o N N2
N _rN<1—K>—Ba2+N2.

@ «: densidad de la poblacién de
polillas donde comienza la
saturacién.

@ 3: maxima cosecha posible de los
pajaros.

Diente de leén con una polilla y una
polillita. Dietzsch (1784) en The British
Museum.

Caos, catastrofe y estabilidad



INTERPRETACION DEL TERMINO DE COSECHA

g(N) =BN? J(a® +N*)




PUNTOS DE EQUILIBRIO

Normalizacién

La ecuacién

puede ser normalizada

haciendo u = N/a.

Puntos de equilibrio

u = 0 siempre es un punto de equilibrio inestable. Los demds puntos de
equilibrio son las soluciones a

u u
r<1_5>—1+u2—0

que son las soluciones a un polinomio de grado tres.




PUNTOS DE EQUILIBRIO

Puntos de equilibrio

u = 0 siempre es un punto de equilibrio inestable. Los demds puntos de
equilibrio son las soluciones a

u u
1—7 — =
r( q) 1rw "
?

i —qri® +u(qg+r)—qr=0

que son las soluciones a un polinomio de grado tres.

DS caos, catéstrofe y estabilidad



ESTUDIO DE LOS PUNTOS DE EQUILIBRIO

Gracias al Teorema Fundamental del Algebra sabemos que

La ecuacién
P(u)y=rs® —qrui* +u(q+r)—qr=0
puede tener:
@ 3 raices reales e iguales, A = 0.
o 1 raiz real y dos complejas conjugadas, A < 0.

@ 2 raices reales iguales y otra real diferente, A = 0.

@ 3 raices reales diferentes, A > 0.

y

Usando que una raiz repetida también es raiz de la derivada demuestre que

{ r(a) = 333_31

3
q(a) = (322%)2

es una parametrizacién racional del discrminante A con dos hojas a € [1,+/3] y
ac [\/§, 0). En a= V/3 se pierde la suavidad.

.




DIAGRAMA DE LA CANTIDAD DE PUNTOS DE EQUILIBRIO

Grafica del signo de A

04l 3 raices reales
1 raiz real

0.2




CATASTROFE DE CUSPIDE

Signov de A Raices del polinomio uP(u)

Caos, catastrofe y estabilidad



LA PALABRA MISTERIOSA DE HOY ES: jHISTERESIS!
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RECURSOS }

Escena agricola. Rowlandson (1827) en THE MET.
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SOFTWARE LIBRE, COMO LA LIBERTAD

© _

. <=
debian L“i\
SymPy
ATEX J:prter
N
@ python’ % matplotlib

Libreria pynamical

de Geoff Boeing
NumPy

Caos, catastrofe y estabilidad
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