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Introduccién

En muchas situaciones de la naturaleza es usual ver fendmenos vibrantes en los cuales se hace
presente la resonancia, en las mareas ocednicas, en la afinacién de un instrumento musical y en
la voz humana capaz de quebrar una copa de cristal, los electrones en la corriente alterna [9, p.
91]. Quizéas a gran escala como en la mecdnica celeste o por el contrario a escala atémica como
en la base de varias técnicas de espectroscopia [4, p. 513]. Para resolver tedricamente ciertos pro-
blemas con resonancia, como herramienta fundamental se usa el Teorema de la Funcion Inversa
y también el Teorema de la Funcion Implicita de vital importancia en el anélisis no lineal [6, p.
58].

En trabajos de Newton por primera vez se analizaba el comportamiento de una funcién implicita
definida y por otro lado, en el contexto del calculo, Leibniz utiliz6 de cierta forma diferenciacién
implicita. En 1770, Lagrange demostr¢ el Teorema de Inversién de gran importancia en la me-
canica celeste y el cual se acerca en forma, a un Teorema de la Funcién Inversa. Cauchy, en su
btisqueda por hacer rigurosa a la matematica puso su atencion en el teorema y sus generali-
zaciones. Razon por la cual es a este dltimo a quien se le atribuye el Teorema de la Funcién
Inversa junto a Hadamard. Fue en el siglo XIX cuando Ulisse Dini enuncio y probé el Teorema
de la Funcién Implicita, época en la cual las diferencias entre el andlisis real y complejo eran
profundas [7, p. 14].

Aqui se estudiara un ejemplo tipico, el Problema de los Divisores Pequefios; que se destaca en
el estudio del comportamiento a largo plazo de los movimientos oscilatorios en el sistema solar.

El Problema de los Divisores Pequefios fue demostrado por C.L. Siegel en 1942 [5, p. 147].

II



CAPITULO 1

Preliminares

En el presente capitulo se enuncian algunas definiciones bésicas y teoremas que se usan
a lo largo del trabajo dadas en [2] y en [5].

1.1. Diferenciacion

Definicién. Sea A C R subconjunto abierto de R. Sea f : A — R, f se dice diferenciable
ena € Asiexisteb € R tal que:

b S@ = F) | fla+h) = f(a)

a—x a—Xx h—0 h

Al real b anterior se le denota por f'(x) y es la diferencial de f en a [2, p. 61].



Por la definicidon anterior

o flat+h) — f(a)

h—0 h —fi(a)=0
) — @)~ @
h—0 h '

Y por la definicién del limite; dado € > 0 existe 6 > 0 tal que si |h| < J entonces

[f(a+h)— f(a) = f'(a)h] < elh]
Sisedenotar(h) = f(a+h)— f(a) — f'(a)hsetiene que f(a+h) = f(a) + f'(a)h+r(h),

donde .
’
lim rih) =0.
h—0 |h|
Esto con la intencién de extender de manera andloga de nocién de diferenciabilidad en

espacios de Banach.

Definicién. Sean E y F espacios de Banach con la misma norma |- | y sea A C E un
conjunto abierto ademds se define f : A — [F; se dice diferenciable en a € A si existen
una aplicacién lineal continua L(a,-) = L con L € L(IE,F) y una aplicacion definida
como r(a,h) = r(h), tales que

fla+h) = f(a)+ L(h) +r(h)
fla+h) = f(a) = L(h) = r(h).
Donde h)
ik =
La aplicacién lineal continua L es la derivada de Frechet de f en a. Esta se denotara por

f'(a) [2,p. 63].

Definicién. Sean E y IF espacios vectoriales normados y sea A C [E un abierto tal que
0 € A. Se introduce la notacién de Landau si para g : A — F se tiene

. g(h)
TR

En este caso se escribe g(h) = o(h) y se dice que g es una o de Landau [2, p. 64].



Definicién. Si f es diferenciable en x € A para todo x, entonces f es Frechet Diferenciable
en A [2,p. 67].

Definicién. Sean E,F espacios normados, A C [E abierto,a € A; f : A — F, y sea
v € E. Si existe
1o L@+ F0) — f(a)

t—0 t
Se dice que f posee derivada direccional en la direccién v en el punto a. A dicho limite

se le llama la derivada direccional de f en el punto a en la direccién v, cuando ||v|| =1 [2, p.
67].

Definicién. La aplicacién f se dice de Gateaux Diferenciable en la direccion a € A si para
todo v € [, existe el siguiente limite

- flatt) — f(a)

t—0 t '
El cual se denota por df(a,v) [2, p. 67].

Por las definiciones anteriores se puede afirmar que existe una relacién entre estas. En
espacios de Banach puede ser enunciada como sigue

Proposicién 1.1. Si f : E — [ es Frechet diferenciable en a € E entonces es Gateaux
diferenciableen a € IE [2, p. 67].

Demostracion.
Por hipétesis f cumple que para todoa € A C E con A un conjunto abierto, si L es su
derivada de Frechet entonces f(a +h) — f(a) — L(h) =r(h)y
h
) o,

=

lim
h—0 | ‘

Asi reemplazando

Lo flath) = fl@) = L) _

h—0 |h|
De esta manera f(a+h) — f(a) — L(h) € o(h), ahora la diferencial de Gateaux si existe,
es el limite hacia 0 del siguiente cociente alrededor de cualquier v € [E y debe coincidir

con la derivada de Frechet L. En este orden de ideas

limf(a + tv) _f(a) — L(Z)).

t—0 t




De la igualdad anterior se obtiene,

i[O =F@) ) g

t—0 t
}i—%f(a—l—tv) —ft(a) —t* L(0) _0
}i_r)r& f(a+to) —{(a) — L(tv) _o.

De este modo, f(a+ tv) — f(a) — L(tv) € o(h) y por lo tanto f es diferenciable en la
direcciéon de v. Asi ser Frechet diferenciable implica ser Gateaux diferenciable, y las
derivadas coinciden. O]

La implicacién reciproca no siempre es cierta. Sea F : R> — R definida como

uv*

P(0,0) = 0, P(T/l,v) = (m

) para (u,v) # (0,0).

La funcién F cumple que todas sus derivadas direccionales existen siempre que u? +
v? > 0y todas son iguales a 0 en el origen, pero no es continua en ese punto. Este es un
ejemplo de una funcién que es Gateaux diferenciable pero no Frechet diferenciable.

Un resultado valioso sobre el anélisis en R es el Teorema del Valor Medio pues es co-
munmente usado para demostrar otros teoremas. El Teorema afirma que dada cualquier
funcién continua f en el intervalo cerrado [a,b] y diferenciable en el abierto (a,b) en-
tonces debe existir al menos un ¢ € (g, b) tal que la derivada de f calculada en el punto
c adquiere el mismo valor que el siguiente cociente

f(b) — f(a)
b—a

En espacios normados una generalizacién del teorema es necesaria por el alcance que
este tiene en la teorfa sobre R y aunque no alcanza a ser una equivalencia estricta si es
posible establecer la siguiente desigualdad la cual serd de mucha utilidad en los espa-
cios de Banach.

Teorema 1.1. Sean E, [F espacios normados y sea A C E un abierto, sea f diferenciable en A,

f:A—F



Sia,b € A son tales que [a,b] C A, entonces:
f(b) = f@)] < [b—alsup{|f'(a+t(b—a))| : te(0,1)}

Demostracion.
Esta se puede encontrar en [2, p. 197]. ]

Un resultado del teorema anterior necesario es el siguiente colorario, propuesto como
ejercicio en [2]. Serd utilizado més adelante y presenta como hipétesis adicional que la
funcién f esté definida en una regién conexa y asi se extiende el resultado anterior a
todos los puntos en dicha region.

Corolario 1.1. Sean E, F espacios normados y sea A C IE un abierto conexo, sea f : A — [F
diferenciable en A, ademds si existe M > 0 tal que | f'(x)| < M para todo x € A, entonces

[f(x) = f)| < Mlx —y| paratodo x,y € A

[2,p.197].

Demostracion.
Como A C E un abierto conexo se tiene que [a,b] C A sia # by por hipétesis existe
M > 0 tal que |f’(x)| < M para todo x € A entonces en particular

sup{|f'(a + (b —a))|} <M.

Ahora por el Teorema 1.1

f(0) = f(a)| < [b—a|sup{|f'(a+t(b—a))| : te(0,1)}
< M|b — a|.

Nuevamente, por ser A una region conexa, los puntos a, b son cualesquiera dos puntos
distintos en A y la desigualdad se mantiene para todo x,y € A. ]



1.2. Principio del Punto Fijo de Banach

En esta seccion se introducirdn unas definiciones previas para enunciar una herramienta
muy poderosa introducida por Stefan Banach como es el Teorema del Punto Fijo, el
cual garantiza la existencia de puntos fijos de ciertas funciones definidas sobre espacios
métricos y es muy util para afirmar la existencia de soluciones. Ademads el teorema
otorga un método para encontrar dichos puntos.

Definicién. Sea (X, d) un espacio métrico y una aplicaciéon T : X — X es llamada una
contraccion sobre X si existe k € [0,1) tal que d(T(x), T(y)) < k(d(x,y))Vx,y € X.[5, p.
69]

Definicién. Una aplicacion T : X — X es llamada una contraccién estricta si existe

ke (0,1)talqued(T(x), T(y)) < k(d(x,y))Vx #y € X.[5, p. 69]

Teorema 1.2. Sea [E un espacio de Banach y sea X C E cerradocon X # @y T : X — X una
contraccion estricta entonces T admite un tinico punto fijo x* € X, en consecuencia, T(x*) =
x*. mds avin, x* puede ser hallado como sigue

» Seelige un xo € X.

= Se define la sucesion x, como
xn = T(xy-1)

entonces x, — x*.

Demostracion.

La demostracion clésica del teorema fue dada por Stefan Banach y se puede encontrar
en muchos libros, en particular una prueba se encuentra en [2, p. 276] y otra prueba
distinta es dada en [5, p. 39]. (]

Notese la diferencia entre las hipoétesis. Si se consideran solamente las aplicaciones que
cumplen ser una contraccién estricta, ya que en cualquier espacio de Banach E la apli-
cacion constante T : E — [E se comporta como una contraccién que no es estricta y el
teorema se cumple para el punto fijo c elegido como imagen constante de cada T posible
en [E. De este modo, cumple el teorema.



Ahora si se considera solamente la situacién en la que T es una contraccién estricta.
Se puede elegir un dominio no necesariamente cerrado sobre un espacio de Banach.
En este caso no es posible garantizar la existencia de un punto fijo. La aplicacién T :
[1,00) — [1, 00) definida como T(x) = x + % es un ejemplo de esta situaciéon. Se puede
mostrar que T es una contraccion estricta pero [1,c0) no es un conjunto cerrado en R, el
cual es una hipétesis para utilizar el Principio del punto fijo. En la gréfica 1.1 se observa
a T que no posee un punto fijo pues su dominio no es un conjunto cerrado.

AT, T() = e+ 3=+ )

1
= \x—ylll—x—y\

<|x—yl=d(xy).

Figura 1.1: T(x) = x + 2

1.3. Un Teorema de Aproximacién Diofantica

En la siguiente seccién se introduce un Teorema de gran utilidad para solucionar el pro-
blema de los divisores pequefios, aunque se encuentra en la teoria de aproximaciones



diofanticas y fue propuesto por Dirichlet. El Teorema estd lejos de nuestro estudio y
solamente se presentara por su importancia en el resultado de Siegel.

Diofanto de Alejandria propuso entre muchas otras cosas, una idea bésica, como apro-
ximar nimeros reales a partir de ntimeros racionales, razén por la cual la teorfa de apro-
ximaciones lleva su nombre. El problema de los divisores pequefios esta intimamente
relacionado con las aproximaciones diofanticas, por esta razén Dirichlet y Kronecker al
igual que Siegel trabajaron de forma aislada en el problema de los divisores pequefios y
lograron resultados enunciados como teoremas en la teoria de aproximaciones, la idea
de Siegel es usar una desigualdad diofantica adecuada.

Teorema 1.3. Sea T un niimero irracional. Entonces existen infinitos racionales g conpeZy
q € Z7 tal que

T E‘ < = (1.1)
[10, p. 17].

Demostracion. Primero se debe denotar la parte entera y la parte fraccionaria de un na-
mero real x por
[x] = max{z € Z|z < x},

y ademas
{x} = x—[x].

Sea Q € Z*. Ahora el conjunto de nimeros que corresponden solamente a la parte

fraccionaria
0, {7} {21}, {QT},
definen Q + 1 puntos distribuidos a lo largo de Q intervalos disjuntos
Por el principio del palomar, debe haber al menos un intervalo que contenga al menos
dos de estas partes fraccionarias, ademaés sin perdida de generalidad {kt} > {It} para



0 <k, I <Qyk# 1l Deesta manera
{kt} —{lt} =kt — [k7] — IT + [I7]
= (k=17 + [IT] — [kT]
= [(k—Dt]+{(k=D)71} + [IT] — [kT].

Aqui se tiene que ([(k —I)T] + [IT] — [kT]) € Z. Como {kt} — {IT} se encuentra en el
intervalo [0, %), la parte entera debe ser cero. Asi ([(k — I)t] + [IT] — [kT]) = 0.

Haciendo g = k — I se obtiene

g7} = (i} {17} < 5.
Con p := [q7]

"L"_

Pl _ |qT—P‘ _ {qT} L 1.2
q‘ q q <qQ' 1.2

Y con esto 1.1 se cumple.

Ahora supéngase T un ntimero irracional y que existe solamente un nimero finito de

soluciones %, %, e, % para 1.1. Como T ¢ Q, es posible hallar Q tal que
i 1
T — & > N
q;|  Q

paraj = 1,---,Q.. Esto contradice 1.2. Finalmente, supéngase T un ntiimero racional,
delaformat=fconae€Z,beN.SiT=14§# g, entonces

T_

E‘ _ |ag —bp| -1
q bq bq

Conlo anterior y 1.1 implica que g < b. Por tanto existen infinitos nimeros que cumplen
1.1 y el teorema ha sido probado [10, p. 17]. [

Definicién. Un nimero irracional T es diofantico o del tipo (C, r) si existe una constante
C > 0y un exponente con r > 2 tales que para cualquier ntimero racional se tiene

(1.3)

[10, p. 19].



CAPITULO 2

Teoremas de la Funcion Implicita y de la Funcién Inversa

El Teorema del Punto fijo de Banach precede al presente capitulo pues serd utilizado
para dar una prueba al Teorema de la Funcién Implicita. Comtinmente no se hace dis-
tincién entre los teoremas que se demostrardn en la presente seccién ya que basta cono-
cer al menos uno de ellos para lograr demostrar el otro, no importa la direccién que se
tome.

El Teorema de la Funcién Implicita en dimensién infinita para espacios de Banach, entre
otras cosas, se utiliza para demostrar la existencia de soluciones de ecuaciones diferen-
ciales parciales no lineales y parametrizar el espacio de dichas soluciones. Esto sola-
mente como ejemplo para ilustrar uno de los muchos usos que tienen estos teoremas.

De ahora en adelante no se hard distincion entre T(x) y Tx para T definida sobre un
espacio de Banach cualquiera, esto por la notacién llevada en [5] y en otros libros.

Proposicién 2.2. Sea E un espacio de Banach entonces

(a) Si T : E — E es una contraccion estricta entonces I — T es un homeomorfismo sobre IE;

10



(b) Si R : B5(0) — IE es una contraccién estricta y |R(0)| < 6(1 — k), entonces I + R
tiene un 1inico cero. Mds aiin, B,(0) C (I + R)(B;(0)) para ¢ = (1 —k)d — |R(0)].

[5, p. 147]

Demostracién.  (a) Dado un z € E, es posible definir

T E — E
x—T'x=Tx+z

De aqui es posible ver que si T es una contraccién estricta

d(T'x, T'y) = |T'x — T'y|
=|Tx+z—(Ty+2)|
= |Tx — Ty|
< klx—yl,

T’ también cumple la condicién de ser una contraccién estricta y por el Teorema
del Punto Fijo, para un x € [E se tiene x = Tx + z, en otras palabras z = x — Tx.
Definase S = I — T. Por lo anterior S esta bien definida y se comporta como una
contraccion estricta; falta ver que S es biyectiva, en efecto, S es inyectiva ya que
si Sx = Sy debe suceder x — Tx = y — Ty por como esta definida S, y operando
lo anterior se obtiene Tx — Ty = x — y como T es una contraccién estricta, existe
k € (0,1) tal que

|Tx — Ty| < k|x —y| < |x —y| = |Tx — Ty| .

También como k # 0 solamente es posible que |x — y| = 0. Por lo tanto x —y = 0,
es decir, x = y y se concluye que S es inyectiva. Todavia falta ver la sobreyecti-
vidad de S. Para z € E, existe x € E tales que x — Tx = z,asi x = T(x) +z, lo
que muestra que S es sobreyectiva. Por lo anterior S es biyectiva en consecuencia
su inversa existe, por otro lado, por ser S una contraccién. Para algan k € (0,1) se

11



(b)

mantiene
|Sx = Sy| = [(I=T)x = (I - T)y|

=[(x—y) = (Tx - Ty)|

> |x —y[ = [(Tx = Ty)|

> (T=k)|x—yl.
Dividiendo por (1 — k) se tiene |x —y| < (1 —k) " ![Sx — Sy|.SiSx = x' y Sy = ¢/
se tiene que S™'x’ = x y del mismo modo S~!'y’ = y. Reescribiendo la tltima
desigualdad en estos términos

ST =Ty < (1K) ).

Esto indica que S~! es continua y por lo tanto S es una aplicacién abierta y un

homeomorfismo.

Se aplicard el resultado del literal (a) en el caso especial de —Rx para luego usar
el teorema del punto fijo sobre I 4 R, se debe ver que —Rx es una contracciéon. En
efecto,

| = Rx — (=Ry)| = [Ry — Rx| < kly — x| = k|lx — y|,

asi —Rx también es una contraccién y
[R(x)[ = [R(0)] < |R(x) — R(0)]
< k|x — 0| = klx|,
sumando a ambos lados |R(0)| y como por hipétesis |R(0)| < 6(1 — k)
[R(x)| < k|x| +[R(0)]
<ké+6(1—k)=9,

para x € Bs(0).
Queda por ver que B,(0) C (I + R)(B;(0)) para¢ = (1 —k)é — |R(0)|
Sea y € By(0) y como |R(x)| < & para x € Bs(0) entonces

|[(I+R)y| = |y + Ry| < |y| + |Ry| < 0+ 34.

12



2.1. Teorema de Funcion Implicita

La proposicion anterior es la herramienta principal que relaciona el Teorema del Punto
Fijo con el Teorema de la Funcién Implicita. Existen mds demostraciones para el si-
guiente teorema una de ellas realizada por Dini aunque rara vez se le ha dado el reco-
nocimiento que merece principalmente por que las contribuciones conocidas sobre el
Teorema son atribuidas a Cauchy y Hadamar [7, p. 14]. Por otra parte, en Italia usual-
mente llaman al teorema de la funcién implicita como teorema de Dini [3, p. 262].

Teorema 2.4. (Teorema de Funcién Implicita) Sean E,F,G espacios de Banach, U C E y
V' C FF vecindades de xq y yo respectivamenteysea T : U X V. — G continua y continuamente
diferenciable con respecto a y. Supdngase también que T(xo,yo) = 0y que T, Yxo,y0) €
L(G, F). Entonces existen bolas B,(xo) C U, B,(yo) C V y exactamente una aplicacién R :
B,(xo) — B:(yo) tal que Rxg = yo y T(x,Rx) = 0 sobre B,(xq). Esta aplicacién R es
continua. [5, p. 148]

Demostracion.

Sin perdida de generalidad xp = 0y yo = 0, ya que el caso general puede ser reducido
a partir de una traslacién. Sea L tal que L(0) = T,(0,0) = 0 e I la identidad sobre F.
Ademas T(x,y) = 0 es equivalente a

y+(L7T(xy) —y) =0
L™ 1T(x,y) = 0.
Aplicando L a ambos lados de la igualdad
T(x,y) = L(0)
T(x,y) = 0.

Se debe ver que S(x,+) = L™1T(x, -) — I satisface las hipétesis de la Proposicién 2.2 (b).
Sea S = L™!T(x,-) — I derivando con respecto a y se tiene

Sy(0,0)h = L™T,(0,0)h — Ih

= L 'L(0)h — Ih
= (I—-Dh
= 0.

13



Como S5,(0,0) = 0y ademés S, es continua se cumple que derivando en la siguiente
igualdad S(x,-) = L™!T(x,-) — I, la equivalencia se mantenga, en consecuencia
Sy(x,y)h =L 'Ty(x,y)h — Ih .
Ahora dividiendo por h a ambos lados se tiene
Sy(x,") =L 'Ty(x,-) —1I.

Asi se puede fijar un k € (0,1) y encontrar 6 > 0 tal que |S(x,y)| < k para (x,y)
tales que |(x,y)| < J. En otras palabras, sobre la regién Bs(0) x Bs(0) C U x V. Véase
X,

esto por la continuidad, para todo € > 0, existe § > 0 tal que si |(x,y)| < ¢ entonces

1Sy(x,y) — 5,(0,0)| < € pero igualmente se conoce que Sy (0,0) = 0.

Por lo cual la anterior desigualdad puede reescribirse de la siguiente manera |Sy (x, y)| <
€ con k = € y k tomando valores en el intervalo (0, 1). De esta forma y cumpliendo las
restricciones anteriores se tiene por el Corolario 1.1 lo siguiente

[5(x,y) = S(x,9)| < kly =7l
Mis atin, como S(0,0) = 0y S(+,0) es continua, existe r < § tal que
1S(x,0)| < 6(1—k)
sobre B,(0).
Por lo tanto, por la Proposicién 1.1, hay un tnico Rx € Bs(0) para cada x € B,(0) que
hace cero a I + S(x, -). Adicionalmente 0 = 0+ S(0,0) y de este modo R(0) = 0.
Veamos que R es continua, ya que si x,x € U tales que
0 = Rx + S(x, Rx) = RX + S(X, Rx).

En consecuencia Rx — Rx = S(X,Rx) — S(x, Rx), se toma el valor absoluto a ambos
lados de la equivalencia anterior y consecuentemente

[Rx — R¥| = |S(%, R¥) — S(x, Rx)|

= |S(%,Rx) — S(x, R'X) + S(x, RX) — S(x, Rx)|
< |S(x,Rx) — S(x,Rx)| + |S(x, Rx) — S(x, Rx)|
< |S(%,Rx) — S(x, RX)| 4+ k|RX — Rx]|

< (1—k)7"S(%, RX) — S(x, R¥)|
< (1-k)7YS(x,R¥) — S(x,RX)| < e.
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Por tanto, si |x — X| < J se tiene que |[Rx — RX| < €. En consecuencia, R es continua. [J

Nota 1. Como ejemplo se tiene el problema no lineal con condiciones iniciales
X"+ ux+f(x)=0 en J=10,1 x(0)=x(1)=0.

[5, p. 148]

El problema posee una perturbacién representada por f. Se asume que f € CY(R) y
f(0) = 0y se aplicara el Teorema 2.3 con E = R, G = C(J). Ademas

F=Ci(J)) ={y € C*(J) : y(0) =y(1) =0},
con la norma definida por |y| = |y”|o

Primero se verd que F es un espacio de Banach, en efecto, |y| = |y”|o define en C3(J)
una norma de la siguiente manera

| 1:G(J) — R

x — sup |x"(t)]
te[0,1]

por lo cual |y| = |y”|o esta bien definida y |y| > 0.
Supéngase con x € C3(]) entonces

x| = |x"]o = sup [x"(t)| = 0.
te[0,1]

De esta manera, para todo ¢ € [0, 1]

x"(t) =0
x(t) = ct.

Como x(0) = x(1) = 0, se tiene que la funcién es x(t) = 0.
También se cumple la homogeneidad por escalar,

jex| = [ex"|o = sup [ex"(£)] = |c||x[o = |c]|x].
tel0,1]
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Ahora véase que se cumple la desigualdad triangular

[x+yl = sup [x"(t) +y" (1)l

te[0,1]

< sup (|x"()+|y"(1)])
te[0,1]

< sup [2"(H)] + sup |y (t)]
te[0,1] te[0,1]

< |x[o + [ylo-

(o]

Atn falta comprobar que Y es completo. En efecto, sea (x,)5_;

una sucesion de Cauchy
en CS( J), de este modo, para todo € > 0 existe un N € IN tal que si m,n > N entonces

|Xn — xm| < €
|x); — xp| < €
sup [x(1) — (1) <e.
te[0,1]
Para cada fy € [0,1] se cumple que |x),(to) — x/,,(to)| < €. De este modo, (x],(tp))5; es
de Cauchy en R y por lo tanto converge a y(tp). De manera que x”(t) = y(t) se integra
con respecto a t a ambos lados de la igualdad, por lo cual x'(t) = Y(¢) + ¢1, de nuevo
se integra con respecto a t y en consecuencia se puede conocer la forma de la solucién
x(t) = W(t) + c1t + co.
Adicionalmente x(0) = 0 de este modo se verifica también que W(0) = —c; y con esto
se reemplaza para obtener 0 = x(1) = W(1) + c; — W(0). Se reemplaza para obtener
c1 = W(0) — W(1), por lo cual si W es una primitiva de una primitiva de y entonces x
se puede escribir de la siguiente forma

x(t) = W(T) + (W(0) — W(1))t — W(0),

siempre que x”(t) = y(t).
Por todo lo anterior se cumple que FF es un espacio de Banach.
Ahora definase F(y, x) = D?x + ux + f(x), y también el operador D? € L(C3(J), C(])),
esto es,
F:RxCj(J) — C(J))
(p, x) — x" + ux + f(x).
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Ahora derivando F(, x) con respecto a x se obtiene Fy (1, x) = D? + u + f'(x) y mul-
tiplicando por y a ambos lados el resultado es Fy(p, x)y = D?y + uy + f'(x)y. Ahora
evaluando para x = 0 toma la forma
Fe(p,0)y = D%y + py + f'(0)y
=D’y +y(u+f(0)),

por tanto, Fy(#o,0) es un homeomorfismo, si y solo si, jg + f'(0) # m?7. En efecto,

X" +ux+ f(x) =0

0%x

ﬁ + kx (t) = 0.
De esta manera se obtiene la igualdad

0%x

El polinomio caracteristico es de la forma, A2 4+ k = 0, entonces A = ++/—k. Asi se
obtienen los siguientes casos.

Primero para cuando k = 0

x//ZO
x =
x = cit + cp.

Ademés x(0) = 0 = x(1) en conclusién se obtiene que ¢; = 0 = ¢5.
Para el segundo caso cuando k < 0. Si k < 0 existe &« > 0 tal que & = /—k y las
soluciones son de la forma

x(t) = are™ + age™.
Aqui también x(0) = 0, por consiguiente a; + a, = 0. En este orden de ideas, a1 = —ap
y reemplazando en la segunda condicion de frontera x(1) = 0 se obtiene

x(1) =0 =a1e" —aje™®

a1e* = aje” "
ae®™ = aq
0162\/?]( = a1
e2Vk — 1,
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Por lo cual, la solucién es a; = a; = 0, lo que implica que x(t) = 0.

En el dltimo caso cuando k > 0, existe m tal que m? =k y en consecuencia, V—k =
+mi. La forma de la solucion es la siguiente x(t) = ay cos(mt) + ap sin(mt). Esto sigue
cumpliendo las condiciones iniciales x(0) = 0 = x(1) de aqui se obtiene

x(0) = 0 = ay cos(0) + a; sin(0)
0 = a3 cos(0) + a3 sin(0)

0= ai.
Por otro lado también se debe cumplir x(1) =0
x(1) =0 = apsin(m).

si ap # 0 entonces m = 7n para n € IN. Dicho de otra manera, m?> = k = 7t2n?, por lo
tanto Fy(o,0) es un homeomorfismo si y solo si pg + f(0) # n?7? para todo n € IN.

De esta forma se observa que el Teorema 2.3 es una herramienta cuyo objetivo es mostrar
la existencia de un intervalo (yo — 7, po + r) en donde el problema tiene solucion. Es de
aclarar que el Teorema 2.3 no es suficiente para la condicién pg + f'(0) = n?m2. En
general el ejemplo afirma que para toda y € C(J) existe x € C3(J) tal que x” + (u +
£(0))x = gy cumple las condiciones de frontera x(0) = x(1) = 0.

El ejemplo anterior ilustra el uso del Teorema de la Funcién Implicita para solucionar un
problema de ecuaciones diferenciales. En ocasiones este tipo de aplicaciones se pueden
dar via el Teorema de la Funcién Inversa.

2.2. Teorema de la Funciéon Inversa

Aunque los teoremas de la funcién implicita e inversa son equivalentes , aqui se dard
una demostracion del Teorema de la Funcién Inversa usando el Teorema de la Funcién
Implicita. Para ver la demostracion reciproca donde primero se demuestra el Teorema
de la Funcién Inversa para luego dar una demostracién del Teorema de la Funcién Im-
plicita revisar [2, p. 284].
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Teorema 2.5. (Teorema de la Funcién Inversa) Sea E, [F espacios de Banach y sea Uy una ve-
cindad de xq, sea G : Uy — TF continuamente diferenciable y G'(xo) ! € L(IF,E). Entonces
G es un homeomorfismo local. Es decir, existe una vecindad U C Uy de xq tal que G|y es un ho-
meomotfismo sobre la vecindad G(U) de yo = Gxg. Ademds, existe una vecindad posiblemente
mds pequefia V C U tal que G|y € CY(G(V)) y

(G| (Gx) =G'(x)™ sobre V.

Mds ain, G| ;" es tan suave como G, como consecuencia, G| € C"(V) si G € C™(Uy), esto
también cuando m = oo. [5, p. 149]

Demostracion. Sea F(x,y) = G(x) —y, se aplica el Teorema 2.3 con G = F, y se permu-
tardn los roles en los que se aplica el Teorema para x y y, asi que existe una vecindad
W = Bs(yp) tal que Bs(yo) C Uy y ademads una tnica aplicacién continua T : W — B;
que cumple Tyo = xoy F(Ty,y) =0

F(Ty,y) = G(Ty) —y = 0.

En este orden de ideas, GTy = y para y € W. De este modo se construye la vecindad
U C U como U = T(W). Se aplica la diferencial en GTy = y y por regla de la cadena
se tiene G'(Ty)T'y = I.
Ahora véase que G'(xg) es una aplicacién continua. En efecto, por hipétesis G es conti-
nuamente diferenciable. Adicionalmente G’(x) es biyectiva y de inversa continua pues
se tiene por hipétesis que G’ (xp) ™! € L(IF, E). Asi G'(xo) es un homemorfismo. Se tiene
que G’ y T son continuas y en particular para cada y € Wy C W se cumple que G'(Ty)
es un homeomorfismo al igual que T, por lo tanto T'(y) = G'(Ty) ! sobre Wp.
Por otro lado T debe ser Frechet diferenciable sobre Wy para esto se quiere ver que
IT(y + h) — Ty — G'(Ty) ~'h| se comporta como una o(h). En consecuencia,

e [T +h) = Ty — G'(Ty)"'h| _

0.
h—0 h

Sitambiénx = T(y + h) y x = Ty. Con esto se obtiene directamente la siguiente relacién
Gx=G(T(y+h)) =y+hyGx=G(Tx) = x, por tanto

IT(y+h) —Ty—G'(Ty)"'h| < |G'(Ty) |G (Ty)(T(y + h) — Ty) — h|
= ¢|G'(x)(x — x) — (Gx — Gx)|,
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con ¢ = |G'(Ty)~!|. Ademés como T es continua y G es diferenciable en x,

IT(y+h) — Ty — G'(Ty) 'h| < ¢|G'(x)(X — x) — (GX — Gx)|

< clo(x¥ — x)|
_ X — x|
= clo(x — x)] 2]
=c ()(_x——x) X — x|
X — x|
< ce|x — x|

=ce|T(y+h) — Ty| .

Asi |T(y +h) — Ty — G'(Ty) " 'h| < ce|T(y + h) — Ty| esto sucede para || < é(e) por la
continuidad de T. A partir de lo anterior se tiene que

IT(y +h) — Ty| — |G'(Ty) "'h| < |T(y +h) — Ty — G'(Ty) " 'h|
IT(y+h) — Ty| — |G'(Ty)'h| < ce|T(y +h) — Tyl .

Sumando y restando a ambos lados para agrupar los términos semejantes se obtiene
[T(y +h) = Ty| — ce|T(y + h) — Ty| < |G'(Ty)~"'h| = c|h].

Luego se toma factor comun la expresion |T(y + h) — Ty| y el inverso multiplicativo de
(1 — ec) para reescribir lo anterior como sigue

IT(y+h) — Ty| < (1—ec) Lc|h].
Por lo tanto, se cumple la siguiente cadena de desigualdades para un € pequefio
IT(y+h) — Ty — G'(Ty) "h| < ce|T(y +h) — Ty| < (1 —ec) c?elh|.
Esto significa que T es Frechet diferenciable sobre Wy y se cumple que
T'(y) = G'(Ty)~".

En otras palabras T = G|ﬁ1 es la funcién inversa de G en la vecindad U 0J

Una consecuencia inmediata que debe tenerse en cuenta de los teoremas anteriores es la
suavidad que heredan las funciones implicitas y estd resumida en el siguiente corolario.
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Corolario 2.2. Bajo las condiciones del Teorema 2.3 la funcién implicita R, encontrada sobre
B, (xo) es tan suave como T, posiblemente en una bola mds pequeria B,(xo) C B, (xo). Es decir,
siT € C"(U x V) implica que R € C™(B,(x0)). [5, p. 150]

Demostracion.
Sea L = Ty,(xo,0) y Xo = X x Y, definase
G:UxV — X,
(x,y) — G(x,y) = (x, L7'T(x,y))

por lo tanto si T € C"(U x V) entonces R € C"(B,(x0)) y ademés G’(xop,yo) es un
homeomorfismo sobre Xy ya que

G'(x,y)(h,k) = G(x+hy+k)— G(x,y)
= (x+h—x,L7'T(x+hy+k) — L 'T(x,y))
= (h, LN (T(x+hy+k) —T(x,y)))
= (b, L™Y(Tx(x, y), Ty (x, y) (1, k)))

= (h, L™Y(Tx(x,y)h + L™ Ty (x, y)k)

Dado que L = Ty(xo,yo) entonces LT, (xp,y9) = I. Ahora evaluando la igualdad
anterior en (xg, o) se tiene

G'(x0,y0) (h, k) = (1, L™ (Tx(x0, yo) It + k) -

En otras palabras G~ '(x,0) = (x, Rx) con R de la misma forma del Teorema 2.3. Asf se
puede aplicar el Teorema 2.4. O]

2.3. Teorema de Nash-Moser

Para lograr estar mds cerca del resultado de Siegel aun es necesaria una generalizacién
del teorema de la funcién implicita. Es posible ver el problema de los divisores pequefios
como un Corolario de esta generalizacién para familias de espacios de Banach. En el
presente estudio se sigue principalmente la prueba que se encuentra en [8, p. 59] .
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Teorema 2.6. Sean (E,), (F)), (G,) tres familias de espacios de Banach con A € (0,1] y con
normas crecientes, de esta mamera, si v < A entonces || - ||y < || - ||1. Sea (X,y) € E; x F1 y
definase para r > 0 lo siguiente Q) = B}(X) x B}(y), donde B;}(x) es la bola centrada en %,
con radio r en B, andlogamente para B}(y). Sea ® : Q) — G una funcién C' con respecto a
y, para todo A € (0,1] y que satisface ®(X,y) = 0. Se asume :

L |®(x,y) —@(x,y) — Py(x, )y — ¥)|rzs < M|y —v'|3, VY € B}NT),

2. Existe T(x,y) € L(Gy,F)) tal que |T(x,y)|p—s < Md™ 7|z

Ar

3. [(@y(x, ) T(x,y) — Dz[p_s < M6204D 23| D(x, ) A,

donde M > 1, « > 0, T > 1 son constantes, y 6 € (0,7).

Se concluye que existe C = C(M, &, T) > 0 tal que para todo (x,y) € Q}, y también que para
todo A € (0,1] con |®(x,y)|5 < CA 2% Asi se tiene v« = u(x) € FFy satisface que
3

®(x,u(x)) =0.
[8, p. 59]

Demostracién. Primero se eligen las sucesiones adecuadas,

An:X(1+2_n), n:O/1/2/"'/

y también
1
Un+1 = E(/\n + /\n+1)-
Operando se tiene que
1A A _
Hny1 = 5(5(1 +277) + 5(1 +27 )
Al 3
=22 F )
— %(1+3.2(H+2)).
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Es preciso afirmar que Ag = A y que A, — 3. En efecto

A
lim Z(1+27") =

n—o00

N>

Para hacer més sencillas las cosas, se denotard ®(y,) = ®(x,v4), T(yn) = T(x,yn). Con
esto la secuencia de iteraciéon de Newton es la siguiente

{yn+1 = Yn — T(Yn)P(yn) (2.1)

Yo =Y

Se quiere probar:

1) yu € B} (),
@) seacy = D), Ly 277es < oo,

@) NYnr1 = Ynllpsr < Mey(UFITATT),

Para probar (3)" se necesita la iteracién de Newton de la ecuacién 2.1 y la hipétesis (2)
donde A = Ay, 0 = Ay — ppi1 = A2~ (n+3)

Y1 = Ynllpns = [y = Tyn)P(Yn) = vl
= ||T(yn)q>(yn)”ﬂn+1
< MU IR @ (ya) 2,
= Mc, (23731,

Ahora se debe probar (2)’. Nuevamente por la ecuacion 2.1 se tiene y, 11 — vy = —T(Yn)P(Yn)

D(Yni1) = [P(Ynr1) — Pyn) — Py(x, ¥n) Wns1 — ¥n)] — [Py (%, yu) T(yn) — 1P (yn).

En efecto,

—P(yn) — Py (X, yn) Wnt1 — Yn) = Py(x, yn) T (Yn)P(yn) — P (yn)
= [q)y(x/yn)T(yn) — 1@ (yn).
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Por lo anterior, y usando la desigualdad triangular junto a las hipétesis (1) y (3) sin dejar
atras que § = A2~ ("*3) se obtiene
Cnt1 = |PWYns1) 1 SIPWns1) = Pyn) = Py, Yn) (Y1 —Yn) [,
+ [Py (%, yu) T(yn) — 1P (yu)n,
—-2
<M 1 = Yl
+ M(2(n+3)2(a+r))\*2 (a+1) )|CI)( n)l%\
—1,_
=M 2 s — vl
—1,_
+ M(z(n+3)A ) 2(0(+T)C%l
dondea = A (“H)(M + M3)q y g =4%"T,
Sea
oy = aq’cy.
De manera directa para todo n € IN se cumple la relacién
Any1 = aanrlCn—i—l
< aq""(aq"cy)

= a2g2n 2

— 2
= gay,.

Se elige un k € (1,2), ep € (0,1) que satisface €11 = gek paratodon € Ny

qﬁeo <1
Por lo tanto, como e’,§ = qk Gﬁz
€n+1 = q(q eﬁz 1)
q1+k( )
= ClHk(q eﬁ—z)
_ q1+k+k2( K3 )
_ q1+k+k2+k3 (e icl‘* 3)
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B B o RS L L
=1 €0

<1

Ahora, para un ¢y = |®(x,y)|; suficientemente pequefio, y por elecciéon que cumpla la
condicién ag = acy < €.
Para a4,
2
a1 =4
= qazc% < qelé.
Para a>,
2
a2 = qaq
_ 3,4 3.4
=0 = g€
2
< e
= €7.

Asfi por induccién para todo n € IN se prueba que

&y < €y.

Supongamos cierto a; < €y
2
nt1 = 4y
< gep
< gk —
< ge, = €y41.
Ya que €f < €2 si k > 2. Como €, < 1 siy solamente si para un ¢ suficientemente

pequeftio, se tiene que €, — 0 cuando n — co.

En esta via también se cumple

Cnt1 < ApCy < €xCp.
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De manera inmediata ¢,11 < ¢, pues €, < 1y a, < €,, ademds c,+1 < co€p.

cualquier caso €, converge a 0. Con esto (2)’ estd demostrado.
Por ultimo, se probard (1)’. Es cierto que

n
1Yns1 = Yol < Y Myj1 = ¥l
=0

<Y Mc;(2U+3TAT)
j=0

n .
]
<a) o
=

n
1
< acy Z qz.
j=0
Como la suma es finita, existe una constante M; > 0, tal que

|Yn+1 — Yol < acoMy.

Si ¢p es tan pequefio como para permitir que

1Ynt1 = Yol <7 =y =¥llx Vn,

se cumple también

yn = ylla, < llyn = Yllw, <7 = lly =7l
Por lo tanto,

1y = Fllr, < llyn = ylla, + ly =7lla, <7
Es decir, y, € B} () y (1)’ esté probada.
Con (1), (2)'y (3)" demostradas, entonces

Y llyner = ylly < MA 25T Y 277, < oo
n=1

n=1
Por lo tanto existe v, = u(x) tal que y, — y« en F3, y ademds
2
[@(x,y:)l3 < M [@(x, yn)ly, = lim cn = 0.

Asi, ®(x,y+) = 0.
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CAPITULO 3

El Problema de los Divisores Pequefios

El problema de los divisores pequefios es atribuido a Siegel y es considerado vital en la
mecdnica celeste, aunque en realidad el resultado es obtenido por A. N. Kolmogorov y
V. Arnold con respecto a un viejo problema en mecénica celeste. Es una pieza maestra en
el andlisis y las ideas similares ayudaron a resolver el problema de los divisores peque-
fos entre otros. mds adelante J. Moser continué con estudios sin el uso de la topologia.
El presente estudio se sigue de [8, p. 55].

3.1. Teorema de Siegel

Para una funcién dada f, analitica en una vecindad de 0 y que cumpla las condiciones
iniciales f(0) = 0, f/(0) = o, se debe encontrar cierta funcion u, también analitica en
una vecindad de 0 y con condiciones iniciales #(0) = 0, y u’(0) = 1. Esta debe satisfacer

f(u(2)) = u(oz). G.1)
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En principio, se escribird este problema en términos diferentes; esto con la intencién de
usar el Teorema de la Funcién Implicita como herramienta para afirmar la existencia de
una solucion.

Sea

O(f,10)(z) = f(z+1(z)) + oii(z) — i(cz) = 0. (3.2)

Con esto se construye una nueva funcién auxiliar ® en una regién determinada por
O={zeC:|z| <1}y H(Q)={f: fesacotada y analitica en Q}.

La funcién esta definida de la siguiente manera

@ : H(Q) x H(Q) — H(Q)
(f,a) — @(f, ).

Por otra parte ®(f, 1) también es una funcién analitica sobre () definida asi

o(f,0): 0 —C
zZ— @(f,ﬁ)(z).
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Y ademés ®(0,0) = 0 ya que
®(0,0) =0(z+0(z)) + 00(z) — 0(cz)
=0+0-0
= 0.
Con lo anterior se quiere aplicar el TFI sobre ®, previamente H(Q2) debe cumplir las
condiciones necesarias y esto es que sea un espacio de Banach. Primero (H(Q}),C) debe

ser un espacio vectorial; segundo se debe ver que H((Q}) posee una Norma y por altimo
que con dicha norma es una espacio completo.

Sean f,g € H(Q), se tiene que f y g se pueden expresar de la siguiente manera
f(z) = Zaizi ;o g(z) = Zb]-zj.
i=0 j=0

Asi

Esta ultima serie converge si y solo si la serie que representa a f(z) también converge.
Esto sucede pues f € H(Q)), asi Af € H(Q)). La norma definida en H(Q) es

I H@Q) — R
f— sup|f(z)].
ze()
Para comprobar que esta bien definida primero se tiene que | - | es el médulo en C y
segundo que f es analitica y acotada sobre (). De este modo, || - || esta bien definida pues

sup,.q |f(z)| existe. Aun falta probar las propiedades que hacen de esta una norma.
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Se veré que para f arbitraria || f|| > 0. En efecto, para toda f € H(Q))

IfIl = sup|f(z)[ =0

ze()

pues | - | es norma sobre C y se tiene que para todo z € C, |z| > 0; por lo tanto
sup |f(z)| > 0conz € Q.

Como segunda condicién se tiene que comprobar || f|| = 0siy solosi f = 0. Supongase
I£]l = 0, asi

sup | f(z)| = 0.
zeQ)

Es decir, |f(z)| = 0 para todo z € Q). Entonces f(z) = 0 para todoz € Q, asi f = 0.
Reciprocamente si f = 0 es obvio que |f(z)| = 0 para todo z € Q.
Es decir, sup, . [f(z)| = 0, asi || f|| = 0.

Adicionalmente, sea ¢ € C
lefll = sup [ef(z)| = |e|sup | f(2)| = |ell|f]]-
zeQ) zeQ)
Falta observar que se cumple la desigualdad triangular para || - ||. Sean f, g € H(Q)

If + &l = sup |(f + &) (2)]

ze)

= sup|f(z) +g(2)|
zeQ)

<sup (|f(2)| +[g(2)])
zeQ)

< sup [f(z)[ + sup [g(2)]
zeQ) zeQ)

= I+ ligll

Asi, por todo lo que se demostro || - || es una norma sobre H(Q).

Una vez mads, aun falta demostrar que H(Q)) es completo y con esto se cumplen todas
las condiciones necesarias para que este sea un espacio de Banach.

Sea (fn);, una sucesion de Cauchy con f, € H(Q) paran € IN. Sucede que para un

n=0
z € Q) fijo la sucesion (f,(z));>, es de Cauchy en C, ya que C es completo esta sucesion
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posee un limite que se denotaré por f(z). De esta manera para cada z € () se tiene que
fu(z) — f(2).
Sea e > 0 fijoy N € IN tal que si m,n > N entonces para cada z € () se cumple que

|fu(z) — f(z)| < €.Como f,(z) — f(z), asi cuando m — oo, la desigualdad anterior
fn — f|| — 0. Con esto

se reescribe como sigue |f,(z) — f(z)| < € paran > N, asi
Se cumple que f es acotada, es posible encontrar N € N tal que si m,n > N enton-

ces para todo z € Q tal que |f,(z) — fm(z)| < 1 se tiene que |f,(z) — f(z)| < 1 por
desigualdad triangular

fn(2)] = @I < 1fu(z) = f(2)] < 1.

Asiparan > N

1f(2)|] <1+ sup|fu(z)].
ze)

Como dltimo paso falta comprobar que f debe ser analitica. Como (f;;)$>_, es de Cauchy
y cada f, € H(Q)) entonces se cumple que siy C Q) es una curva rectificable cerrada se
tiene

fue) = f 284 —o

Por la convergencia uniforme se cumple también que

j{f(z) = ¢ lim f”—@dg
v

7n—)oog—z

@
—,}Eﬁoﬁﬁdé
=0.

Por consecuencia del Teorema de Morera f es analitica y por lo tanto H(()) es un espacio
de Banach. El Teorema de Morera se puede encontrar en [1]
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Ahora es posible usar el TFI sobre @, antes se prob6 que ®(0,0) = 0 ahora derivando a
® con respecto a u se va a calcular ®;(f, 1) por medio de la derivada de Frechet

z+1(z))h+o(h). (3.3)

Con esto es facil determinar si ®;(0,0) es inyectiva. Primero ®,(f,1) € L(H(Q), H(Q))
asi si se evaltia en cierto 1 € H(Q) esto implica que ®;(f, 1)k € H(Q), entonces para
saber cuando ®;(0,0)h(z) = 0 determinard en que casos es inyectiva.

®;(0,0)h(z) = 0'(z+0(2))h(z) + o(h(z)) — h(cz) = 0.

De esta mamera, cuando o (h(z)) — h(oz) = 0 se cumpla ®;(0,0) es inyectiva. Si o =

¢?™ el problema a resolver se convierte en

e?h(z) — h(e*™z) = 0. (3.4)
Si T = 1 la ecuacioén 3.4 se convierte en e*h(z) — h(e*™z) = 0 esto es solo una rotacién
de 360° grados, asi se obtiene ker(®;(0,0)) = H(Q)).

Ahora si T = k para k € Z la ecuacién 3.4 siempre se reduce a una rotacién o multiples
rotaciones de 27, de cualquier manera siempre se cumple que

ker(®;(0,0)) = H(Q).

Esto atin no determina todos los casos, si T = % con g € Z, la ecuacién 3.4 empieza a

desenvolver distintos conjuntos donde ®;(0,0) es inyectiva, si 4 = 2 se obtiene
eh(z) — h(e'"z) = 0.

Esto se reduce a encontrar las funciones 1 € H(Q) tal que cumplen la condicién anterior

h(z) = —h(—z) , en otras palabras que h sea una funcién impar. De este modo, si T = 3

el ker(®;(0,0)) son las funciones impares.
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05}

05}

; . 1 —
Figura 3.1: Caso T = jyq=2

No es sencillo describir de manera explicita el conjunto ker(®;(0,0)), para ver esto
basta considerar mds casos si ¢ = 5, la ecuacion 3.4 se escribe

2in 2int

es h(z) —h(es z) =0.

Una representacion gréafica muestra el problema para g = 5y g = 17 respectivamente.

0.5 . 0.5

L L - L L L "
0.5 0.5 1 -1 -0.5 0.5 1
.

-0.5 . -0.5

LY

Figura 3.2: Casosq =5y q=17con T = q

Por lo anterior, ker(®;(0,0)) # {0} cuando T € Q. Si T € I sucede que ®;(0,0) = {0},
en otras palabras, es inyectiva. Si se escribe

0(z) =Y v7, h(z)=Y h7.
=2 =2
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desde j = 2.

Esto es posible pues si u € H(Q)) y cumplen las condiciones del problema, u(0) = 0,
1u'(0) = 1 se obtendrd siempre que 1y = 1 = 0; razén por la cual las sumas empiezan

Si T = /2 el problema graficamente se comporta de la siguiente manera.

0.5}
§

L
-0.5

05 5

g
0.5} 3
s

Figura 3.3: Caso T = \/E
Ahora la ecuacién

0= ®;(0,0)h (3.5)
tiene una tinica solucién siempre que T € I.

Una vez més se necesita ®,(0,0)h(z) = o(h(z)) — h(oz) para reemplazar en la ecuacién
3.5

i vjzj =o(h(z)) —h(oz)
=2

= O'(i h]Z]) — ih](az)]
j=2 j=2

e

(oh; — h]'O'j)Zj

j=2
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De esta ultima igualdad se obtienen v; = oh; — hjaj y los términos de forma explicita
para la solucién con j = 2,3, - - - son
Y

== h;. (3.6)
o—0

Si es posible encontrar soluciones determinadas por la ecuacion 3.6, pero el denomina-
dor anterior tiende a cero para cierta subsucesion, esto permite afirmar que la inversa

de ©;(0,0) no es acotada.

Por el teorema de aproximacion diofdntica, existe una subsucesién de ¢/" que tiende a

0. Cuando T € Q existe k € IN tal que ¢* = ¢. En esta situaciéon no hay soluciones pues

®;(0,0) no es invertible. Cuando 7 € I la situacién cambia, pues ©; (0,0) es invertible,

k

no existe k € IN tal que 0™ = 0.

Un ntimero real 7 es del tipo (b,v) conb >0y v > 2si

p

T — —

q

De hecho para casi todo namero real T existen (b, v) que dependen de 7, de tal manera

2% Vp,q € Z\ {0}. (37)

que T es del tipo (b, v). Este tipo de ntiimeros se defini6 en (1.3).

En efecto, para (b,v) dados y fijando un g, el conjunto de todos los ntiimeros reales
T € [0,1] tales que la ecuacién 3.7 se cumple se denotard por

Eb,V,L] = {T € [0, 1] :

T—g‘ zq%vpez\{o}}.

Anéalogamente los nimeros reales que no cumplen la ecuacién 3.7 por el conjunto

p

Fovg =101\ Eppq={Tt€[0,1] : |T— E‘ < qu para cierto p € Z \ {0} }.

De aqui se obtiene
b b
9’ g q

Sumando a ambos lados % y operando

b p b p
——4+Ii<t< o +5

q q q q
—b v—1 v—1
—btpg T bt
q’ q’

35



2b
qV
posibles p como g, y como g es fijo, el conjunto donde la ecuacién 3.7 no se cumple posee

Asi la longitud del intervalo para cada py para T € F, ; es &7 = 2bg™". Existiran tantos

una medida menor que 2bg V1.

Posteriormente, el conjunto de todos los ntiimeros reales T tales que la ecuacién 3.7 no
se cumple posee una medida menor o igual a 2b Y g V"1 < oo, con v > 2y como b
puede ser arbitrariamente pequefio, esta medida tiende a cero para el b adecuado. En
este orden de ideas, casi todo namero real T es del tipo (b, v). En otras palabras T € I, el
exponente de ¢, no es un nimero de Liouville.

27T

Supoéngase que o = e“’"'" y T es del tipo (b, v). Entonces

|0. _ 0.j| — )627'[1"( _ eZﬂ.’ijT

_ )eznir(l _ eZT[ijT)

— ‘eZmTH(l _ eZm’jr)|
— |1 _ eZm’jT’
— |627TijT _ 1|.

Ademés usando que p € Z el valor de e=?™ = 1y con esto se cumple la siguiente
identidad

|e2m'(j71)(‘rfj%1) . 1| _ |62m'762m'p _ 1|

|627rij’r _ 1‘.

De las igualdades anteriores

|(T— 0_]| — |62ﬂi(j—1)(7—%) _ 1|

= | cos(27(j — 1) (7 — ]._Ll)) +isin(2r(j—1)(t — ],_Ll)) 1],

El objetivo es proporcionar una cota inferior adecuada para | — ¢/|; para esto usando
que |x + iy| > |y| en la dltima igualdad se conoce una primera cota

sin(271(j — 1)(7 - ]._il»
4

T—],_—l

o —al] >

2 .
= 7—T27T(] —1)
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Esto para valores de x muy pequefios pues sin(x) ~ x en dichos valores.

Como T es del tipo (b, v) y la ecuacién 3.7 aun se cumple, reemplazando en la ecuacién
anterior se obtiene

o=z 4G-1) oLy
Sy
A
Esta relacion implica que la cota superior adecuada es
v—1
L — < I .
lo—0ol| = 4b

En este caso, por la ecuacién 3.6 si 0 tiene un radio de convergencia r, 1 solo puede tener

un radio de convergencia més pequefio.

En otras palabras, se introduce la familia de espacios de Banach:
A(r) = {h(z)|h acotada y analitica en |z| < r,/1(0) = /'(0) = 0}.

Con la norma
|| = sup [h(z)].
|z|<r
Anteriormente se demostré que las funciones acotadas y analiticas son un espacio de
Banach, ahora falta ver que las funciones que cumplen las condiciones iniciales /1(0) =
/(0) = 0 con esa norma también son un espacio de Banach. Para esto falta ver que
Sup|, ., |71(z)| si es una norma y que A(r) es un espacio vectorial completo.

Ya se demostr6 que H(Q)) es de Banach. Si se definea Q) = {z € C||z| < A}, larelacién
de contenencia entre los espacios es la siguiente, A(A) C H(Q),). Solamente falta ver
que A(A) es un subespacio cerrado en H(Q,).

Sea y* € H(Q,) un punto de acumulaciéon de A(A). Entonces existe una sucesion (s;)
de elementos en A(A) que posee una subsucesion (s, ) la cual converge a y*, como esta
converge, debe hacerlo puntualmente para cada z € (2. De modo que, para todo € > 0

|52, (0) —y*(0)] < e
vy (0)] <e.
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Con esto |y*(0)| = 0 asi y*(0) = 0.

Nuevamente, por la formula de la integral de Cauchy,

v'o = [ P

z|<r ﬁ2

_ /| tim P g

z|<r Mg—=® ,32

por la convergencia uniforme,

Np—00 ‘82

y*'(0) = lim /|Z<r nb) yg

Por ultimo

¥ (0) = lim s k(O) =0.

Nj—> 0

Con esto, y* € A(r), por lo tanto, es un espacio de Banach. Ademés |z|/ < (r —4)/ y

1 o)
|v]|_ﬁ‘/|| rzf'“d'z’
1
—d
_27r| ol lz|=r 21 :

< |o|,r .

Entonces se tiene que para todo 9 € A(r)

|©4(0,0)710],_s < sup Y,
|z|<r—5j—2

< 4b22]v 1 r—o ]‘U]|

j=2j=2

7]
vjz

o—ol

1 .
—= 4b|0’7 Z]V ]

i !rEJ” 1<1—é).-
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]
gencia de la integral se quiere obtener una cota para la integral impropia con esto véase

. , j .
Aun falta encontrar una cota superior de Y, =1 (1 — ¢} . Por el criterio de conver-
P 2] r

lo siguiente

00 X 0
/ xV1 (1 — é) dx = / VL n(1=) gy
0 r 0

e 1 i1 9N \—1 01— (—xIn(1-£))
_A _m%%l_%(1M1 e dx.

Realizando la siguiente sustitucién u = —xIn(1 — £), ademds du = —In(1 — ¢)dx y con

esto reemplazando en la ecuacién anterior

) X 0
/ xV 1 (1 — é) dx = / %u"_le_”du
0 r 0 In"(1-¢)

1
= mf(v).

Ahora, con la cota encontrada por el criterio de la integral

1 1

b, < — -
a0 s < i)

T()[ol,

Con C = C(v, r) una constante.

Escribir de manera explicita ®;(f,7) ! es quizds demasiado complicado, el objetivo
es encontrar un candidato adecuado que se aproxime a esta inversa como reemplazo.
Adicionalmente, la aproximacién debe coincidir en la velocidad de convergencia.

Para esto, primero se tiene de la ecuacion 3.3 que

@,y (f,0)0 = f'(z+ 0(2))0(z) + 0 (0(z)) — d(0z). (3.8)
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Y por regla de la cadena en la ecuacion 3.2
(@(f,2))(2) = f'(z +(2)) (1 + 2'(2)) + [0 (z) — o' (02)].
Despejando f'(z + #1(z)) en esta tltima igualdad

Pt itz - @EAG) — (00'(2) —o'(e2)

y reemplazando en (2.7)

q)ﬁ(f,ﬁ)@(z) — (@(f,ﬁ))l(zg _ (0’12’(2) — Uﬁ/(O'Z))ﬁ(Z)

1+'(z))
_ (@, ) (2)0(2) — (00'(2) — 0'(02))0(z) + (0(5(2)) — 0(02)) (1 + ' (2))
A (+ ()
_ (@0, m)(2)0(z) | ob(z)(@(0z) +1) — (1+0(2))0(0z)
1+ 7'(2) 1+ '(2) '

Escribiendo esto sin evaluar sobre z

(®(f, 1)) N oo’ 00 +1) — (1+d')(900)

®alf, )0 =" 1+a (39)
También se tiene
. 0 . o0 0
(1+14'00)®;(0,0) (1+ﬁ’) =(1+4d00) L"’ﬁ/ Y oa}
cbo(14+0'o0)— (boo)(1+1')
=1+
(1+4 0‘7)[ A+ra)(itdo0)

_ O’Z?(ﬁ’od#—l)—(l—{—ﬁ’)(ﬁo(f)
- 1+ '

Reemplazando la igualdad anterior en 3.9

U B , A 5
Dy(f,01)0 = —1+ﬁ/<1>(f,u) + (144" 00)®;(0,0) (1+ﬁ,) : (3.10)

Con esto, el candidato para ser la aproximacion inversa es

T(f,0)h = (1+4")®;(0,0)? <L> :

1+0 o0
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con9(z) = (1

+1'(2))h(2).
Aplicando T(f, %)k en (2.9) y restando a ambos lados /1

1+ o0

Do, )T (F, )i — i = (1) 3(0,0) (L)

Volviendo a la ecuacion 3.2 y una vez mds usando la formula de la integral de Cauchy

. 1 FC+0(2) +ea(g) - a(og) | dg
|D(f,4) |,—s = ﬁ/|z|<r 5 (g_Z)Z
1 ()¢
- ﬁ/|z<r 5 10—z
1 1 A
e Ll
< gm0l [l

Como es analitica y por la desigualdad anterior

[ (f, )]s = sup [o(f, ) ()] < . 5@l <cs@f ). 311

Esto siempre que %5 < C(v,r) = C.

Ahora tomando y € (0,1), y |#'| < vy, implica que 1+ @' o o # 0 y también
(@a(f, 0)T(f, 0) — Id)h|,—s < CO~VTV|D(f, )| Al (3.12)
con C = C(v,v,r). De la misma manera,
IT(f, a)h|,_s < C6|h]. (3.13)
A continuacién se introduce una nueva norma necesaria para los siguientes célculos,

lilr = sup ['(z)].

|z| <7
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Esta norma esté bien definida si y solo si ///(z) es acotada en |z| < r, razén por la cual
s6lo puede ser considerada en elementos que cumplan esta condicién de lo contrario,
el sup ni siquiera existirfa. Ademds supy,|_, |h'(z)| = 0 para cualquier h que cumpla las

condiciones.

Supéngase que sup|,_, 7'(z)| = 0, esto implica que |(z)| = 0 para todo z tal que
z| < r. Asifi/(z) = 0y hi(z) = 0 para todo z tal que |z| < r. De modo que h = 0.
Reciprocamente si /(z) para todo z tal que |z| < r entonces |/(z)| = 0y por lo tanto

Il =o.

La desigualdad triangular también se cumple

i+ 2]l = sup |(7 +0)(2)]

|z| <7

= sup |h(z) + 0(z)]
|z|<r

< |Sup(|h(2)| +[9(2)])
z|<r

— sup [ii(z)| + sup [0(2)|

|z|<r |z|<r
= |[All + 6] -

A

Nuevamente se hace una estimacion, del error de ®(f, 1) — ®(f,9) — Ou(f,9) (4 — ),
con el fin de encontrar una cota adecuada; para esto usando la ecuacién 3.2 se reescribe
lo anterior como sigue
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y reemplazando

- ([ /Z”” <>duds) (i(z) - 9(2))
= ([ [roozie o) as) (a6z) - o029,

Ahora evaluando en los correspondientes limites
! £r PN ~ ! A n ~
= ([ [P+ 0 +sta@)) - i+ 0] de ) (06 - 2)
— ([ [Pe+o@) +s@)] 8 1) - 9(2) - e+ 0(2)) ) — 9(2).

Una vez més para resolver la integral se sustituye p = z + 9(z) + s(i1(z) — 9(z)) y pos-
teriormente dp = (i1(z) — 9(z))ds,

z+a(z)

= f'(p)dp = f'(z+9(2))(a(z) - 5(2))

z+9(z)

= f(z+1(2)) = f(z+9(2)) = f'(z+8(2)) (2(z) — 9(2)).

En consecuencia, se obtiene lo deseado. Usando la formula de Cauchy, si f € A(r) con

|f’7’ <7
‘/ —z|= R 3 g’

;’f’r /g—z|_R m\dﬂ

2

siempre que 0 < R < r — |z|. Ahora la cota adecuada es la siguiente

(f,2) ~ @(f,0) ~ Da(f,0) (2~ )| < =T a ~0|}% 3.14)

Corolario 3.3. (Teorema de Siegel) Supéngase que T es del tipo (b,v), conb > 0y v > 2. Sea
o = e¥™7, Si f(z) = oz + f(z) es una funcién analitica sobre |z| < 1, con las condiciones
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£(0) = f/(0) = 0, entonces existe v, rg € (0,1) y una funcién analitica u sobre |z| < 4(:13%7)

tal que
sup [f(2)] <7

|z[<ro

yfou=uoo.[8 p. 61]

Demostracién. Primero se deben introducir las familias de espacios de Banach: Sear > 0,
A(r) = {h(z)|h es acotada y analitica en |z| < r,h(0) = K'(0) = 0},

con la norma

1]y = sup |h(z)],

|z|<r

A(r) = {h(z) € A(r)|l (z) es acotada en |z| < 7},

con la norma
]l = sup [ ()]
|z|<r
De las familias de espacios de Banach mencionadas s6lo falta comprobar que A(r) es
cerrado con respecto a A(r) para obtener que tambien es de Banach.

En efecto, tomando s,, € A(r) una sucesion de Cauchy, existe una subsucesién s;, €
A(r) tal que s,, — y* y por resultados anteriores y* € A(r), de nuevo por la formula
de la integral de Cauchy,

0= s

:/ lim S () dp.

z|<r k= (B — )2

Por la convergencia uniforme,

« — lim S”k(ﬁ)
o=t ]

dp.
Por tltimo, como s, € A(r), sn,(s) es acotada siempre que |s| < 7,

v (5) = Jim s, (5) < o
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Con esto, y* € A(r), por lo tanto, es un espacio de Banach.

Ahora se debe tomar
Xy =A(n), Ya=A(r) vy Zy=An)
donde A € (0,1], 7, = %, p = 1 7 € (0,1) se determinard. Sea
®(f,1)(z) = f(z +1(2)) + oi(z) — a(0z).
como en la ecuacién 3.2. Sea A = 1y para |\f||A(r0) <, [[#] 4y < v se tiene
[(f, )| < v +2]0] 400 < ¥(1420).

Sirg > 0 es pequefio, se elige un v > 0 también pequefio. Como todas las hipétesis del
teorema 2.6 se cumplen. En efecto las ecuaciones 3.13, 3.12 y 3.11 cumplen las hipétesis
(1), (2) y (3) respectivamente. La conclusion se obtiene del teorema 2.6, asi la ecuacién

O(f,1) =0
tiene una solucién

a(z) =z+ Y unz".

n>2
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CAPITULO 4

Conclusiones

» El Teorema de la Funcién Implicita es una herramienta elemental en el andlisis
no lineal, no sélo es ttil para encontrar soluciones a problemas en Ecuaciones Di-
ferenciales Ordinarias. Sus extensiones pueden aplicarse a Topologia Diferencial,
Geometria Diferencial y la Teoria de Bifurcacién entre otras.

» La primera intencién siempre para afrontar un problema no lineal de manera sim-
ple es una aproximacion lineal. Bajo esta idea una funcién inversa aproximada
que sea lineal es el caso sencillo, las propiedades de linealidad son fundamentales
para lograr afirmar la existencia de al menos una solucién al problema no lineal,
sin entrar en detalles en cuantas més posibles soluciones existan.

» La eleccién de una inversa aproximada adecuada determinaré la efectividad del
método, por esta razén aun si no se tiene una inversa acotada siempre se debe
considerar una inversa aproximada que si sea acotada. Esta condicion es vital para

asegurar la existencia de cierta solucion.
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