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Introduccion

El Teorema de Funcién Implicita junto con el Teorema de la Funcién Inversa juegan
un papel muy importante en muchas ramas de la matemaética, sus aplicaciones com-
prenden areas como el Algebra, la Geometria Diferencial, Analisis Funcional, Ecua-
ciones Diferenciales, y muchas otras mas. Su principal descubridor fue Agustin-Louis
Cauchy (1789-1857) quien se acercé al Teorema con mayor rigor, aunque en algunos
escritos de otros matematicos de la época se evidencian ideas muy cercanas, como la

derivacién implicita en el trabajo de Gottfried Leibniz e Isaac Newton [6, Preface] .

El teorema de la funcién implicita es muy importante en el andlisis no lineal. Es por

ello que en este trabajo estudiaremos algunas aplicaciones del teorema a esta area.

Una caracteristica especifica de andlisis no lineal, es que su configuracién tedrica
estd estrictamente vinculada a las aplicaciones, especialmente las relacionadas con
ecuaciones diferenciales. Es asi como surge una de las teorias méas importantes de
esta drea que es la teoria de bifurcacion la cual estudia los de puntos de bifurcacién
y las propiedades globales y locales del conjunto de soluciones de una ecuacién no

lineal [9, Preface].

Los principales aportes a la teoria de bifurcacién fueron realizados por Lyapunov y
Schmidt en 1908, los trabajos de Krasnoselskii y su escuela en 1950, permitieron la

consolidacién de la teoria.

Esta drea del andlisis usa técnicas y métodos de muchos campos como Anadlisis fun-
cional, Topologia, Ecuaciones diferenciales entre otros. Sus resultados son de gran
importancia ya que permiten solucionar problemas no lineales presentes en fisica,
quimica, biologia molecular, teoria de la aproximacion, teoria de control, nanotecno-

logia.

La Teoria de Bifurcacion resulta ser muy interesante, pues permite conocer y estu-
diar la relacion que tienen la Matematicas con otras areas del conocimiento, por tal
razon en este trabajo que daran los conceptos basicos de la teoria, y algunas de sus

aplicaciones.



Capitulo 1

Diferenciacion

En este capitulo, se estudia la diferenciacion en espacios normados, concepto necesario
para la demostracién del Teorema de la funcién implicita expuesto posteriomente y

para el desarrollo de la teoria de Bifurcacion, expuesta en el tercer capitulo.

1.1. Derivada de Fréchet

Primero se vera la definicion de la diferencial en un punto para una funcién real con
dominio real y luego se expondra las propiedades mds importantes que cumple ésta,
con el objetivo de definir la diferencial de una funcién entre espacios normados que

va cumplir las mismas propiedades.

Definicién 1.1.1. Sean A C R un subconjunto abierto de R, f: A —-R,a € A, f

se dice diferenciable en a si existe b € R tal que:

L fath) -~ fa)
h—0 h

— b,
se denota por f'(a) al real b anterior, puesto que es unico [3, p. 69].

En la definicién anterior es importante que A sea un conjunto abierto, debido a que
existe un 6 > 0 tal que Bs(a) = {z € R;|x —a| < d} C A, asi que, si |h| < § para
h € R entoncesa+h e A .

Una forma equivalente de enunciar esta definicion se da en la siguiente proposicion:

Proposicion 1.1.1. Sean A C R abierto ,a € A, f: A — R. f es diferenciable es a

sty solamente si existen b € R y r una funcion tales que

fla+h) = f(a) +bh+r(h), donde %136 r‘(hh‘) = 0. (1.1)
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Demostracién. Supongamos que f es diferenciable en a, tomando f’(a) = b en la

definicién anterior tenemos

- fa)=0,

lim
h—0

fla+h) - f(a)
h

que es lo mismo

. fla+h)—f(a) f'la)h
Jimy h Ty 0

Luego, para todo € > 0 existe 0 > 0 tal que si |h| < § entonces

|[flat+h) = fla) = fa)h] _
| ’

si se define r(h) = f(a+ h) — f(a) — f'(a)h por lo anterior tenemos que

i "
h—0 |h|

lo cual prueba la primera parte de la proposicién.

Ahora supongamos que tenemos la segunda equivalencia, despejando r(h) tenemos

que para todo € > 0 existe § > 0 tal que si |h| < & entonces

LELECE DI
Simplificando
Lot _ g
asi que
i O _
Luego f es diferenciable en a [3, p. 70]. O

Las siguientes dos proposiciones se acercan un poco mas a lo que es la definicién de
la derivada de Fréchet. También permitiran concluir que la derivada de Fréchet y la

derivada usual en R coinciden.

Nota 1.1.1. Si definimos la aplicacion L para a € R como

L:R—R

x +— L(x) = ax,

tenemos que es lineal y continua.
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El Teorema de representacion de Riesz y lo anterior llevan a dar una equivalencia

para la definicién (1.1.1).

Proposicion 1.1.2. Sean A C R abierto, f : A >R ya € A. f es diferenciable en
a si y solo si existen, una aplicacion lineal L : R — R y una funcion r(h), tales que
. r(h)
fla+h) = f(a) + L(h) +r(h), lim —= =0. (1.2)
h—0 |h|
Demostracion. Si f es diferenciable en a, existe b = f’(a) y r(h) que satisfacen (1.1),
definamos L(h) = b- h para cada h € R, por la nota anterior tenemos que L es una

aplicacién lineal. Luego se satisface (1.2).

Por otro lado, si existe una aplicacién lineal L y una aplicacién r que satisfacen (1.2),
por el Teorema de Representacién de Riesz véase [7, p.188|, L puede expresarse de
manera Unica como L(h) = ¢ h, para algin ¢ € R, asi que por la proposicién (1.1.1)
f es diferenciable en a y f'(a) = ¢ [3, p. 70]. O

Nota 1.1.2. Como L : R — R es una aplicacion lineal y R es de dimension finita

entonces L es continua.

Las proposiciones anteriores que caracterizan a la diferencial de una funcién real en
un punto, sugieren la siguiente definicién, que es una extensién de la diferencial a
una funcién definida entre espacios normados. En este contexto la diferencial en un
punto es una aplicacién lineal y continua que cumple las mismas propiedades de la

diferencial habitual, entre ellas estd la implicacion de continuidad en el punto.

Definicién 1.1.2 (Derivada de Fréchet). Sean X,Y espacios normados con norma
notada en ambos por ||-||. Sea U C X un conjunto abierto, f : U — Y,z € U. f se
dice Fréchet diferenciable en x, si existe una aplicacion lineal continua L (x,-) = L €

L(X,Y) y una aplicacion r (x,h) = r(h), tales que

h
flz+h) = f(z)+ L(h) +r(h), donde  lim rlh) _ 0. (1.3)
h—0  ||hl
La aplicacién L(z,-) : X — Y es llamada la derivada de Fréchet de f en z y es
denotada por f'(x). Si f posee derivada de Fréchet en cada punto de U, la funcién
/U — L(X,Y) es llamada la derivada de Fréchet de f o la diferencial de f [3, p.
72].

Si f posee derivada de Fréchet en cada punto de U, y si la funcién f': U — L(X,Y)
es continua en xg, entonces se dice que f es continuamente diferenciable en xg. Si
f es continuamente diferenciable en cada punto de U, entonces se dice que f es

continuamente diferenciable en U, y se denota por f € C'(U,Y).
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Nota 1.1.3. De la definicion se puede concluir que si f es diferenciable en xq, enton-
ces [ es diferenciable en xy cuando las normas es X, Y son reemplazdas por normas

equivalentes.

Ahora se vera que la derivada de Fréchet es tinica. Para lograr este objetivo primero se

define convenientemente la funcién p(h) = %, p(0) = 0. Debido a que limy,_,o % =

0 se tiene limy,_,o p(h) = 0, luego p(h) es continua en 0.

Proposicion 1.1.3. Sean X,Y espacios normados, U C X abierto, x € U,
f:U =Y, diferenciable en el sentido de Fréchet en z,

entonces la aplicacion lineal continua L = L(z,-) = f'(x) en la definicion (1.1.2), es

unica.

Demostracion. Sean T, L € L(X,Y). Supongamos que satisfacen la definicién an-
terior. Como = € U y U es un conjunto abierto entonces existe » > 0 tal que
Br(zx)={aeX : |Jz—al| <r}CU.

Si h € X es tal que ||h|| <7, se tiene que z + h € U ya que ||z — (x + h)|| = ||h]| < T,
luego
f@+h) = f(x) + L(h) + ri(h) = f(z) + T(h) + r2(h),

donde 71 (h), r2(h) son los restos de L, T respectivamente. Sustituyendo por pi(h), p2(h)
de la nota anterior, se tiene que

f(x+h) = f(x) + L(h) + p1(h) [|h]] = f(z) + T(h) + p2(h) 1]l
donde limy, g p;(h) = 0, p;(0) = 0, para i = 1,2.

Sea v € X, si v = 0 es claro que L(v) = T'(v) por ser aplicaciones lineales, si v # 0
entonces para todo real ¢ tal que |[tv|| < r, se obtiene que z + tv € U. Luego para

h = tv con t # 0, deducimos que
flz+tv) = f(z) + L(tv) + p1(tv) [[tv]| = f(z) + T(tv) + pa(tv) [[t]] -

Asi que

L(tv) — T(tv) = p2(tv) [[tv] — pa(tv) [[tv]],
luego

t(L(v) = T(v)) = pa(tv) [[tv]| = pa(tv) [[tv] ,

1

L{v) = T(v) =  (p2(tv) [|tv]| — pr(tv) [jt]]) -

Multiplicado por uno en la parte derecha de la ecuacién tenemos

L(v) — T(v) = t’”H (pa(t0) 0] — o1 (#0) 1],
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teniendo en cuenta el signo de ¢

]l
L(v) = T(v) = im (p2(tv) [[tv]| — p1(tv) [[tv]]) (1.4)
= %ol (p2(tv) — pr(tv)). (1.5)
Si t — 0 tenemos que tv — 0, ya que para todo € > 0, existe § = ﬁ > 0 tal que si

|t| < d se tiene que
[tvl] < [l o]l < 0 flvfl < e.

De esta manera tenemos que lim;_,q p;(tv) = 0 para i = 1,2, lo cual se debe a que p;

es continua en cero.

Como la parte izquierda de (1.5) no depende de ¢, entonces tomando el limite cuando

t — 0 tenemos
L(v) = T(v) = % [v] lim (p(t0) — p1 (t0)) = .

Luego L(v) = T'(v) para todo v € X. Esto demuestra que la derivada de Fréchet para
cada x en X es unica [3, p. 74]. O

Ejemplo 1.1.1. Sean X,Y espacios normados, f : X — Y, si f(x) = ¢ entonces

f'(z) = 6 para todo x € X, donde la funcién 6 es la funcién cero, en efecto,
fle+h)=c= f(z)+0= f(z)+0(h).
Ejemplo 1.1.2. Sea T' € £L(X,Y), entonces para cada z € X y h € X se tiene
T(x+h)=T(z)+T(h)
asi que T es diferenciable para todo = y ademds T"(x) = T.

Ejemplo 1.1.3. Sean X, X espacios normados, X = X; X X» el espacio normado
con ||z|| = max {|z1||,||z2||} para z = (x1,22) € X. Sea F' € £(X1,X2;Y) una
aplicacién bilineal continua. Entonces F' es Fréchet diferencible en cada punto z € X
y F'(z) es la funcién T € L(X,Y), definida por

T(h) = F(hy,x2) + F(x1,he) para cada h = (hy, ho) € X.
En efecto,

F(x 4 h) = F(z1 + h1,22) + F(z1 + h1, h)
(z1,22) + F(h1,22) + F(x1, ha) + F(h1, ha)
(z) +T(h) + F(h1, ha).

F
F
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Resta ver que T es una aplicacién lineal continua y que F'(hy, ha) es o(h). Veamos
esto, sea o, B € Ry k = (k1,ko) € X,

T(ah + Bk) = F(ahy + Bk1,x2) + F (1, ahe + Bk2)
= F(ahy,z2) + F(Bk1,x2) + F(x1, aha) + F(z1, Bk2)
= aF(h1,2z2) + BF(k1,22) + aF (z1, ha) + BF (21, k2)
= a(F(h1,22) + F(x1,h2)) + B(F(k1,x2) + F(x1,k2))
oT'(h) + BT (k).

Luego T es lineal en X. T es una aplicacién continua puesto que

IT(R)|| = | F'(h1, m2) + F(21, ha)||
= [[F(hy, z2)[| + [ F (21, ha)|
= [[EN- W[l - Nleall + [ - [l ] - [ a]]
< E APl - 2l + flal - 12]])
< 4||F[fmax {{lz ], [Je2[|} max {{lA ], [[h2]l}
= 4[[EN ([ ]l

Por otro lado, tenemos

[ (R, ho) | < (- (Bl - ([ A2
< [|F[| méx {[| Al [|ho]|} max {[[2a ], [ 22|}
= |IF|| - I

Luego F(hy,h2) € o(h). Por tanto F es Fréchet diferenciable y F'(x) = T [10, p.169].

Ejemplo 1.1.4. Considérese el espacio normado G = £(X,X) de todas las aplica-

ciones lineales continuas de X en X. Considérese la aplicacion

f:G—=G
L— f(L)=L*=LoL

se vera que f es diferenciable en todo L € G. En efecto, sea L, H € G,
f(L+H)=(L+H)?=L?>+HL+LH+ H?,
si se toma

f(L):G—G
Hws f(L)(H)= HL + LH

se verd que f’(L) es lineal como funcién de H.
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Seana,BeR,T,He G
(L) (T + BH) = (aT + BH)L + L(aT + 8H)
= (aT)L+ (BH)L + L(aT) + L(BH)
=olTL+PBHL+ LT + SLH
=o(TL+ LT)+B(HL+ LH)
— af (L)(T) + B (L)(H).
Ahora la continuidad se deduce gracias a que £(X,X) es un espacio normado, asi,

|f(L)(H)|| = |HL + LH|| < |[HL|| + | LH]|
< NH LI+ (LIIH] =21 LY [ H]] -
Primero se usa la desigualdad triangular de la norma para operadores lineales y luego

se tiene que la composicién de aplicaciones lineales continuas es bilineal continua. Si

definimos ¢ = 2 ||L|| > 0 tenemos que
I (L)H)|| < cllH]l,

por tanto f’(L) es una aplicacién lineal acotada.

Resta ver que si se toma r(H) = H?, se obtiene

r(H)
11m =
H—0 | H]

0,

en efecto, para € > 0 existe § = € tal que si 0 < ||H|| < § entonces

(Dl _ JE2] )
IH]] L= (L]

=||H|| <d=e

Por lo tanto f es una funcién diferenciable en todo L € G [3, p.79].
Nota 1.1.4. La derivada [’ de una funcién f no necesariamente es continua.
Ejemplo 1.1.5. Sea ¢ : R — R la funcién definida por:
2. (T
o) = sin (35) (€#£0), ¢(0)=0.
Tenemos que para todo € > 0 existe § = € tal que si 0 < |h| < § entonces

(0 + f|t})L|— e0) _ ’hsm (%) ‘

<|h|-1<d=e.

Asi ¢'(0) =0, y para t # 0
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Luego ¢ es diferenciable en R. Si tomamos t = - para n € N, se tiene
n2

1 2
g@f <1> = —sin (n7) — 27m% cos (n)

nz n2
1
= —2mn2 cos (nm)
= —2mn3 - (="
=+ - 27rn%.
Por tanto ¢’ no es continua en 0, mds ain en ningun intervalo compacto que contenta
a 0 [10, p.6].

Proposicion 1.1.4. Sean X,Y espacios normados, U C X abierto, f : U —- Y,

xeU. Si f es diferenciable en x, entonces f es continua en x.

Demostracion. Como f es diferenciable en x, existe una aplicacién T' € L(X,Y) y

una funcién r de h tales que

flz+h) = f(z) + T(h) + r(h), g%jgi:o

Por lo tanto
lim f(z + h) = lim (f(x) +T(h) +r(h))
h—0 h—0
= lim T'(h) + 1i h).
Fla) + lom T(h) + im r(h)
Como T es una aplicacién continua, en particular en 0, entonces limy o7 (h) =

T(0) = 0. Ademas lim,_,or(h) = 0. En efecto, como f es direfenciable en z, para
todo € > 0 existe 6 > 0 tal que si 0 < ||h]| < ¢ entonces

(W]
7]

< €.

Si tomamos §; = min {1,0}, si 0 < ||h|| < 01 entonces

r(h)|| < e- ||l < €61 < e.

Luego
I f(z+h) = /(2)
h—0
por tanto f es continua en z [3, p.77]. O

Proposicion 1.1.5. Sean X,Y,Z espacios normados, U C X, V C Y abiertos.
Supongamos que f: U — V es diferenciable en xo € U, y g: V — Z es diferenciable

en f(zg) € V entonces go f es diferenciable en g y

(g0 f) (o) = g'(f(0)) o f'(wo)-
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Demostracion. Sea h € X tal que xg + h € U, definamos k = f(zo + h) — f(z0o)

entonces

9(f(xo +h)) = g(f(20) + k),

como ¢ es diferenciable en f(x)

oG + ) = g(F o) + ' (Fan))(8) + 7a(8), donde Jim ") —0. (1.0)
Ademsds tenemos que f es diferenciable en zg luego
F(zo+h) — (o) = F(z0)() + ra(h), donde lim 20 _ g,

h0 ||B|
Reemplazando esto en (1.6) tenemos
9(f(xo + h)) = g(f (w0)) + ¢'(f (0)) (S (z0) (h) + r2(h)) + r1 (k).

Como ¢'(f (o)) es lineal

9(f(xo+ ) = g(f(w0)) + g'(f(20))(f'(x0)(R)) + g'(f (x0)) (r2(h)) + 1 (k)

si definimos
r3(h) = g'(f(x0))(r2(h)) + r1(k).

Veamos que

i 3 _ g,
h—0 ||hl

En efecto, como ¢'(f(xzg)) es lineal continua y ||h|| es escalar entonces

AN 1) _ sy g B i 2D
h—0 | Al

lim

h—0 [|A]] o I
) k) . ri(k)
’ 4+ lim 1 =1 :
= 9 (f(20))(0) + lim Al r=0 Al

Ahora vemos este ultimo limite

ri(k) _ (k) (K]
11m = 11m —
h=0 Al a0 [l [|E]

ri(k) [l
= 11m —.
h=0 |kl IRl

Como f es continua, si h — 0 entonces k£ — 0. Luego tomando la norma en el limite
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anterior se tiene

fig AP BN R (2o 4 R) — Fao)]

w0 [kl Il w5 o
ﬂ%W%WEm%WUQ
Sg%WﬁMHﬂ<WMMJWW(W
— iy IO Ll Vi +
= 0- (/)| +0)
= 0.

Como ||| es continua entonces
5T -
asf que
oG-+ 1)) = gl 0) + ¢ (Fa) (£ (c0) (1) + ), dondeJim 10 0.
De lo anterior se tiene que
(9 £ (@) = o (F(z0)) o £ (x0).
O

1.2. Derivada de Gateux

La siguiente definicién es un extensién de la derivada direccional de una funcién

definida en R™ a una funcion definida en espacios normados.

Definicién 1.2.1 (Derivada de Gateux). Sean X,Y espacios de normados, U C X
un conjunto abierto, f : U =Y, x € U y sea v € X. Si existe el limite

T )~ f()
t—0 t

(1.7)

se dice que f posee derivada direccional en la direccion v en el punto x el cual se
denota por Of(x,v). La aplicacion f se dice Gateuz diferenciable en x si para todo
v € X existe este limite [3, p.70].

Nota 1.2.1. Por la defincion nos podemos dar cuenta que la derivada de Gateux es

unica ya que el limite en espacios normados es unico.
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Las siguientes proposiciones muestran algunas propiedades interesantes de la derivada
de Gateux.

Proposicion 1.2.1. Sean X, Y espacios de normados, U C X un conjunto abierto.
Si f U — Y, es diferenciable en el sentido de Gateux en un punto x € U, entonces

para todo A € R y para todo v € X se tiene

Of(z, W) = Xof(z,v).

Demostracion. Sea v € X y A = 0 entonces

af (x, W) = df (x,0) = %g%w

=0=0-0f(x,v),

tomando A # 0, tenemos

Of(x, ) = lim flo+Atv) = /()

t—0 t
o AU A — (@)
t—0 At
~ \lim f(z+ Mv) — f(x)
t—0 At
— \0f(x,v)
el ultimo paso se debe a que si t — 0 entonces A\t — 0 [3, p.96]. O

Proposicion 1.2.2. Sean X, Y espacios normados, U C X un conjunto abierto. Si
f:U =Y, es G-diferenciable en z, entonces para todo v € X y para todo y* € Y*
la funcion

o(t) = (y*, f(z + tv))
es diferenciable ent =0, y ¢'(t) = (y*,0f (x,v)).

Demostracién. Como ¢ es una funcién de R a R, tomando la definicién (1.1.1) para

a = 0 se tiene,

o OB = p(0) _ (7 S+ b)) — " (@)

h—0 h - }lll_r% h
o S ) — f (@)
h—0 h
:g%<ﬁj@+h?—ﬂ@>
- (Lt ) 1)

= (y",0f(z,v))

la dltima parte se da por ser y* una aplicacién lineal continua y por ser f G-

diferenciable en z. Por tanto ¢ es diferenciable en ¢ = 0. O
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Proposicion 1.2.3. Sea f: U — Y una funcion G-diferenciable para cada punto en
U, si para xo,h € U el conjunto {xo + th|t € [0,1]} C U entonces

1/ (zo + th) = f(zo)lly < sup [[0f(zo +th, h)lly - (1.8)
0<t<1

Demostracion. Si f(xo+h) = f(x¢) entonces se cumple (1.8). Supongamos que f(z9+
h) # f(zo), definamos y = f(z¢ + h) — f(x0), por el corolario (1.4) del Teorema de
Hahn Banach [2, p.4] existe y* € Y*, con |ly*|| = 1 tal que

lylly =" v),
lo que es igual
1f(zo + h) = flzo)lly = (", f(@o + 1) — f(z0)) . (1.9)
Si consideramos la funcién
e(t) = (Y, f(zo +th)) para t € [0,1],

entonces para v € R — {0}
lfm go(t—i—v xo+(t+v)h)—f(:1:0+th)>

v—0 < v—)O v
< ((xo + th) + vh) — f(zo + th) >

v~>0 v

= (y", 0f (w0 + th, h)).
Asi
¢ (t) = (y*,0f (zo + th, b)), (1.10)
como f es G-Diferenciable en todo punto del abierto U, en particular para los puntos

xo + th con t € [0, 1]. Entonces ¢ es difenciable en [0, 1] debido a que df(zo + th, h)

existe. Luego ¢ es continua en [0, 1] y diferenciable en (0,1).
Por del Teorema del Valor Medio, tenemos que existe £ € (0,1) tal que
p(1) = (0) = ¢ (&) (1.11)
Sustituyendo (1.9) y (1.10) en (1.11) obtenemos
1 (zo + h) = fzo)lly = ¢(1) — ¢(0)

< ly*H10f (o + Eh, W)

< |0 f(zo + &R, R
Ahora si tomamos el supremo en la parte derecha para £ € (0, 1)

1f (@o + ) = fzo)lly < sup [[0f(zo + Eh, )]
0<é<1
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El siguiente resultado es muy importante, ya que muestra la relacién entre la derivada

de Fréchet y la derivada de Gateux.

Proposicion 1.2.4. Sean X,Y espacios normados U C X abierto, x € U, f: U —

Y diferenciable en x, entonces para todo v € X,

)t O = @)

t—0 t

(1.12)

Demostracion. Siv = 0 es claro que se satisface (1.12). Sea v # 0 en X, como z € U,
y U es abierto, existe 6 > 0 tal que si ¢ € R satisface ||tv|| = |t|||v|| < & entonces
r+tvel,

Fo+ o) = f(@) + J'(@) () + r(tv), @mmgﬁﬁﬁ:&

es decir
f(@)(tv) = flz +t) = flz) —rtv),

por ser f’(z) una aplicacién lineal y ¢t # 0 entonces

Py = LTI )

tomando el limite cuando ¢ — 0 obtenemos

t—0 t >0 t
ademas se tiene que
t t t
T GO P L) S Y P C)
t—0 ¢ t=0 |||l ¢ t—0 ||tv]|
se concluye asi (1.12). O

Esta proposicién tomada de [3, p.75] nos permite concluir que toda funcién Fréchet
difereciable en x es Gateux diferenciable en z, pero el reciproco no se cumple, veamos

esto

Ejemplo 1.2.1. Sea f : R? — R definida por

2 .
flay) = { e 0P
0, siz=0
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Figura 1.1: G-Diferenciable

veamos que f es G diferenciable en (0,0). En efecto, si v = (0,a) para a € R tenemos

que 8f(6,v) =0, para v = (a1,az2) € R% con a; # 0,

— 3 2
L F0,0) £ 1)~ f(0,0) | Fana
t—0 t t—0 3 (a% + tQa%)
2
=%

ay

el limite existe puesto que a; # 0.

Supongamos que f es Fréchet diferenciable en (0,0) entonces por la proposicién an-

terior tenemos que para todo v € R?

/ . f((0,0) +tv) — £(0,0) _ . f(tv)
FO.0) = fig TS iy £

si tomamos v como los vectores candnicos tenemos

£0.0)(0.1) = 1im L g
' t.0
£0,0)(1.0) = 1im L) g

como e1, ex son una base para R? y f/(0,0) es una aplicacién lineal entonces para

v = (a1,az) se tiene
fl(oa 0)(ala a2) = alf/(07 0)(17 0) + Clgf/(o, O)(O’ ]-) =0+0=0
es decir f/(0,0) es el operador cero, asi que para todo (h, k) € R? tenemos

f((ov 0) + (hv k)) = f(O, 0) + f/(O, 0)(h> k) + rl(ha k)
= Tl(h, /{7)
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donde
1 <ha k) _

lim =
(hk)—=(0,0) |(h, k)|

Veamos ahora este tltimo limite, si tomamos h = k # 0 entonces

Tl(hv h) f(h’ h)

(R, R)| (R, 1)
h3
~ V2[R (B2 1Y)
h3
~ V2 |hh2(1 + h?)
1
V2(1 + h2)

entonces el limite no existe cuando h — 0. Luego f no es Fréchet diferenciable en

(0,0). Més atin f no es continua en (0,0). Puesto que si tomamos = = y? para x # 0

entonces 4
_y 1

pero f(0,0) = 0, luego f no es continua en (0,0).

Nota 1.2.2. En el ejemplo anterior df(0,-) no es lineal.

La proposicién (1.2.4) nos permite caracterizar la diferencial en el sentido de Fréchet

para una funcién f: R® — R™ llamada habitualmente como el Jacobiano de f.

Ejemplo 1.2.2. Sea X =R")Y =R™ y sea p; : R" - R para¢=1,...,m. Si se
define f: X — Ypor
p1(x)
f@)=1 1+ |,
Pm(z)
si f es F-diferenciable entonces para cada x € R, f/'(z) € L(R",R™).

Tomando ey,...,e, y €], ..., e, como los vectores coordenados unitarios de R” y R™

respectivamente, tenemos

f'(x)(ex) = 0f (x;er) = Dif ()

donde Dy f = (Dre1, ..., Drom) v Dip; es la derivada parcial de ¢; con respecto a

la k-esima componente, para k = 1,...,n. Luego

f'(@)(er) =Y Dypi(x)e;.
i=1
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Como f’(x) es una aplicacién lineal entre espacios de dimensién finita, entonces la ma-

triz asociada a la aplicacién respecto la base canodnica, esta unicamente determinada

por
Dipi(z)  Dapi(z) ... Dnpi(x)
, Dipo(x)  Dopa(z) ... Dppa(x)
fz) = : : :
Diom(x) Dopm(z) ... Dppa(z)

Ejemplo 1.2.3. En el ejemplo anterior si f : R™ — R entonces f'(z) = (D1 f, D2f,...,Dyf)
que habitualmemte se denota por V f(x) y actua como aplicacién sobre R™ por medio

del producto interno. Es decir

f(x)v=Vf(z) v para v € R".

El siguiente teorema da condiciones adicionales suficientes para que una funcién con

derivada de Gateux permita tener derivada de Fréchet.

Teorema 1.2.5. Supongamos que f: U — Y es G-Diferenciable, y para todo x € X
existe A(x) € L(X,Y) tal que

Of(x,h) = A(x)h  para todo h € X.

Si la funcion x — A(z) es continua en xq, entonces f es F-Diferenciable en xy.

Demostracion. Sea h € X, tal que xg+h € U sin perdida de generalidad supongamos
{zo + th;t € [0,1]} C U. Definamos y = f(xg + h) — f(xo) — A(zo)h € Y, siy =0

entonces
f(xo+h) = f(xo) + A(zo)h +r(h)  donde r(h) =0 € o(h),

si y # 0 entonces por el corolario (1.4) del Teorema de Hahn Banach tomado de [2,

p.3] existe y* € Y* con ||y*|| = 1 que depende de y, tal que
1ylly = (") -
Es decir
1/ (zo + h) = f(x0) = A(zo)hlly = (y"; f(xo + h) — f(x0) — Azo)h) .
Por otro lado, si definimos

o(t) = (y*, f(zo + th))
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parat € [0, 1], tenemos que la funcién ¢ es diferenciable por tanto continua, en efecto,

PEDELCINRYNCEIEODE LN

v—0 v "0 v
_ < Y (@0 £ th) +vh) = f(ao +th)>
"0 v

= (y*,0f(xo + th, h))

como [ es G-Diferenciable en todo punto del abierto U en particular para los puntos
xo + th con t € [0, 1], entonces ¢ es difenciable en [0, 1] debido a que df(xo + th, h)

existe. Luego ¢ es continua en [0, 1] y diferenciable en (0,1).

Por del Teorema del Valor Medio, tenemos que existe & € (0, 1) tal que

Asi

|o(1) = (0) = (y*, A(zo)h)| = (€)= (y", Alo)h)|

= [{y" ,3f(:ro+£h h)) = (y*; A(zo)h)|
= [(y", 0 (xo + &h, h) — A(xo)h)|
[{y", A(zo + Eh)h — A(zo)h)]
[(y", [A(zo + &h) — A(zo)]h)]

Como la funcién x — A(z) es continua en g y ademés si h — 0 tenemos que b — 0,

luego
i 1P0) = so(O)H;l ”<y*, A(wo)h)| _ '<y T gﬁz; - A(xo)]h>'
< )y (40200 = Aol
= Iy Jim [A(0 +£|l|z})l||— A(mo)]hH

< | i 1A +fh>”;”A<xo>H A

< [ly"] Jim | Ao + €R) — AGao)|

=ly"ll-0
= 0.

Gracias a esto podemos concluir

lp(1) — @(0) — (y*, A(zo)h)| = {y*, f(xo + h) — f(x0) — A(z0)h)|
= || f(zo + h) — f(z0) — A(x0)h|ly € o(h)
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como ||-|| es continua entonces

f(zo+h) = f(x0) — A(zo)h € o(h).
Por tanto
f(zo+h) = f(xo) + A(zo)h + r(h)
donde A(zp) € L(X,Y) yr(h) = o(h). Como la derivada de Fréchet es tinica entonces
(o) = A(zo)
[4, p.3]. O
Ejemplo 1.2.4. Sea X un espacio de Hilbert, con producto interno (,). Definamos
f(x) = ||z|| con z # 0. Si F(z) = ||z||* tenemos que para h € X
Fla+1th) — F(z) = || + th]]? — 2]
=(z+h,z+h)— (z,x)
= (2,2) + (3, th) + (th,) + (th, th) — {z,)

2 (z,th) + (th, th)
= 2 (z,th) + ||th?.

Asi que
2
i F(x +th) — F(x) — lim 2 (x,th) + ||th]|
t—0 t t—0 t
) th . .9
=1lm2(x,— )+ lim¢* (h, h)
t—0 t t—0
=2 (x,h)

luego OF (x,h) = A(x)h donde A(x) = 2(x,-) para todo h € X.

Como el producto interno es bilineal continuo, entonces para x fijo A(x) es una
aplicacion lineal continua con respecto a h. De la misma manera la funcién x — A(x)
es continua para todo x € X ya que el producto interior es continuo en la primera
componente. Aplicando en teorema anterior se tiene que F' es F-diferenciable para
todo x € X.

Ademis, como F es diferenciable y F' = f? entonces f también lo es, asi que por
regla de la cadena

Flz)=2-f f(z)
luego

F'(x)h = (2f - f'(z))h = 2[lz]) f' ()R
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ya que estamos en R y x # 0 entonces

1

= Fl'(z)h
2”@

f'(@)h

1
— 2z, h)
2|zl

~ ()
f(z) = <H§||>

Ejemplo 1.2.5. Sea Q C R" un dominio abierto acotado. Denotemos por C(Q) al

luego

[4, p.6].

espacio de las funciones reales continuas en . Sea
0: OxR—=R

una funcién de clase C'!. Definamos la funcién f por

f:CQ) -0
urs f(u): Q=R
donde f(u)(z) = p(x,u(z)). Entonces f es F-diferenciable y para todo uy € C(€),

f(ug - v)(2) = oy, ug(x)) - v(x) para todo v € C(Q). (1.13)

Demostracion. La funcién f estd bien definida, puesto que para cada u € C(Q) se

tiene que f(u) es continua, en efecto, como ¢ y u son continuas, sea a € €2,

lim f(u)(z) = lim p(z, u(x))

= ¢(a,u(a))
= f(u)(a)

como a lo tomamos arbitrario entonces la funcién f(u) es continua en (.

Sean h € C(Q), t € Ry up € C() , definamos para x € [0,1] y = € Q fijo la funcién

(k) = @(, uo(x) + Kth(z)),

entonces v es diferenciable en (0,1) y

¥(k) = pul uola) + wth(z) - (th(x)). (1.14)
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Ademds v es continua en [0, 1] ya que ¢ es continua en la segunda componente. Como
¥ es una funcién real, entonces por el Teorema del Valor Medio existe £ € (0,1) que

depende de x tal que

Definamos 0(x) = £ entonces por (1.14) se tiene

¥(1) = (0) = pu(, uo(x) + Eth(z)) - (th(z)).

Asi

p(x, uo(x) + th(z)) — ¢(z, uo(x)) = pulz,uo(x) + 0(2)th(x)) - (th(z)).  (1.15)
Utilizando (1.15) y ¢ # 0 tenemos
<f(uo +th) — f(uO)> (2) = p(x, (uo(x) + th(z))) — ¢(, uo(x))
t t
_ pu(®, uo(z) + 0(x)th(z)) - (th(x))
t
= ¢u(®, uo(z) + 0(x)th(z)) - (h(x)).

Por otro lado sea M € R™, como ¢ es continuamente diferenciable, entonces ¢, es
continua en ) x [—M, M] el cual es compacto, luego ¢, es uniformente continua en
O x [~ M, M]. Por tanto para cada x € Q) tenemos que para todoe > 0y M € R existe
d=109(e, M) >0 tal que si ||€ — &[] <& con ||&], ||| < M, entonces

Hapu(a:,f) — gou(x,f’)H < €. (1.16)

Tomemos ahora M; = ||lug|| + [|k]| y € > 0, por lo anterior existe 61 = d1(e, M),

definamos d2 = min {ﬁ, 1¢ y seat tal que |t| < J2. Entonces

luo() + O(2)th(z)[| < lluo(2)]| + [t [6(x)] [|A(2)]]
< luoll + 1Al = M,
tambien
luo ()| < [Juoll + [|Al] = M.
Por (1.16)
[u(, uo(z) + 0(x)th(z)) — pul@, uo(x))l| <e.

Se sigue que

lm oy (2, uo(2) + 0()th(z)) - (h(z)) = pulz, uo(z)) - (h(2)).

luego

9 (uo, h)(x) = pu(@,u0(x)) - (h(2)). (1.17)
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Notemos que la funcién h — A(u)h = @y(x,ug(x)) - (h(x)) es lineal y continua
por ser ¢, (z,up(x)) lineal y continua , ademds la funcién u — A(u) de C(2) en
L(C(Q),0C(£2)) es continua, entonces por el teorema (1.1.10) f es F-Diferenciable y

por (1.17)
I (ug - v)(z) = pulz,up(x)) - v() para todo v € C(2)

[4, p.4]. O



Capitulo 2

Teorema de la Funcion Implicita

A continuacién se dardn algunos resultados preliminares para el Teorema de la Fun-
cién Implicita, el cual es uno de los pilares de andlisis, puesto que para una funcién
F:U CX xY — Z con ciertas condiciones, garantiza la existencia de una funcién

local continua u que relaciona los espacios X,Y y resuelve la ecuacion
F(z,y) =0. (2.1)

El TFI es muy importante, ya que muchas veces es imposible resolver la ecuacién

anterior para y en terminos de x, por ejemplo para:
F(z,y) = y° + 16y + 22°y + x,

F(z,y) = y* + cos(z + y) + 227,

pero algunas veces esto se logra resolver en una cierta vecindad, asi que este teorema

garantiza la existencia de la funcién u y ademas establece su derivada.

2.1. Principio de Contraccion de Banach

En 1922 Banach probd un teorema que bajo ciertas condiciones asegura la existencia
y unicidad de un punto fijo. Este teorema es llamado el Teorema de punto Fijo de

Banach o el Principio de contraccion de Banach.

Definicién 2.1.1 (Punto Fijo). Sea f : M — M donde M es un espacio métrico con
métrica d. Un punto a € M se llama punto fijo de f si f(a) = a.[3, p.322]

Definicién 2.1.2. Sean (M, d1), (M2, d2) espacios métricos, una aplicacion f : My —
My se dice contraccion st existe A € R, 0 < X\ < 1 tal que para todo x,y € My se tiene

dy (f(2), f(y)) < Ada (2,y).

22
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Ejemplo 2.1.1. Sea A C R” abierto convexo, f : A — R™ diferenciable tal que
lf'(z)|| < X\ para todo x € A, con A € R, 0 < XA < 1. Por la desigualdad de valor
medio [3, p. 228] tenemos que para todo z,y € A

1 () = F@)]l < lly =zl sup {||/'(2)|| : 2 € (2,9)},
donde (z,y) denota el intervalo n-dimensional.
Como [|f'(z)]| < A entonces sup {[|/'(:)] : = € (z,1)} < A
Asi que
1f () = @) < Aly — =]
Luego f es una contraccion.[3, p.322]

Ejemplo 2.1.2. Sea (M,d) un espacio metrico, si f : M — M es una contraccién

con constante A, entonces f” (n € N) es un contraccion.

Demostracion. Para x,y € M, y para todo n € N, se tiene que f"(x), f"(y) € M,

como f es una contraccién entonces

d(f"(x)), f*(y)) = d(f(f"H (), F(f" ) < Md(f" ), f*7H ()
S A(f(f"72(@)), F(F 72 ())) < Nod(F 2 (@), f"72 ()

<X (f(2), fy) < Ad(x,y),
como A < 1 entonces A" < 1, asi que f™ es un contraccién con constante A™. ]

Proposicién 2.1.1. Sean (M, d;), (Ma,ds) espacios metricos, si la aplicacion f :

My — Ms es una contraccion entonces f es uniformemente continua.

Demostracion. Si A = 0 entonces da (f(x), f(y)) = 0, como da es una métrica entonces
f(x) = f(y) para todo z,y € M; luego f es un funcion constante, por tanto es

continua.
Parae >0y A # 0, existe § = { > 0 tal que si para z,y € M se tiene que di(z,y) <6

entonces

da (f(2), f(y)) < Ay (z,y) < A <

€.

£ _
=
O

Teorema 2.1.2 (Principio de Contraccién). Sean (M,d) un espacio métrico comple-
to, f: M — M una contracion con constante A (0 < X\ < 1). Entonces f posee un uni-
co punto fijo, ain mas, si a € M, la sucesion x1 = f(a),x2 = f(x1), ..., Tnt1 = f(zn)

converge al punto fijo de f.
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Demostracion. Si A = 0 entonces da (f(x), f(y)) = 0, como da es una métrica entonces
f(x) = f(y) para todo x,y € Mj luego f es un funcién constante, es decir existe c € M

tal que f(z) = c para todo z € M, en particular para ¢, f(c) = c.

Si A #0, sea a € M, definamos la sucesién x1 = f(a),z2 = f(x1), ..., Tnt1 = f(zn),

notemos que
A(n, Tnt1) = d (f(n1), f(20)) < Ad(Tp1,20) < - <N (@1, 22) < N'd(a, 21)
Luego para m € N, con m > 1 tenemos por desigualdad triangular que

(T, Tnrm) < d(Tn, Trg1) + d(Tnr1, Toa2) + - d(Tppm—1, Tnrm)
< N'd(a, 1) + N d(a,20) + -+ AT (a, 2)
= (A" 4+ A" A (g, 1),

Ademads tenemos que

A" _\n n+1
== AT EA +
de donde N
AP >\n+1 . ‘)\n+m71
(A" + + ) <1
multiplicando en ambos lados por d(a,x1) que es un numero positivo
)\'I’L
(A" + AT AT d(a, 2q) < T /\d(a, x1)
asi que
d(Tp, Tnim) < d(a,z). (2.2)

1-A
Veamos ahora, que esta sucesiéon es de Cauchy. Como A" — 0 cuanto n — oo por ser
<1=A) ) existe N € N tal que

IA|l < 1 entonces para todo € > 0

» d(a,z1)
1—A
A" = A" < =X para todo n > N
d(a,xy)
esto implica que
A" e(1—N)
d — 7 d =
1—\ (aaxl) < (1 — )\)d(a,ﬂfl) ((I, xl) €
Luego para (2.2) se tiene
A(Tpy Trpm) < € para todo n > N.

Como M es un conjunto completo y (z,) es una sucesiéon de Cauchy, entonces (x,,)

converge a un punto de M, llamemosle w y

lim 2, =w= lim x,41 = lim f(x,)
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por ser f una funcién continua

lm f(zn) = f ( lfim xn) — f(w).
n—oo n—oo
Por tanto f(w) = w, entonces queda demostrada la existencia de un punto fijo de f.
Supongamos ahora que f posee punto fijo z es decir f(z) = z, entonces

0 <d(z,w) = d(f(2), f(w)) < Ad(z,w)

0 < Md(z,w) —d(z,w)
de donde

0<(A—1)d(z,w). (2.3)
Como A < 1 entonces (A — 1) < 0, asi que (2.3) es posible si y solo si
d(z,w) =0

por ser d una métrica z = w, lo cual muestra que f tiene un tnico punto fijo.[3,
p.323] O
Los siguientes ejemplos muestran la importancia de las condiciones M completo y
0<A<1).

Ejemplo 2.1.3. Sea M = R — {0} con la métrica inducida por el valor absoluto, el
cual no es completo. Definamos f : M — M por f(z) = Az para 0 < A < 1. Entonces

f es una contraccién puesto que
[f (@) = fFy)l = Az —yl,
pero f no posee un punto fijo.

Ejemplo 2.1.4. Sea M = [1,00) con la métrica inducida por el valor absoluto de R,
se tiene que (M, |-]) es un espacio métrico completo ya que es un subconjunto cerrado
de R. Definamos

fi[l,00) — [1,00)
x»—>f(x):x+%

Si f posee un punto fijo z entonces f(z) = z + % = z, de donde % = 0, lo cual es

imposible, asi que f no posee punto fijos y ademas

F(@) ~ f(w)] = m+;_y_’: oyt -2
o221 3)
—Ix—yl‘l—xly
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por otro lado tenemos que para z,y € [1,00), 1 — ﬁ < 1, luego

[f(x) = f(y)l < |z —y| para todo z,y € [1,00) .

En este ejemplo A = 1 y no existe un punto fijo de f, asi que es necesario que A < 1.

2.2. Algebras de Banach

Definicién 2.2.1 (Algebra). Sea A un espacio vectorial sobre R, A es dlgebra sobre
R si existe entre los elementos de A una ley de composicion interna, la cual se llamara
producto, es decir una aplicacion p: A x A — A tal que para z,y € A, p(z,y) = x-y.

Este producto satisface:
= p es asociativo, es decir, dados x,y,z € A
z-(y-z)=(z-y) 2
= p es bilineal, es decir, para x,y,z € Ay A€ K

z-(y+z2)=x-y+ax-z,
(x+y) z=z-2+y-z,
Mz y) = (Az) -y =z (\y).

A es llamada un dlgebra con identidad, si A contiene un elemento e tal que para
todox € A, e-x = x-e =x. Este elemento e es llamado una identidad en A.[3,

p.179]

Nota 2.2.1. Si A es un dlgebra con identidad entonces la identidad es unica. Puesto
que si e, e’ son identidades entonces como e € A y €' es identidad e-¢' = e de manera

analoga e - ¢/ = €' asi que e = ¢€’.

Definicion 2.2.2 (Algebra normada). Un dlgebra normada es un espacio normado

que es una dlgebra, tal que para todo x,y € A,

-yl < =yl (2.4)

y si A tiene identidad e entonces |le|| = 1. Un dlgebra de Banach es un dlgebra

normada que es completa, considerada como un espacio normado.[7, p.395]

Ejemplo 2.2.1. Sea Y un espacio de Banach, entonces £(Y,Y) es un espacio de
Banach con norma

1Ll = sup [[Lz],

l[=]I=1
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para cada L € L(Y,Y).

L(Y,Y) es un édlgebra, en efecto, si definimos una ley de composicién interna, para
cada L,T € L(Y,Y) por L-T = LoT, la cual esta bien definida, puesto que la
composicién de aplicaciones lineales continuas en Y es una aplicacién lineal continua

Y.

Ademas tenemos que para L,T,H € L(X,Y) y o € K donde K =R o C se tiene

Lo(T+H)=LoT+ LoH,
(L+T)-H=LoH+ToH,
a(LoT)=(aL)oT = Lo (aT),

Lo T < LT -

La identidad en £(Y,Y) es I la aplicacién identica y

]l = sup [[[z]| = sup [lz] = 1.
lell=1 =1

Proposicion 2.2.1. Sea A una dlgebra de Banach real con identidad e. Si x € A

satisface ||x|| < 1, entonces e — x es invertible y

Demostracion. Primero veremos si Z;; 27 converge. Sabemos que

i .
D llzll? < 4o
j=1
debido a que ||z|| < 1. Ademds, por (2.4) tenemos que para y = x
2
2] < Nl
Por induccién, para cada j € N
2] < Nl -

Luego por criterio de comparacién [8, p.64], tenemos

o .
>_ a7} < +oc.
j=1
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Como 3777, 27 converge absolutamente y A es un espacio completo entonces converge.
Sea s =3 72, 27 + e. Veamos ahora que s = (e — z)~!. En efecto, por simple calculo

tenemos

(e—x) Hetaz+...+2")=(e+z+...+2")(e—x)" (2.5)

=e—a"th (2.6)

Ahora tomemos n — oo, como ||z|| < 1 entonces z"™! — 0. Aplicando ésto a lo

anterior (e — z)s = s(e — x) = e. Lo cual termina la demostracién.[7, p.398] O

Teorema 2.2.2. Sea A un dlgebra de Banach real con identidad. Entonces el conjunto

G de todos los elementos invertibles de A es un conjunto abierto.

Demostracién. G # () puesto que e € G. Sean 19 € G, § = W Sea x € A con
0

|l — zo|| <.

1

Definamos y = ;"2 y 2 = e —y entonces por propiedades de la norma y usando (2.4)

obtenemos

2l = [|—2ll = lly — ell
= ||y te — a5 |
= [Jag " (z — o)
< g ||z = ol

< laglo =1

Por tanto ||z|| < 1, por la proposicién anterior y = e — z es invertible, entonces y € G.

Como G es un grupo con el producto, entonces
ToYy = moajalx =z €.
Como zp € G es arbitrario entonces G es un conjunto abierto.[7, p.399] O

Nota 2.2.2. El conjuto M de los elementos de A no invertibles es un conjunto

cerrado.

Teorema 2.2.3 (Teorema de la Funcién Implicita). Sean X,Y,Z espacios de Ba-
nach, U C X x Y un conjunto abierto. Supongamos que f € C(U, Z), tiene derivada
de Fréchet con respecto a y, f, € C(U,L(Y,Z)). Si para un punto (xo,%0) € U,

f(zo0,10) =0,

fy H(wo,90) € L(Z,Y)
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entonces existen r,r1 >0 y u € C (B, (zg), By, (v0)) tal que

B’r(x()) X Bm (ZJO) - U7
u(zo) = Yo
f(z,u(z)) =0 para todo x € By(xp).

Ademds, si f € CY(U,Z) entonces u € C* (B,(x0), By, (v0)) ¥

o (z) = —fy_l(x,u(a:)) o fu(z,u(x)) para todo x € By(x¢)

Demostracién. Como U es un conjunto abierto existen (3,81 > 0 tales que, si ||z|| <
B, ly|| < B1 entonces (x + o,y + yo) € U. Definamos g : Bg(0) x Bg, (0) = Y por

9(@,y) = f; (0, y0) © f(z + m0,y + yo)

entonces g € C(Bg(0) x Bg,(0),Y) puesto que es una composicién de funciones

continuas.

Tenemos que para ¢ =y = 0,

9(0,0) = £, (z0,y0) © f(z0,%0)

por hipotesis f(zg,y0) =0y como Iy ! es una aplicacién lineal entonces

fo (@0, 50)(0) =0
asi que
9(0,0) = 0. (2.7)

Por (1.1.2) y (1.1.5), tenemos

gy(2,y) = f; (0, y0) 0 fy(x + w0,y + o) € L(Y,Y) (2.8)

ademas
gy(ou 0) = fy_l(xﬂuy()) o fy($07 yO) = ZdY

luego g, 1(0,0) = idy existe, donde idy denota el operador identidad el cual es lineal

y continuo, entonces

g9,(0,0) € L(Y,Y). (2.9)

Por otro lado, tenemos que g, € C(Bg(0) x Bg,(0), L(Y,Y)) puesto que es composi-

cién de aplicaciones continuas.

Se demostrara el Teorema de la Funcion Implicita para g. Despues se verad que no hay

perdida de generalidad para f.
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Con el objetivo de resolver la ecuacion

g(x,y) =0
tomaremos x fijo y veremos para que y € Y esta ecuacién se cumple.
Este problema se reduce a encontrar el punto fijo de la funcién
R(z,y) =y —g(z,y) para  fijo

es decir si para algin y; € Bg, (0) se tiene que R(x,y1) = y1 — g(z,y1) = y1 entonces
g(x,y1) = 0. Para esto vamos a utilizar el teorema (2.1.2) de Contraccién de Banach.

Primero se verd en que conjuntos R es una contraccién:

Sean y1,y2 € Bg, (0)

|R(z,y1) — R(z,y2)l| = lya — g(z,91) — y2 + g(z, y2) ||
= [[(y1 — y2) — (9(x,y1) — g(=, y2)||

si definimos h(t) = g(x, 1t + (1 — t)y2) para t € [0, 1], tenemos que
W (t) = gy(z, ot + (1 = t)ya) - (11 — v2)-

Como h(t) es una aplicacién continua, diferenciable en (0, 1), ademés h’ es continua en
(0,1) y existen las derivadas laterales en 0, 1 respectivamente, y h' se puede extender
a una aplicacién continua en [a, b], entonces por el Teorema Fundamental del Célculo

en espacios de Banach [3, p.271]
1
h(1) = h(0) = / B (t)dt
0
1
= /0 gy(@, g1t + (1 = t)ya) - (y1 — y2)dt
= g(z, 1) — 9(x, 2).
Asi que

1
|R(x,y1) — R(z,y2)|| = ||ly1 — v2 — /0 gy(z,yit + (1 —t)y2) - (y1 — yQ)dtH

1
= /O (y1 —y2) — gy(@, it + (1 —t)y2) - (y1 — yz)dtH

1
- [ <idy—gy<x,y1t+<1—t>y2>>-<y1—y2>dtH

1
< / I (idy — gy(z,y1t + (1 —t)y2)) - (y1 — y2)dt]| .
0
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Como idy es un operador lineal acotado y gy(x, y1t+(1—t)y2) tambien lo es, entonces

1

IR, y1) — Rz, )] < /0 Iidy — gy (. ynt + (1 — )| - (1 — o)l dt
1

- / iy — gy (. yat + (1 — ) dt - [ — o)

1
- / 1(94(0,0) — gy, yat + (1 — yo)) | i - | (1 — 1)

Ademads g, es continua en (0,0), entonces para € = % > 0 existen §,1 > 0 tales que
si x € B5(0), y € By, (0) entonces

1
194(0,0) — gy (z,y)|| < 3

Asi que para y1,y2 € By, (0), como la bola es convexa, entonces para todo t € [0, 1],

| =

194(0,0) — gy(x, y1t + (1 — t)y2)|| <

Por tanto para z € Bs(0), y1,y2 € Bs, (0)
1 1
[R(z,y1) — R(z, 1) < 2 lyr = yalldt = 5 lly1 — w2l -

Asi que R(z,-) es una contraccién en el conjunto abierto Bs, (0). Solo falta que sea
un contraccién en un conjunto completo. Si tomamos r; < 1, veamos que R(z,-) :

B,,(0) — B,,(0) esta bien definida.
IRz, y)|| = [ R(z,0) — R(x,0) + R(z,y)]
< [|R(z, 0)[| + [ B(z,y) — R(z,0)]]
1
< IR, 0)] + 5 Iy — 0]
1
< 1R, 0)] + o

1
= llg(,0)]| + 571,

Como g es continua en (0,0) para € = 37y existe r > 0 tal que para todo = € B,(0)

1

Luego para x € B,(0), y € B, (0)

1 1
HR(:J:,y)H < 57"1 + 57’1 =17.

De esta manera se completan las hipétesis del teorema 2.1.2 para R(z,-) : By, (0) —

B, (0). Pudiendo asf garantizar la existencia de un punto fijo y € B, (0) para cada z €
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B..(0). Lo cual nos permite definir la funcién u : B,.(0) — By, (0) tal que g(z,u(x)) =

0, para ro suficientemente cercano a r1 y ro > r1.

Resta ver que u € C(B,(0), By, (0)). Sean z, 2’ € B,(0)

) = R(a',u(a’))|

) )+ R(2' u(z)) — R(2', u(z)) — R(2/, u(a:’))H

< HR(:cl,u(x)) — R(x',u(x/))H + HR(JE,U(.T)) — R(:E/,u(x))H

' u(z))

)

IN
[
=
—~
8
~
|
g
—~

H\
_|_
-
—~
&
A
8
Nt
|
o,
—~
8
£

de donde
|u(z) — u(@)| < 2||R(z,u(x)) — R(2’,u(z))]|. (2.10)

Por ser R una contraccién entonces por la proposicién (2.1.1) es continua en todo

punto z, asf que para € > 0, § > 0 existe 6 > 0 tal que si ||z — 2’| < J entonces
| R, u(x)) = Ria' u(@))| < 3.
lo que implica
|u(z) — u(z)|| < 2% =e.
Luego u € C(B,(0), Br,(0)) y g(z,u(z)) = 0.

Definamos ahora z* = x+xz¢ y ui(2*) = u(x) +yo. Si € B;(0) entonces z* € B,(z0)
y ui(z*) € By, (yo) asi que uy(z*) € C(By(x0), Br,(y0)) ¥

fl@™ ur(z")) = fy(zo,90) o g(x,u(z))
= fy(w0,%0)(0)
=0.

Concluyendo asi la primer parte del Teorema.

Si suponemos que f € CY(U,Z) entonces g € C1(Bg(0) x Bgs,,Y). Por (2.10) y
realizando el mismo procedimiento anterior para h(t) = g(tx + (1 — t)z,u(x)) con
t € [0,1] tenemos para x,z’ € B,(0)

[u(z) — u(@)]| < 2[|g(@, u(z)) — gz, u(z))|

/01 gzt + (1 — )2 u(z))(z — xl)dt”

<2|

1
< 2/0 gz Gtz + (1 — )2, u(@))| - || @ — )] dr.

Luego para h € X tal que z + h € B,(0) se tiene que

1
lu(z + h) —u(z)]] < 2/0 192 (t(z + h) + (1 = t)z, u(z + h))[| - |(h)] dt
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como gz(t(x + h) + (1 — t)x,u(x + h)) es una aplicacién lineal y continua por tanto

acotada, entonces existe C' > 0 tal que

1
Jute+ 1)~ u@)| <2 [ - h] ds
0
20 .
Ademés g(z + h,u(x + h)) = g(z,u(x)) = 0 entonces

g9(z +h,u(x + h)) — g(z,u(z)) = 0

[9(z + b, u(z + h)) — g(z, u(z + h))] + [g(z, u(z + h)) = g(z, u(z))] =0,

asociando términos tenemos,

9@ + hou(e + b)) — g(a,ulw + b))+, ul@) + (ulz + h) — (@) — g, u(@))] = 0
como ¢ tiene derivada en el sentido de Fréchet con respecto a x y y entonces

g (2, u(z +h))h+o(h)+gy(x, u(z))(w(z+h) —u(z)) +o(u(z+h) —u(z)) = 0. (2.11)

Por (2.8) tenemos que gy(z, u(x)) € L(Y,Y), donde L(Y,Y) es un dlgebra de Banach
con identidad (vease ejemplo 2.2.1). Como g, *(0,0) existe, por el Teorema (2.2.2)
existe v > 0 tal que si T € L(Y,Y) y ||gy(0,0) — T|| < v entonces T~! existe.

Como g, € C(Bg(0) x Bg,,L(Y,Y)), entonces para ¢ =  existe r > 0 tal que si
x € B,(0) entonces

195(0,0) — gy (2, u(@))|| <e=~
asi que gy_l(:c, u(x)) existe para todo x € B,(0).

Evaluando g, ! (z,u(x)) en (2.11) nos queda:
9y (@, u(@))ogs(z, u(z+h)) htu(z+h) —u(z)+g,  (z, u(x)) (o (u(z+h) ~u(z))+o(h)) = 0.

Como g, ! (z,u(x)) es continua entonces

gy (xu(@)) (o(u(a + h) — u(x)) + o(h)) = o(h).
Puesto que o(u(z + h) — u(z)) € o(h), veamos esto
L ofu(@ ) —u(e) | o(u(@+h)—u(e)) [ulz+h) - u(@)]
h—0 172 =0 [u(z +h) — u(z)]] 172

2C||A]
<0-
5]

=0.
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Luego (2.12) se covierte en
g;l(x, u(x)) o gp(z,u(x + h))h +u(z + h) — u(z) + o(h) =0,
entonces

u(zx+h) —u(z) = —g;l(x, u(z)) o gz (z,u(x + h))h + o(h)
= —g;l(x, u(x)) o gz(x,u(z))h + L(x)(h) o (h)

para L(z)(h) = —g; " (z,u(2)) 0 go (@, u(z + h)h + g, (z, u(z)) © go (@, u()) h.

Adema&s tenemos que L(z)(h) = o(h). En efecto, como |||, g, y u son continuas
entonces

i @M =95 ! (@, u(2)) 0 (ga(x, u(@)) — go(w, u(z + 1)))h||

im ————— = lim

h—0 ||kl h—0 1Rl

< i [|=g;" (@, u(@)) | llga (@, u(w)) = go(a, u(z + )|

= 1im |-g;  z, u(x))]| -0

=0

por tanto
u(x 4+ h) —u(z) = —g;l(a:, u(x)) o gzx(z,u(x))h + o(h).

Luego
u'(z) = —gy_l(ac,u(x)) o gz (z,u(x)). (2.13)

Veamos ahora que no hay perdida de generalidad para f. Sabemos que
gy (@, u(@) = £, (@ + 2o, u(@) + yo) © fy(wo, o)

gz(z,u(x)) = f,7 (z0,90) © fulm + 0, u(x) + Y0)-

Reemplazando en (2.13)

u'(x) = —fy_l(l' + 0, u(z) + yo) © fy(wo, yo) © fy_l(fﬁ‘o,yo) o fu(x + xo, u(z) + Yo)
= —fy_l(:z: + zg,u(x) + yo) o fo(x + zo, u(x) + Yo).

Con la sustitucion anterior tenemos
uy(z*) = —fy_l(x*,ul(x*)) o fu(x*,ui(z*))  Va* € By(xo) (2.14)

4, p.12]. O



CAPITULO 2. TEOREMA DE LA FUNCION IMPLICITA 35

Ejemplo 2.2.2. Sea I : R? — R definida por
F(z,y) = 2% —¢y* - 1.

Es claro que el conjunto H = {(z,y)|F(x,y) = 0} es una hiperbola.

Figura 2.1: Ejemplo 1.2.6

F € C(R%R), si (wo,y0) € H tenemos Fy(zo,y0) = —2yo, para que F,(xo,yo) sea
invertible debe ser gy # 0. Pero si yg = 0 entonces xg =1 6 —1, y es evidente que no
existe un funcién continua definida en un abierto que contenga a x( y sea solucién de

la ecuacién. Es aqui donde se hace necesaria la condicién que F (g, o) sea invertible.

Como F € C(R?,R), F, es continua y yg # 0, entonces por el TFI existe un intervalo
abierto A que contiene a xy y una funcion u definida en él tal que (z,u(z)) € H.
En este caso u se puede obtener de manera explicita por u(z) = ++v/22 — 1, donde el
signo depende si yg > 0 0 yg < 0 y A es cualquier intervalo abierto que contenga xg

y este en el dominio de u.

Ahora si tomamos yg = 0 entonces o = +1, como lo vimos anteriormente es imposible
obtener una funcién y en terminos de x pero si es posible obtener una en terminos de
y pues F.(zg,y0) = 2x¢ es invertible. Aplicando el Teorema de la Funcién Implicita

existe un intervalo abierto B que contiene a 39 y una funcion ¢ definida en él tal que
(¢(y),y) € H. Donde ¢(y) = £4/y? + 1. y el signo depende de xg.

Las condiciones del Teorema de la Funcién Implicita son suficientes pero no necesarias,

veamos esto:

Ejemplo 2.2.3. Sea I : R? — R definida por

F(z,y) =z —y°.
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Esta figura muestra la solucién de la ecuacién F'(z,y) = 0.

— F(x,y)=0
— u(x)

Figura 2.2: Ejemplo 1.2.7

Si consideramos el punto (0,0), tenemos Fy(0,0) = 0 asi que no es invertible, luego
no cumple las hipétesis del TFI, pero existe la funcién u(z) = 23 continua definida

en R que resuelve la ecuacién.

Nota 2.2.3. Con el fin de enunciar el Teorema de la Funcién Implicita para una
funcion definida entre espacios euclideos es necesario tener en cuenta la siguiente

aclaracion.

Sea f = (f1, fay- .., fn) una funcion definida en un subconjunto abierto U de R™ con
valores en R™. Sim < n entonces U C X x Y = R! x RFdonde I,k < n, luego para
todo (z,y) € U, fy(x,y) tiene asociada la matriz Jf = [D;fi(z,y)] con j =1,...,k
yi=1,...,n la cual no tiene inversa, asi que fy(x,y) no es invertible. Por tanto no

es posible enunciar el TFI

Sim >n entonces U C X x Y =R* x R”, luego para cada (z,y) € U,fy(x,y) tiene
asociada la matriz Jf = [D;fi(x,y)] conj =1,...,n yi=1,...,n la cual tiene

inversa si det[Dj f;(x,y)] # 0, por tanto es posible enunciar el teorema.

Teorema 2.2.4. Sea f = (f1, fo,..., fn) una funcion vectorial definida en un sub-
conjunto abierto U de R¥t™ con valores en R™. Supongamos que f € C' en S. Sea
(z0,y0) un punto de U en el que f(xo,yo) = 0 y el determinante jacobiano n x n
det[D; fi(xo,y0)] # 0. Entonces existe un conjunto abierto k-dimensional V' que con-

tiene a xg y una funcion vectorial u y solo una, definida en V' y con valores en R™
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tales que
ueCl enV

u(zo) = Yo
f(z,u(z)) =0 para todo x € V.
Ejemplo 2.2.4. Sea F : R? x R? — R? definida por
F(xayuz)w) = (1'2 +?/2 +Z2+w2 _27552 _y2 +252 _w2)

entonces
Ay, z,w) = 2% +y* + 2% + w? -2

f2(:r,y,z,w) = xQ - y2 + ZQ - w2'

Veamos que

0 )
oF ((L‘ Z ) = det 6];1 (1:0’ Yo, 20, ?/0) 8{3 (:’UO? Yo, 20, yO)
8(2: w) 0,Y0,20,%0) = Ofs o
’ 52 (20, Y0, 20,%0)  Fa (0, Y0, 20, Yo)

2 2
= det 0 o
22:0 —2’LU()
= —8zpwy-

Entonces si zg # 0y wg # 0, F' cumple las hipétesis del TFI, puesto que F' es continua
ya que f1 y fo lo son, ademés F' € C*(R* R?) debido a que las derivadas parciales de
fi v fa son continuas. Luego existen U,V abiertos de R? que contiene a los puntos

(z0,Y0), (20, wp) respectivamente y g1, g2 continuas en U tales que

F(xvyagl(xvy)ng(x7y)> - (070) (215)

Si f1(zo,y0,20,%0) = f2(x0,Y0,20,90) = O entonces para zg,wy > 0 se tienen las

funciones
z=gi(z,y) = V1—a? y w = ga(x,y) = V1 — ¢

que cumplen (2.15), para z,y € (—1,1). Cambiando el signo de g; y g2 tomamos
todas la posibilidades para zg # 0, wy # 0 definidas en un conjunto abierto y que

resulven la ecuacién F(z,y) = 0.

2.3. Teorema de la Funcién Inversa

Teorema 2.3.1 (Teorema de la Funcién Inversa). Sean X,Y espacios de Banach,
V C Y un conjunto abierto y g € C*(V,X). Supongamos que yo € V y ¢ (yo) €
L(X,Y). Entonces existe 6 > 0 tal que Bs(yo) CV y

g Bs(yo) = g9 (Bs(yo)) (2.16)
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es un difeomorfismo.

Ademds

(671 (z0) = (¢) " (wo)  con xo = g(yo)-

Demostracién. Como (g')™" (yo) # 0 entonces definamos
1

A= — =
2/[(e)™" (o)

> 0.

Por hipétesis g € C1(V, X), luego ¢’ es continua en yo, asi que existe r > 0 tal que
para todo y € B, (yo)

9’ () — g’ (wo)|| < A (2.17)

Por otro lado, para cada x € X, definamos

oY) =y + (g')_l(yo)(x —9g(y)) para cada y € V.

Veamos bajo que conjunto ¢ es una contraccion. Como

¢ () =1 ()" (y0)g' ()
= (¢") " (w0)g' (o) — (¢') " ()9 (30)
=(¢) " o) [d' (o) — 9 )] -

Si definimos a ¢ en B, (yo) entonces por (2,17)
[¢ Wl = |[(¢)" o) [¢/w0) — 9 W)]|
= H(g’)f1 (yo)H 119 (w0) — ¢' ()] ||

<|1(¢) o) || A <

—~

N | =

y como V es conexo y ¢ diferenciable en V', entonces por la desigualdad del valor

medio tenemos que para yi,y2 € B (yo)

D) — Dm)] < 5 by — pal.

Gracias a esto podemos concluir que g es 1 — 1 en B,(yp), en efecto, si y1,y2 € B (yo)

y 9(y1) = g(y2) = = entonces

Sly1) =y + (¢) " (wo) (& — g(m))
=
é(y2) = yo.
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Pero como ¢ es una contraccién en B, (yo) su punto fijo es unico, luego y; = y2. Ahora
definamos f : X x B,(y9) — X por

flz,y) =2z —g(y)
donde f € CY(V, X), ya que C! es un espacio vectorial.

Como f, = —¢' y —g es continua en B,(yo) entonces f, € CH(X x B,(yo), X).

Tomemos xg = g(yo) entonces

f(xo,90) = 20 — g(yo) =0

fy (o, vo) = —g' " (wo) € L(X, V).

Por el Teorema de la Funcién Implicita existen 1, r2 > 0y una funcién u € C(By, (x0), Br,(y0))
tal que
By, (z0) X Bry(y0) C X x Br(y0)

f(z,u(z)) =0,
asi que f(z,u(z)) =z — g(u(z)) = 0. Entonces

x = gou(x). para cada z € By, (xp).
Como g es continua en g para € = rq existe § < ro tal que

9(Bs(y0)) C By (20)-

Por lo que se vi6 anteriormente g es inyectiva es B,(yo) y como § < rg entonces g es

inyectiva en Bs(yo) y es sobreyectiva si tomamos

g : Bs(yo) — 9(Bs(yo)) (2.18)

Veamos que u es efectivamente la inversa de g. Sea y € Bj(yo), supongamos uog(y) =

y2 para algin ys € By, (yo). Luego

Como g es inyectiva en By, (yp), entonces y1 = y2 y
gou(y) =y paratodo y € Bs(zp).

Ademads u es continua, entonces §(Bs(yp)) es un conjunto abierto en X. Ademés

u € C! luego g definido como en (2.16) es un difeomorfismo.

O]
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Ejemplo 2.3.1. Sea g : R — R definida por g(x) = z%. Los puntos del plano x, y

que cumplen esta ecuacion son

0.5L

Figura 2.3: Ejemplo 1.2.9

Como ¢'(xg) = 2xg, para que ¢'(z) sea invertible debe ser xg # 0. Si zp = 0 es
evidente que no existe una funciéon f de y a x definida en un conjunto abierto que

contenga a xg y tal que go f = fog = I. Es aqui donde se hace necesaria la condicién
g'(xo) # 0.
Debido a que g € CY(R,R) y ¢'(xq) es invertible para z¢ # 0. Por el TFV existe un

intervalo abierto A que contiene a yg y un funcién f definida en él inversa de g.

En este caso para xg # 0 puede obtenerse la funcién f(y) = +,/y definida en (0, c0)

el cual contiene a yy = g(xg), y el signo depende del valor de x.

Ejemplo 2.3.2. Sea f : R? — R? definida por

fla,y) = (@° + y°, 2ay).

Para (z,y) € R? se denota su imagen por (z,w). Entonces z = 22 + 32, w = 22y y
z4w=(r+y)?>0,2z—w=(z—y)? >0, luego la imagen de f es la que se ilustra

en la siguiente figura
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Figura 2.4: Ejemplo 1.2.10

Ademss f € C'(R% R?), puesto que sus derivadas parciales existen y son continuas.

2¢ 2y

Jg(z,y) =
g(z,y) [29 0

] = 4(z? — ?).
Asi que Jg(x,y) # 0 para 22 # y*. Entonces para los puntos (z, =z) tenemos x? = 3.
Estos puntos dividen el plano en cuatro cuadrantes en los cuales existe una funcién

inversa ya que se cumplen la hipotesis del TFV.

Analizando la funcién f, nos damos cuenta que ésta es inyectiva en el conjunto que
muestra la Figura 2.3.2 para el plano xy. Pues si tomamos a > 0y = = acos(d) ,

y = asin(f) para 0 < 6 < 27, entonces la imagen es el conjunto de puntos
f(z,y) = (a®,sin(20))  0<6<2m,

la cual es recorrida cuatro veces por la funcién f. Entonces para cada cuadrante la
funcién es inyectiva. Es aqui donde radica la importancia de la condicién Jg(x,y) # 0,
puesto que no puede haber un conjunto abierto que contenga puntos de la forma

(z,£x) en el cual la funcién posea inversa.
Para el cuadrante Q = {(z,y);|y| < z,z > 0} se resuleven las siguientes ecuaciones

ztw=(z+y)? z-w=(zx-y)?

entonces

Vztw+Vz—w Vz+w—+z—w
T = , Y= :
2 2

[5, p.141]



Capitulo 3

Bifurcacion

El concepto de punto bifurcacién surge con el estudio de la ecuacion
F(z,\) =0, (3.1)

donde z € X y A € A, para X, A espacios de Banach. La Teor{a de Bifurcacion estudia
los cambios que ocurren en el conjunto de soluciones de (3.1) ante la variacién del

parametro A.

Por ejemplo, consideremos
F(z,\) =2 - Xz para\zcR

Entonces (3.1) tiene solucién z = 0 para todo A € R (habitualmente se le llama
la solucién trivial), si A < 0 entonces x = 0. Para A > 0 se tienen dos ramas de

soluciones:

r=v\ x=-VA

Figura 3.1: Bifurcacién (tomado de [3, p. 31])

42
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Asi que en A = 0 el conjunto de soluciones cambia radicalmente. Ademaés si tomamos
una vecindad de (0,\) con respecto a la topologia de R?, nos damos cuenta que
esta vecindad posee soluciones no triviales. A este punto se le denomina punto de

bifurcacién.

Estos fenémenos de bifurcacién se producen ampliamente en la naturaleza. Princi-
palmente en ecuaciones diferenciales que modelan procesos que evolucionan con el

tiempo.

3.1. Punto de Bifucacion

Definicién 3.1.1 (Punto de Bifurcacién). Sean X,Y espacios de Banach y sea A un
espacio topologico. Supongamos F : X x A = Y wuna funcion continua. Para X € A
sea

Sy = {x € X|F(z,\) =0}
el conjunto solucion de la ecuacion F(x,A) = 0 donde A es un pardmetro. Supongamos

que 0 € Sy, VA € A. Entonces (0, \g) es un punto de bifurcacion, si para cada vecindad
U de (0, ), existe (x,\) € U con x € Sy —{0}/4, p.31].

Nota 3.1.1. De la definicion anterior se tiene que (0, \) es un punto de bifurcacion

sty solo si existe una sucesion {(Tn, A\n)} tal que f(xn, An) =0, z, = 0, Ay = Ao.

Ejemplo 3.1.1. Sea F : R x R — R dada por F(x,\) = 2+ 23 — Az, entonces (0, \)

es solucién de F'(z, A) = 0 para todo A € R. Si (x, \) es solucién, para z # 0 entonces
2 =\—1.

Luego para A < 1 no existen méas que soluciones triviales. Para A > 1 el conjunto
solucién tiene como punto limite a (0, 1). Luego (0, 1) es punto de bifurcacién y ademas
F,(0,1) = 0 [1, p.20].

Ejemplo 3.1.2. Sean F': R x R — R, definida por
F(x,\) =z — \a°.

Si F'(xz,\) = 0, entonces para todo A € R, el punto (0, A) no es un punto de bifurcacién.
Puesto que el conjunto solucién es z — Az? = 0, que son la dos ramas de la hiperbola

z = 3 en la cual (0,\) no es un punto limite. Notese que F,(0,A) =1 [1, p.19].

3.2. Condiciones Necesarias

El siguiente teorema dd una condicién necesaria para que (0, \g) sea un punto de

bifurcacion.
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Teorema 3.2.1. Sea F € C(X x A,Y) tal que F, es continua en X x A. Si (0, o)

es un punto de bifurcacion, entonces F(0, \g) no es un homeomorfismo.

Demostracion. Supongamos que Fy (0, \g) es un homeomorfismo es decir F;1(0, \g) €
L(Y,X). Entonces f cumple las hip6tesis del Teorema de la Funcién Implicita véase
(2.2.3), luego existen r,r; > 0 y una funcién u € C(B,(\o), By, (0)) tal que

F(u(\),\) =0, VA€ Br(\o).

Por otro lado tenemos que F'(0,\) = 0 para A € B,()\g). Por la construccién de
u hecha en el teorema, u resuelve de manera unica la ecuacién anterior en B,(\g),
asi que u(A) = 0 para todo A € B,(\g). Luego (0, ) no es punto de bifurcacién. Por

tanto F(0, A\p) no es un homeomorfismo. O

Veamos que la condiciéon obtenida en el teorema anterior es un condicién necesaria

para que (0, \g) sea un punto de bifurcacién, mas no suficiente.

Ejemplo 3.2.1. Sean X =Z =R? Y =R, si

u
x = .
v
Sea f: X xY — Z definida por

()00 (7)

(1-A) 32 )

Se tiene que

—3v?  (1-))
Si z = 0 entonces F;(0,\) = (1 — A\)I, donde I denota la matriz identidad. Asi que

F,(0,\) no es un homeomorfismo para A = 1. Pero (#,1) no puede ser un punto de

F.(z,\) = (

bifurcacién, puesto que si F'(x, ) = 0 entonces se cumplen las siguientes ecuaciones

(1—Nuv =—v, (1= Nuv=u'.

Luego u* = —v%, asf u = v = 0 y la ecuacién F(z,\) = 0 solo tiene soluciones

triviales, entonces (0, A\) no es un punto de bifurcacién [4, p.33].

Ejemplo 3.2.2. Sean X =Z=R?2, Y =Ry B €R,si

xz@.
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Sea f: X x Y — Z definida por

u yu(u? + v?) —u
JA) = + —A , > 0.
f@A) =5 (v) (VU(UQ + v?) v 7
Entonces se tiene

o)) = <(6 —A) +v(3u? +v?) 2~yuw >

2yuw (B=A) +7(3v% +u?)

Si x = 6 entonces F,(0,\) = (8 — \)I, donde I denota la matriz identidad. Por lo

tanto el unico punto que pueder ser de bifurcacion es (0, 3).
Si F(xz,\) =0 con z # 0, entonces
2 2y _ 2 2\ _
yu(u® +v°) =u(A = B), o(u” +v7) =v(A - pB).

Luego u? +v? = )‘;—ﬁ, el cual describe un paraboloide elipitico centrado en (0, §) para
A # B. Asi que (0, 8) es un punto de bifurcacién [1, p.19].

3.2.1. Espectro de un Operador

Definicién 3.2.1. Sea T' € L(X). El conjunto solvente se difine como
p(T) ={X € R; (T — A\I) es biyectica de X sobre X} .
El espectro o(T') es el complemento del conjunto solvente, o(T) =R — p(T') [2, p.94).

Proposicién 3.2.2. El espectro o(T') es un conjunto compacto y

o(T) < [= 1T T -

Demostracion. Sea A € R, con |A| > ||T||, se demostrard que T'— AI es biyectivo, lo
cual probara que o(T") C [ ||T]], [|T|]]-

Sea y € X, entonces la ecuacién Tu — Au = y que se puede expresar como u =

%(Tu — ), tiene solucién unica. En efecto, sea f una funcién, definida por

X=X
_1
A

Entonces f es una contraccién, puesto que para z1,zo € X, se tiene

u— f(u) (Tu —y).

I#e0) = @)l = |7 =2

1
<=7 2y —
_MII [ 21 — 2]

< H:L’l — I‘QH .
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Por el (2.1.2), el Teorema de Contracién de Banach existe un tinico punto fijo. Luego
T — A es biyectiva de X sobre X.

Ahora se demostrara, que p(T) es abierto. Sea Ao € p(T), entonces (T'— \g) ! es un

operador lineal acotado con ||(T'— Xg) || > 0. Sea € = m >0,y A € Be(Ao)-

De igual manera, se tratara de resolver Tu — Au = y, para y € X, la cual se puede

escribir de la forma Tu — Au = f 4+ (A — Ag)u, es decir
w= (T =XI) [y + (A= o).
Definamos la funcién g por
g:X =X
wer g(u) = (T = Aod) " [y + (A = Xo)ul.
La cual es una contraccién, puesto que para zj,x2 € X
lg(z1) = g(z2) ]| = [[(T = X)) ™" [(A = o) (w1 — z2)]|
<A = Aol (T = Aod) M| 1 — 2|
< w1 — 22|

Luego g tiene un unico punto fijo. Asi que (7' — AI) es biyectiva de X sobre X. Por
lo tanto, p(T') es un conjunto abierto y su complemento o(T") es cerrado y acotado

en R. Por tanto compacto [2, p.94]. O

Teorema 3.2.3. Sea X un espacio de Banach, U C X, una vecindad abierta de 0,
sea F: U xR — X continua. St

F(z,\) = Lx — Az + N(z,\),
donde L € L(X,X), \e Ry N :U xR — X continua tal que
IN (z, Ml = o([lz]l)  cuando[|lz]| — 0
uniformemente para \ en un vecindad de \g. Si (0, ) es un punto de bifurcacion,
entonces \g € o(L), es decir \g es un spectrum de L.
Demostracion. Si \g ¢ o(L), entonces \g € p(L), puesto que o(L) =R — p(L), asi \g
pertence al resolvente de L. Como p(L) es abierto, existe € > 0y C. > 0 tal que
H(L - )\I)_IH < C¢ para |A— M| <e.
Sea x € S, entonces F'(z,\) = 0. Luego,
]| < [|(L = AD) TN (2, M) ||
< (& =ADTH IV (z, M|
< Ce|[N(z, Al
= o([[=[])-
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Por tanto z = 0, y (0, A\g) no es un punto de bifurcacién.
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Capitulo 4

Conclusiones

= El concepto de derivacién para funciones en espacios de dimensién infinita es
fundamental en la matematica, ya que su extension generaliza técnicas del calcu-

lo que son primordiales para el desarrollo de muchas areas.

= El Teorema de la Funcién Implicita para funciones de varias variables y su
extension a espacios de dimensién infinita, es una herramienta muy importante,
particularmente en andlisis no lineal, puesto que garantiza la dependencia entre
variables ligadas por una ecuacién, permitiendo asi a la Teoria de Bifurcacién
analizar de una manera cualitativa el comportamiento del conjunto de soluciones
de la ecuacién. Lo cual es muy importante, puesto que muchos sistemas de

ecuaciones no se pueden solucionarse de manera explicita.
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