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Introduccién

En el presente trabajo estudiaremos la existencia y unicidad de soluciones a F'x = y empezando con la
descripcién del comportamiento local de la funcién no lineal F mediante métodos puramente analiticos. Si f
es diferenciable en una vecindad de xg es natural suponer algo acerca de la "primera aproximacion" F’ (zg),
es decir, linealizar el problema no lineal a el problema lineal y estudiar las implicaciones de F cerca de xg

a los supuestos acerca de F'(zg).

El resultado mas simple de este tipo es el Teorema de la Funcién Inversa, el cual dice que F' es un difeo-

morfismo de una pequefia vecindad U de zg en F(U) si F es C*! cerca a zg y f/(z0) es un homeomorfismo.

El Teorema de la Funcion Implicita (TFI) es de gran utilidad cuando queremos demostrar la existencia de
soluciones para pequenas perturbaciones de una ecuaciéon determinada que tiene una solucién conocida.
En cuanto a las grandes perturbaciones, el TFI no es suficiente, hay que anadir nuevos ingredientes. El
método continuidad es un principio general, que puede ser aplicado para probar la existencia de soluciones
para una variedad de ecuaciones no lineales. Durante la descripcion de El Método de Continuidad presen-
taremos algunos métodos y herramientas para demostrar que un conjunto es cerrado o abierto aplicando
constantemente el Teorema de la Funcién Implicita. En la construcciéon del método introduciremos un
pardmetro t € [0, 1], tomamos F(1,2) = f(x) y asumiendo que existe o € X que satisface F(0,zq) = 0.
Queremos extender la solucion z de la ecuacion F(0,2) = 0 a una solucion de F(1,z) = 0. Para este

proposito, definimos el conjunto
S={tel0,1]: F(t,z) =0 es solucionable}.

Luego vamos a demostrar que para ver que S = [0,1], lo que necesitamos probar es que S es no vacio,

abierto y cerrado con lo que garantizaremos la existencia de la solucién a la ecuacién:

f(@) =0,

Este trabajo se desarrolla en cuatro capitulos. en el primer capitulo se encuentran algunos preliminares

del andlisis como Derivabilidad, Principio de Contraccién y algunas generalidades y Teoremas importantes
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sobre los operadores lineales, los resultados que aparecen en este capitulo en su mayoria se presentan
con demostracion con el fin de que la teoria preliminar quede clara. Las demostraciones que no aparecen
se pueden encontrar en las diferentes referencias bibliograficas. En el segundo capitulo se presentan el
Teorema de la Funcién Implicita e Inversa con sus respectivas versiones en dimensién finita e infinita.
El tercer capitulo es el problema central de este trabajo, en el cual se realiza la descripcion detallada
del Método de Continuidad cuya introduccién ya se presento anteriormente. Finalmente se realizan las

conclusiones en el capitulo cuatro.



CAPITULO 1

Preliminares Tedricos

1.1. Operadores Lineales

La presente seccion presenta algunas observaciones referentes a los operadores lineales, un estudio mas
detallado puede verse en [6, pag 97-107].

Definiciéon. Un operador lineal T es una aplicacion tal que

a) El dominio ©(T) de T es un espacio vectorial y el rango R(T) esta en un espacio vectorial sobre el

mismo campo.
b) Para todos los x,y € D(T') y todo escalar o
Tx+y) = Tx+Ty (1.1)
T(ax) = oTx (1.2)

A menudo escribimos Tz en lugar de T'(x) si T es lineal.

Tomando o = 0 en (1.2) podemos ver que T'(0) = T(0 + 0) = T(0) + T(0) asi que
T0)=0 (1.3)
Definicién. Si T es un operador lineal, se define el espacio nulo o nicleo de T' como

N(T)={z€®(T): Tx =0} (1.4)
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Dado que cada x € X tiene una representacién tinica como combinacién de los elementos de la base,
tenemos que

n n
Tx = TZ X = Z o;Tx;. (1.5)
i=1 i=1
Si un operador T es inyectivo entonces existe el operador inverso de 7" dado por

T RT) — D)

Yo +—— T (yo = Txp).
Puede observarse que

T 'Tx = =z (x € D(T))
TT 'y = y  (yeR(T))

Si X, Y son espacios vectoriales, ambos reales. Sea T': ©(T") — 9R(T) un operador lineal. Entonces
a) La inversa T—1 : R(T) — D(T) existe si y solo si el espacio nulo N(T') = {0} [6, pag 88|
b) Si T~ existe, éste es un operador lineal.

Definicién. Sea X, Y espacios normados y T : D(T) — Y un operador lineal, donde D(T) C X. El

operador T es acotado si existe un nimero real ¢ tal que para todo x € D(T),

[Tz(ly < cl|X|x (1.6)

El mas pequeno posible ¢ que cumple lo anterior para todos los z no nulos en ©(T') es precisamente el
supremo, denotado por

T
ITl = sup 12

zeD(T) ||:17H
z#0

(1.7)

IT]| es lamado la norma de el operador T. Si ©(T") = {0}, definimos ||T'|| = 0. Una férmula alternativa
para la norma de T es

Tl = sup [Tz (1.8)
z€D(T)
llell=1
Tomando ||T|| = ¢ en (1.6), obtenemos
[Tz|ly < 1T £l XIlx (1.9)

Ademaés si un espacio normado X es de dimension finita, entonces cada operador lineal en X es acotado
[6, pag 96]. Por ejemplo en R™ todo operador lineal cumple (1.9).

El siguiente Teorema relaciona los conceptos de conjunto abierto y continuidad, entre otros. Se presenta
debido a su gran utilidad en la demostracién del Teorema de la Funcién Inversa en R™. Su demostracion
se obtuvo de [7, pag 209].

Teorema 1.1. Sea Q el conjunto de todos los operadores lineales invertibles en R™
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a)

SiAeQ, Be LR",R") y
IB—All- A7 <1 (1.10)

entonces B es invertible.

b) Q es un subconjunto abierto de L(R™,R") y la aplicacion A — A~ es continua en Q

Demostracion.  a) Para ver que B es invertible es suficiente con demostrar que B es inyectiva, luego

veremos que N(T') = {0}. Escribamos a = ﬁ y B = ||B — A]| entonces por (1.10) o > (. Para
cada z € R",
alz| = a| AT Az| < of| A7Y||Az| = | Az (1.11)

luego por la desigualdad triangular
|Az| < |(A = B)z| + |Bz| < [|B — Alllx| + |Bx| = b|z| + [Bx|.

Asi que
(a = B)|z| < |Bx| (x € R™). (1.12)

Como « > 3 entonces o — § > 0, asi Bz # 0 si x # 0 luego 9(T) = {0}, es decir B es inyectiva y
por tanto invertible.

Sea A € Q. Por (1.10), ||B — A|| < ||[A7Y||7}, con B € L(R™,R"), por tanto
BHA—lH—l(A) C Q.

Asi que Q) es abierto pues A es arbitrario.

€ 1
—mind— —ja L
g mm{znA—ln?’z” | }

B'— At <

Dado € > 0, tomemos

Supongamos

Si remplazamos = por B~y en (1.12) obtenemos

(a— B)|B~y| < [BB~"y| < |BB||ly| = ly]. (1.13)
Ahora
Wl > (A7 B A]IB Yy
= AT AT B — AB Yy
1 1, . 1 _
> AT - LA AT B
1, 1. _ _
= LA By
luego
B—l
24 > | |y|y' — B (1.14)
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Ademas mediante un calculo directo podemos ver que

B Y A-BA'=p"1t-4a"! (1.15)
por tanto
B~ = A7 < [IB7HII(B - A)llA~]
< 20A7HI(B - AfIA™
= 2 A72(B - 4)
21141 2__ ¢
< A g
= e
Asi A — A~ es continua.
|
1.2. Derivabilidad
Sean X, Y, Z espacios de Banach, con norma notada en ambos || - ||.Las siguientes definiciones de derivada

de Fréchet y Gateaux son las que aparecen en [3, pag 2]

Definicién (Derivada de Fréchet). Sea U C X un conjunto abierto, xg € U; decimos que f : U — Y es
Fréchet Diferenciable (o F-diferenciable) en xq, si existe A € L(X,Y), tal que

f(zo +h) = f(xo) = A(h) + o([|]]),
donde r(h) = o(||h||) es tal que
el

h—0 ||A|

A = f'(xg) es llamada la F—derivada de f en xg y a la funcién r(h) se le denomina el resto de la

diferencial.

Si F es F—diferenciable en cada punto de U y & — f’(x) como funcion de U en L(X,Y) es continua en
xo, entonces decimos que f es continuamente diferenciable en xg, y si f es continuamente diferenciable en
cada punto, entonces decimos que f es continuamente diferenciable sobre U (f € C1(U,Y)). Ademas en la
definicién como x¢ € U y U es abierto, existe r > 0 tal que B,(zg) = {z € X : || — z¢]| < r C U}, luego
si h € X es tal que ||h|| < r entonces zo + h € U.

Muchas veces es conveniente escribir la condicién de ser F'—diferenciable en g, de la siguiente manera:
f(xo+h) = f(xo) = A(h) + p(R)[|A],
donde

lim p(h) =
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Lo que equivale a decir

lim |.f(zo +h) — f(x0) — A(h)||

=0.
h—0 IA|l

Para esto basta definir p(h)||h|| = r(h), esto requiere que p(0) = 0 y que

lim p(h) =0,

es decir que p sea continua en 0 como funciéon de h.

A continuacion probaremos algunas propiedades de la derivada que aparecen enunciadas en [3, pag 2]. Pero
cuyas demostraciones se obtuvieron de otras fuentes como es el caso de la siguiente proposicion la cual se

puede encontrar en [2, pag 65].

Proposicion 1.1. Si f es F—diferenciable en xo, entonces f'(xg) se determina de manera inica.

Demostracion. Sean A,B € L(X,Y) con las condiciones de la definicién anterior. Como zy € U, existe
r > 0 tal que ||h]| < r implica que 2o + h € U, luego

f(@o +h) = f(xo) + A(h) + p1 (D[R]l = f(z0) + B(h) + p2(h)||A]|
donde

lim p;(h) =0, pi(0) =0, para i=1,2.
h—0

Es decir p; es continua. Si v = 0 de X, entonces A(0) = B(0) = 0, por tanto sea v € X, v # 0 entonces

para todo real ¢, tal que ||tv|| < r obtenemos que xg+ tu € U. Luego para h = tv con t # 0, deducimos que
f(xo) + A(tv) + pr(tv)|[tv]| = f(xo) + B(tv) + p2(tv)||tv]].

Es decir,
A(tv) = B(tv) = pa(tv)[tv]| — p2(to)|[tv].

Para t # 0, obtenemos

HA(v) — B(v)) = HZH@l(tvnwn ~ palto)|to]).
Esto es ” ”
A(v) — B(v) ﬁ(m(twnwn — pa(to)to])).

Luego por propiedades de la norma

_ ol
el

A(v) = B(v)

(pr(t0)|[tv]] = pa(to)[to]]) = [|v]|(p1(tv) — p2(tv)).

La parte izquierda no depende de ¢, y como tv — 0 cuando ¢ — 0, sumado a que p; es continua en 0
tenemos

A(v) = B(v) = [Jv]| lim(p1 (tv) — pa(tv)) = 0.

Luego A(v) = B(v) para todo v € X. |
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La siguiente proposicion es un resultado similar al hecho que sucede con la derivada usual, en la que
diferenciabilidad implica continuidad [2, pag 68].

Proposicién 1.2. Si f: U C X — Y es F—diferenciable en xq, entonces f debe ser continua en xg.

Demostracion. Como f es diferenciable en z( existe A € L(X,Y) y r(h), tales que

Fwo+h) = f(wo) + A(h) +r(h),  lim TI(:II)” =0.

Esto implica que
lim ||r(h)|| = 0.

Como A es lineal continua, entonces A es continua en cero, por tanto

lim f(zg+h) = lim(f(xg)+ A(h)+r(h))
h—0 h—0
= flao) + Jfm A(h) + Jim 7(h)
= f(wo).
Por tanto f es continua en xg. |

La siguiente proposicién hace referencia al hecho de que la suma de dos funciones diferenciables es otra
funcion diferenciable. De igual manera el producto de una funcién diferenciable por un escalar da como

resultado una funcién diferenciable. [2, pag 75].

Proposicion 1.3 (Linealidad). Sean X y Y espacios normados, U C X abierto, xo € U; f,g: U — Y,
diferenciables en a. Entonces para todo o, 8 € R, tenemos que la funcion

af+pg:U — Y
. — (af +Bg)(z) = af (z) + By(x)

es diferenciable en xo y (af + Bg) (x0) = af'(x0) + B9’ (z0)

Demostracion. Como f, g son diferenciables en xg, existen 7;(h), i = 1,2 tales que

Flzo+ h) = f(zo) + f'(z0)(h) + ri(h), }ILIL% ||7"|1|}(f|i|)| —0
9(xo +h) = g(wo) + g'(wo)(h) + r2(h),  lim HTIQIIEIG) = 0.

Luego obtenemos

(af + Bg)(wo + h) — (af + Bg)(w0) = a(f(xo+h)— f(zo)) + B(g(zo +h) — g(x0))
= a(f'(zo)h+ri(h)) + B(g (o)l + ra(h))
(ouf'(20) + By (x0))h + (ar1 (k) + Bra(h))
= (af + Bg")(xo)h + (ari(h) + Bra(h))
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fone Jors (1) + Bra(0)| Ir2 0] Ira(0)]
, ary T2 , 1 72
1{m < |o lim + 18] 1 =0
h=0 (7] h=0  ||h]| =0 |[A]]
Ademas (af’ + 8¢')(zg) es lineal continua como funcion de h, por serlo f'(xo) y ¢'(z0o). [ ]

Se puede probar facilmente la propiedad para el producto enunciada a continuacion [2, pag 78-79]

Proposicion 1.4. Sean X espacio normado, Y =R, U C X abierto, xg € U; f,g: U — Y, diferenciables

en xg. Entonces

(fg): U — Y
z — (f9)(z) = f(2)9(x)

es diferenciable en o y (fg) (x0) = f'(x0)g(x0) + f(x0)g' (z0).

La siguiente proposicién se conoce como la regla de la cadena"para la diferenciacién. Se ocupa de la
diferenciacion de las funciones compuestas y es probablemente uno de las propiedades mas importante
acerca de derivados.Su aplicacién serda muy amplia ya sea a la hora de hacer calculos o en demostraciones
posteriores. [7, pag 105].

Proposicion 1.5 (Regla de la Cadena). Sean X, Y, Z espacios normados, supongamos U C X, V CY
conjuntos abiertos, y sean f : U — V, V. — Z tales que f es F—diferenciable en xo € U y g es
F—diferenciable en f(xg) € V, entonces

(gof):U — Z
z — (9o f)(x) =g(f(2))

es diferenciable en xo y
(90 f)(z0) = g'(f(20)) f'(0)
Demostracion. Como f es F—diferenciable en xg, existe f'(zg) € L(X,Y) tal que

f(wo + 1) = f(wo) = f'(xo)h + o([|A]]).

Tomando w = f(xo) y k = f(xg+ h) — f(x0), y dado que g es F—diferenciable en w = f(x,), tenemos

9(f(xo + 1)) —g(f(x0)) = glw+k)—g(w
w)k + o(|| k]|
(f (o +h) = f(xo)) +o([IK[])

)
g'( )
g9'(
= g (w)(f'(@o)h + o(|[R[])) + o(||%])
g'(
g'(

£

w)f'(wo)h + g'(w) o (I1]]) + o([[E[)
20)).f'(wo)h + g'(f (w0)) o (A} + o(llx[])

~
—~
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donde ¢'(f(xq))o(]|R]|)+o(]|k||) debe ser el resto en h, en efecto, denotemos r1(h) = o(||h]|) y r2(k) = o(||k])),
luego

o IO ]
h—0 ||A| k=0 ||kl
Ahora
! !
o 19 G @o)ra () + ra® o g Gl ()], (o sG]
h—0 ||| h—0 [|172]] h—=0  ||h]] h=0  ||h]]

Por la continuidad de f en ¢ y como k = f(zo + h) — f(zo), entonces k — 0, cuando h — 0, asi que

=101 vy 1ol | ey L 191 ) 11

lim = lim = lim =
h=0 ||| h=o ||kl (IRl k=0 (K[| [|7]]
Por tanto
- lg (f(mo))ra(h) + (k)|
lim =0
h—0 It

Definicién (Derivada de Gateaux). [3, pdg 2. Sea U C X wun conjunto abierto, xo € U; decimos que
f:U —Y es Gateauzx Diferenciable (o G-diferenciable), si para todo h € X, existe df (xo,h) € Y tal que

I[f(zo + th) — f(wo) — tdf (zo, h)|| = o(t),

donde t — 0, para todo (xo + th) € U. Llamamos a df (zo,h) la G—derivada de f en x.

La definicién anterior equivale a decir que

lm f(zo +th) — f(xo)
t—0 t

existe. Ademas si f es G—diferenciable en xg, entonces df (zo, h) se determina de manera tnica debido a
la unicidad del limite.

Proposicion 1.6. df (zo,th) = |t|df (zo, h), para todo t € R
Demostracion. Seat e Ry he X.Sit=0
df(l'o,t/\h) = df(:L'Oa 0) = 07

luego sea t # 0, entonces

f(zo +tAR) — f(xo)

df(zo,th) = lim ;

o U0+ ) — fo)l]

A—0 Alt|

tAh) —
- f(@o +tAh) — f(z0)
A0 Alt]
= [tldf (o, h)
La ultima igualdad se debe a que t\ — 0 cuando ¢t — 0 ]

10
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El siguiente Teorema relaciona el hecho de ser F'—diferenciable y G—diferenciable. [2, pag 67].

Teorema 1.2. Si f es F—diferenciable en xy, entonces f es G—diferenciable en xg, con df(xzo,h) =
f'(zo)h, para todo h € X.

Demostracion. Sea h € X, h # 0, como zg € U y U es abierto, existe 6 > 0 tal que si t € R satisface
Ith]] < |t|||h]| < I, entonces (z¢ + th) € U, y como f es F—diferenciable en z( existe A € L(X,Y),
A= f'(x9) tal que

F(wo 4+ th) = f(0) + f/(zo) (th) +r(th),  lim ")

=0.
t—0 ||thH

Parat #0

flzo+ ”? = fe) _ T(ih) = ['(z0)(n)

El lado derecho no depende de ¢, luego el limite cuando ¢ — 0 existe y es precisamente f'(zg)h, esto es

i L0 ) = o) _ r(th) [ (zo)(h).

t—0 t t

Ahora como

r(th) _ A r(th)

=0t ||| 150 ¢

PR) g 7D B )
S ARl = M sgn(o) ] ~ sene) 10 ek

entonces

Af (0, h) = i LT T = F@O) v

t—0 t
para toda h € X. [ |

El reciproco del teorema anterior no es siempre cierto, un ejemplo de esto es:

Ejemplo. Sea

f:R* — R
2
(z,2) — flz,2)= % si (z,z) # (0,0)

0 si (x,2) = (0,0)

f es G—diferenciable en 0, pero no es F'—diferenciable, en efecto: Veamos primero que f es G—diferenciable
en 0, en toda direccion h.
Para h = (hy,hs) = (0,0)

f(xo 4 th) — f(xo) f(0,0) - f(0,0)

o) = fiy HEE ) < SRR o
Para h = (hy, hs) # (0,0)
f(thl,thQ) L t*hihy b3
df(o h) taO t %—)0 t3(h2 + h2) o h% + h% ’

11
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el anterior limite existe pues hy, ho # 0. Asi que f es G—diferenciable.
Ahora veamos que f no es F—diferenciable en 0, para ellos supongamos que f fuera diferenciable en 0,

como

£(0.0)(1,0) = lim £((0,0) +t(ot,1)) - f(0,0) :%g%@ 4
Y
Sean u,v € R

£(0,0)(u,v) = uf’(0,0)(1,0) +vf'(0,0)(0,1) =0
es decir, f'(0,0) = 0, luego la aplicacion lineal continua de la derivada de Fréchet es cero, asi

F(0,0) + (h,k)) = f(0,0)4+0+r(h,k)
f(hak) = T(h7k)

con r(h’ k)

lim @=—=—="=
(hk)=0.0)  [|(h, k)|
En R? con la norma ||z|; = \/23 + 23 obtenemos que para h =k # 0

0.

h3 1
f(h,h) =r(h,h) = e ih
luego
r(h,h) h 1

il ~ 2v2ln — ava

Por tanto el limite cuando h — 0 no existe, asi que [ no es F—diferenciable en (0,0).

El siguiente Teorema nos presenta las condiciones necesarias bajo las cuales ser G—diferenciable implica
ser F'—diferenciable. ([3, pag 3].

Teorema 1.3. Supongamos que f : U — Y es G—diferenciable y que para todo x € U, existe A(x) €
L(X,Y) que satisface que
df (z,h) = A(z)h

para toda h € X. Ademas la funcion

fU — LX,Y)

x — Axz)

es continua en xg, entonces f es F—diferenciable en xq, con f'(xg) = A(xo).

Demostracion. Sin perdida de generalidad asumamos que el segmento {zo +th : ¢t € [0,1]} esta en U, por
lema del Teorema de Hahn Banach [1, pag 3] existe y* € Y* con ||y*|| = 1 tal que

[f(xo + h) — f(x0) — A(wo)hlly = (y*, (w0 + h) — f(x0) — A(z0)h). (1.16)

12
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Sea,
e(t) = (y", f(zo +th)) (1.17)

como y* es lineal

(" f(@o +h) = fzo) — Almo)h)| = [{y", f(zo +h)) — (y", f(x0)) — (", Alzo) )|
(1) = (0) = {y", A(zo) )|

Dado que y* es continua, f es continua y compuesta de continuas es continua entonces ¢ es continua en
[0,1]. Ademas como f es G—diferenciable

p(t+s) —p(t)

h’r% L SIS A o S A h’rr(l) (y*, f(xo + (t+ s)h)) — (y*, f(wo + th))
5= S 5— s
~ lim <y f(330+(t+s)h)—f(xo+th)>
s—0 ’ S
_ <y*7l%f($o+(t+s)l;)—f(:c0+th)>

= (v df(zo + th,h))
luego ¢ es diferenciable en (0,1), asi que por el Teorema del Valor Medio existe £ € (0,1) tal que
p(1) = @(0) = (¥, A(zo) )| = |¢"(€) — (y", Alzo)R)|.
Por la diferenciabilidad de ¢ y la linealidad de y* se tiene

[(y", df (w0 + £h, h) — A(zo)h)|

por hipotesis df (z, h) = A(x)h para toda h € X, asi que

(v, A(zo + Eh)h — A(z0)h)|
[(y", (A(xo + £h) — A(z0))h)|

< |lA(zo + &h) — A(zo) | lIRl x
= [[A(zo +&h) — A(zo) |
cuando h — 0. Luego
1f (o + ) = f(z0) — A(zo)hlly = o([[2]]) (1.18)
con f'(xg) = A(xp). [ |

A continuaciéon vamos a presentar algunos ejemplos de funciones derivables en sentido de Fréchet y por

tanto también Gateaux diferenciables.

Ejemplo. a) Sean E,F espacios normados, A C E abierto y f: A — F tal que f(x) = ¢ constante,
entonces f es diferenciable en A y f'(x) = 0, para todo x € A. Es fdcil ver esto, tomando r(h) =0
se concluye, ya que f(x+h) =c= f(x).

13
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b) Consideremos E espacio normado, G = L(E,E) el espacio normado de las aplicaciones lineales

continuas de E en E, con la norma

1Tl = sup | T()] (1.19)

llzll=1

Consideremos la aplicacion

f:G —G
L +— f(L)=L*=LolL

f es diferenciable en L, para toda L € G.
Solucion: Sean L,H € G

f(L+H)—f(L)=(L+H)?-L*=L*+HL+LH+H?-L*=HL+ LH + H?
Si tomamos

F(L):G — G (1.20)
H — f(L)(H)=HL+ LH. (1.21)

Veamos que f'(L) es lineal como funcidn de H. Sean o, escalares y L, M € G, entonces

f'(aL + BM)(H)

H(aL + M) + (aL + SM)H
= «HL+ BHM +oLH + BMH
= «(HL+LH)+B(HM + MH)
= of (L)(H) + Bf' (M)(H).

Ahora para ver la continuidad de f'(L), apliquemos algunas propiedades de la norma

1 (L) (]|

|HL + LH||
IE LA+ (L
= 2| L|[|H]]

IA

luego existe a = 2||L|| tal que ||f'(L)(H)|| < a||H||. Asi por propiedad de las aplicaciones lineales
(ver [2, pdg 15-16]) f'(L) es continua. Nos falta mostrar que si tomamos r(H) = H?, tenemos que

H]%I)H — 0 cuando H — 0, en efecto
lr(E) . INH? . | HH| _ . |HIIH|I . |H]? .,
Ao [H| T aso |H| T oo [H| — Hoo  |H] o0 |[H| pu el

Asi f(L+ H) — f(L) = f'(L)(H) + H?, por tanto f es diferenciable en todo L € G.
¢) Sea E espacio vectorial normado, la norma || - || : E — R no es diferenciable en 0. En efecto si la

norma fuese diferenciable en 0, existiria L € L(E,R) y r(h) tal que

Il = 101+ L) + (6) = L) + (k). con Jim T —0

14
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Entonces dado que L es lineal

2[[nll = [[All+ 1| = Al
= L(h)+r(h)+ L(—=h)+r(=h)
= L(h—h)+r(h)+r(—h)
= L)+ r(h)+r(—h)
= r(h)+r(=h).

Esto implica que
r(h) +r(=h) _ . 2|l _

lim —————% = lim

= 2.
h—0 12| r=0 ||A|

Pero también tenemos que
. 7r(h) +7(=h)
lim —————=

=0
h—0 Al

lo que es una contradiccion, luego la norma no es diferenciable en 0.

d) Consideremos el espacio vectorial E = M,,«,, sobre R, dotado de la norma

IL]| = sup [[Lx]].
xER™

llzll=1

y sea
f+E — FE
L — f(L)=LL'

Entonces f es diferenciable para toda L € G y f'(L)(H) = LH* + HL".
Sean L,H € M, y«,, entonces

f(L+H)— f(L)=(L+H)(L+H)!—-LL' = LH"+ HL" + HH".
Luego tomando r(H) = HH®

v LACLol vy 205 i vy 12411721 vy 1111 vy
H—0 |H|| H—0 |H|| — H-=0 |H| H—0 ||H|| H—0

|H|| = 0.
asi que r(H) = HH" es el resto. Ver que f'(L)(H) = LH" + HL" es lineal es muy sencillo, y como

la dimension de el espacio vectorial de las matrices cuadradas es n? finito, entonces todo operador

lineal es acotado y por tanto continuo (ver [6, pdg 96-97] )

1.3. Principio de Contracciones

Ahora Interrumpimos nuestra discusion de la diferenciacién para introducir la siguiente definicion que
hace referencia a aquellas funciones que contraen las distancias entre los puntos de un espacio métrico. En

general toda esta seccién puede encontrarse en [7, pag 220,221].

15
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Definicién. Sea X un espacio métrico con métrica d. Si ¢ : X — X y si existe un c € (0,1) tal que
d(p(z), o(y)) < cd(x,y)

para todo x,y € X, entonces se dice que p : X — X es una contraccion.

Teorema 1.4. Sea v : X — X una contraccion. Entonces ¢ es continua.

Demostracion. Sean z,y € X. Como ¢ : X — X es una contraccion entonces existe un ¢ € (0, 1) tal que

d(p(r), ¢(y)) < cd(x,y)

Dado € > 0, tomando 0 = € se tiene que si d(z,y) < J entonces

€
d((p((ﬂ), go(y)) < Cd(‘ra y) < CE =¢€
Lo que demuestra que ¢ es continua. |
De hecho la continuidad de ¢ es uniforme ya que § depende exclusivamente de e. El siguiente teorema es

también llamado el Teorema del Punto Fijo, el cual es valido en espacios métricos completos arbitrarias.

Se utilizara en la prueba del teorema de la funcion inversa. [7, pag 220,221].
Teorema 1.5 (Principio de Contracciones). Si X es un espacio métrico completo, y si ¢ : X — X es una

contraccion, existe entonces un unico x € X tal que p(x) = x.

Demostracion. Para demostrar la unicidad supongamos que existen z,y € X tales que p(z) =z y o(y) =y
entonces por la definicion de contraccion existe ¢ € (0,1) tal que

d(z,y) < cd(z,y)

lo cual es posible solo si d(z,y) =0y como d es métrica esto sucede solo si z = y.
Para demostrar la existencia, sea o € X, y definamos la sucesion (z,) en X de manera recurrente, de la

forma
1 = @(x0), Tpy1=p(xn), n=12... (1.22)
Sea ¢ € (0,1) como en la definicién de contraccion, entonces para n > 1
d(Tpy1,2n) = d(p(zn), p(Tn-1)) < cd(Tn, Tn—1) (1.23)
Aplicando induccién probaremos que
d(@py1,Tn) < cd(z1,20) (n=0,1,2,...) (1.24)

En efecto, para n = 0 se tiene d(z1,x0) < d(x1,z0). Para n = 1, se tiene por (1.23) que d(z2,z1) <

cd(x1,xg). Supongamos que d(Zp41,2,) < ¢"d(x1,29) y veamos que se cumple para n + 1.

d(Z(nt1)+1, Tnt1) < "d(Tpy1,2n) < ccd(z1,20) = " Td(xy, x0) (1.25)

16
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Sim >mn > 1, se deduce que

Z d(ﬂ?l, ,231‘_1)

d(Tp, Tm) <
1=n+1
= d(mn+17 xn) + d(anrQa anrl) + -+ d(xn”m xmfl)
< (Cn+cn+1 _’_Cn+2+”__~_cm—1)d(1,1’x0)
n(] — en—m
— C(li_cc)d(fﬂl,xo)
< 10_ < (21, 20)

Las dos ultimas desigualdades se basan en [7, pag 61]. Como ¢ € (0, 1), entonces si n — oo se tendra que
" — 0, por lo tanto x,, es de Cauchy y como X es completo, existe z € X tal que x,, — x. Es decir, dado
% > 0 existe N € N tal que si n > N entonces d(z,,z) < % A partir de lo anterior demostremos que x es
punto fijo

d(x,go(x)) < d(l’,.’L’]\LH_) +d(l’N+1,g0(.fL'))

€

< 5 +dle(an), ¢(2))

< 5 teldan,))

< Sqes

- 2 2
ce

< €

La ultima desigualdad se tiene ya que ¢ € (0,1). [ |

Ejemplo. Sea X =R, con la métrica usual de R. Definimos p : X — X por

p(r) = ﬁ

entonces ¢ es una contraccion, ya que

d(p(z),0(y) =

Ty
-3

L o=y

= — | —
7 y
1

V2
Como R es completo, apliguemos la construccion de la demostracion del Principio de Contraccion (también
llamado Teorema del Punto Fijo de Banach) para encontrar el punto fijo.
Sea xg =1, luego

p(zo) = (1) =

::L’l

Sl

17
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(1) ( 1 ) 1
x frd _— = =X
P T 14 NG (\/5)2 2
(2) ( 1 ) 1
gp IQ = gp = = x2
V22) (V2
asi sucesivamente hasta
() = oy =2
ST vy T
Entonces
i =i _ 0
A elen) = lim ey =0
Por tanto el inico punto fijo es x =0
Ejemplo. Sea T : [1,2] — R definida por
T(z)=vV1+ux

Luego, sean x,y € [1,2]. Por el Teorema de Valor Medio [7, pdg 108] existe ¢ € (1,2) tal que
T(x) = T(y) =T'(c)(z — y)

1
Como T'(¢) = ———= y dado que 1 < ¢ < 2, se tiene que
33/ (1+x)?

V22 < {(c+1)2 < V32

Asi
1 S 1
3v/22 7 33/(c+1)2
con lo que
1
T'(c) < )
=5z
Como
3V22 > 1,
tenemos que
1
a=—=<1
3v/22
Ademds
T([1,2]) € [1,2]

En efecto, sea y € T([1,2]) esto es y = /1 + xo, para algin xo € [1,2]. De donde 1 < 1+ x9 < 2 y por
tanto

=
wl=

1< (1+20)5 <23 <2.
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Entonces
IT(x) = T(y)| = |T"(c)(z — y)| < alz —y|

con « € (0,1), por tanto T es una contraccion.

Dado que todo cerrado contenido en un espacio métrico completo es completo, podemos aplicar el Principio
de Contraccion que nos garantiza la existencia de un unico punto fijo en [1,2], para hallar dicho punto
podriamos utilizar la construccion del Teorema del Punto Fijo o simplemente solucionar la ecuacion x> —

x — 1, de la cual obtenemos que el punto fijo es
1 1
1ov@\ (Ve 1)
2 18 18 2/
En el siguiente teorema aplicaremos el Principio de Contracciones para demostrar que la imagen de un
conjunto abierto bajo una funcion ¢, la cual es una perturbacion de la funcion identidad por una con-

traccién, es abierto. Este teorema sera de vital importancia para la demostraciéon del teorema de Funcién
Inversa en dimension infinita, por lo que se presenta su demostracion detallada obtenida de [2, pag 277].

Teorema 1.6 (Perturbacion de la identidad). Sea E espacio de Banach, A C E abierto, f : E — E
contraccion, ¢ : A — E, de la forma p(x) = x+ f(x). Entonces ¢ es un homeomorfismo de A sobre ¢(A)
y p(A) es abierto en E

Demostracion. ¢ es aplicacion continua de A sobre ¢(A), pues dado que f es contraccion, para z,y € A
existe A € R, A € (0, 1) tal que
1f(@) = fW)I < Az =yl (1.26)

Ahora para todo € > 0, tomando § = tenemos que si ||z — y|| < § entonces

Hﬁ?
le(@) =Wl = llz + f(z) —y = FW)I < lle =yl + 11/ () = fFWI < I+ Az =yl <51+ A) =€

De (1.26) podemos ver también que

Az =yl < =[lf(x) = FWIl  (z,y€A), (1.27)

luego

le(x) = ()l e+ f(x) —y = f()ll
le—y = (fy) = f@)
=yl = 11(f (=) = F)I
lz =yl = Allz =yl

(1 =Nz =yl

AVARRAVAR |

Como (1 — A) > 0, entonces si z # y,

@) =)l = (1= Az =yl >0
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1

asi que ¢ es inyectiva. Ademas ¢~ ' : p(A) — A es continua. Adn mas, si z = ¢(x), w = ¢(y), vemos que

le™!(2) — o7 (w)] <

L=
LA

1

es decir, ¢! es uniformemente continua. Por todo esto, ¢ es homeomorfismo de A sobre ¢(A). Ahora

veamos que ¢(A) es abierto. Sea b € p(A), luego existe a € A tal que b = p(a) = a + f(a). Como A es
abierto, existe 7 > 0 suficientemente pequeiio tal que B,(a) = {z € E : ||z — a|| < r} C A, de aqui que

Bs(b)={ye E:|ly—0b|| <d} Cp(Ad), con d=(1-Nr
Sea y € Bs(b), veamos que existe x € A tal que y = ¢(x). Si g(y, ) es la funcion

gly,): A — FE
r — g(y,z)=y— f(z)

como B, (a) es cerrado y E es espacio de Banach y por tanto completo, entonces B,.(a) es espacio métrico

completo con la norma de F restringida a B,(a), entonces:

a) Sea z € B,(a),

lg(y,z) —all = lly— f(z)—all
<y = fla) = all + [If(a) = f(2)]]
= lly—(fla) +a)ll + [If(a) — f(=)]
= ly=bll+1f(a) = f(@)]
< d+ Ma—z|
< 0+ Ar
= (1=XNr+xr

Luego, ||g(y, z) — a|| < r para toda = € B,.(a), es decir g(y, B-(a)) C B,(a).
b) Sean z,z € B,(a),
lg(y,2) —g(y, 2l = lly—f@) —y+ f(2)l

1 f(z) = f2)]
Az — z]|.

IN

Como A € (0,1), entonces g(y,-) es contracciéon de B,.(a) en si mismo.
Por tanto, en virtud del principio de contraccion (Teorema 1.5), g(y, -) posee un tnico punto fijo, digamos

z. Es decir ¢g(y,z) = x, luego y — f(z) = z, por lo tanto y = f(z) + x = p(z) € p(A), luego ¢(A4) es
abierto. m
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CAPITULO 2

Teorema de la Funcién Inversa e Implicita

2.1. Casos de Dimension Finita

La siguiente definicion trata sobre la convexidad de conjuntos. Un conjunto es convexo cuando el segmento
que une cualquier par de puntos del conjunto estd completamente contenido en el conjunto. El hecho de
que cada n—bola en R™ sea convexa serd de gran utilidad en la demostraciéon del Teorema de la Funcién

Inversa en R™, por lo cual se presenta demostrada como ejemplo. [7, pag 31].

Definicién. Un conjunto E € R™ se dice convexo si para cada para de puntos x,y € E y cada nimero

real 0 que satisfaga 0 < 0 < 1, se verifica que
fx+(1—-0)y e E. (2.1)

Ejemplo. Cada n—bola en R™ es convexa. En efecto, sea B,(p) una n—bola en R™ y sean x,y € B.(p).
Consideremos 6(x) + (1 — )y donde 0 < 6 < 1 entonces,

[0(z) + (1= 0)y—pll = [0(z)+(1—0)y—p+6p—0pl
10(x —p) + (1 = 0)(y — p)

< Otz —p)l+ A=)l —pl
< Or+(1—-06)r

asi O(z) + (1 — )y € B,(p) para 0 <0 < 1.
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En la demostracion del siguiente teorema se utiliza la desigualdad del Valor Medio para Funciones Vecto-
riales, el cual puede encontrarse en [7, pag 113|. La utilidad del teorema que se demostrard a continuacion
radica en la demostraciéon de el Teorema de la Funcién Inversa en R™, permitiéndonos obtener la desigual-
dad necesaria para garantizar que la funcion construida sea una contraccion. [7, pag 218].

Teorema 2.7. Supongamos que E C R™ es un conjunto abierto conexo, f : E — R™, f es diferenciable
en E y existe un numero real M tal que
I (@)l < M (2.2)

para cada x € E. Entonces

|f(b) = fla)] < M|b— al (2.3)

para todo a € E, b € E.
Demostracion. Sean a € E, b € E fijos. Definamos
v(t) = (1 = t)a + tb. (2.4)

Para todo ¢ € R tal que v(t) € E.Como E es convexo ¥(t) € E si 0 <t < 1. Haciendo

asi por (2.2) existe M € R tal que

9" O =1 (vE) b = a)| < I (YEDIII(b = a)| < M[b - al

para (t) € E, es decir para todo t € [0, 1]. Por la desigualdad del Valor Medio para Funciones Vectoriales

tenemos que

9(1) = g(0)] < M|b— al (2.5)
Pero g(0) = f(v(0)) = f(a) y g(1) = f(y(1)) = f(b). Asi que

|f(b) = f(a)] < MIb—al (2.6)
para todoa € E, b € E. |

No toda funcién puede ser invertida sin ambigiiedades. Consideremos, por ejemplo, y = f(z) = x2. Para
una y dada hay dos = que le corresponden. Atin peor es el caso de y = g(z) = sina. Tales funciones no
tienen inversas; por lo menos, no a menos que restrinjamos de alguna manera el dominio de la funcién.
Seria bueno tener un criterio para decir si una funcién f tiene inversa, que ademads nos proporcione un
método para encontrar la derivada de una funcién inversa en relacion con la derivada de la funcién original.

De ahi la importancia de el Teorema de la Funcién Inversa. [8, pag 32].
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Teorema 2.8 (TEOREMA DE LA FUNCION INVERSA EN R). Sea f : [a,b] — R continua en [a,b] y
derivable continua en (a,b). Supongamos que existe ¢ € (a,b) tal que f'(c) # 0. y que f es mondtona en
(c—0,c+0) esto es que existe 6 > 0 tal que f'(x) > 0 en (c—3d,c+9) o f'(x) <0 en (c—9,c+0). Entonces

existe f~% en (c — 6,c + 6) derivable con

para todo x € (¢ —d,c¢+9), y = f(x).

Demostracion. Supongamos que c es un punto en (a,b) en el que f/'(c) # 0y seay = f(c). Veamos que f~!
existe, en efecto supongamos que existe 6 > 0 tal que f'(z) > 0 en (¢c—d,c+ ) y sean 21 € (¢ — §,c+9),
22 € (c—0,¢+ 9) luego si z1 < xq entonces f(x1) < f(x2) v si z2 < 21 entonces f(x2) < f(z1). Por tanto
si x1 # xo entonces f(x1) # f(x2). Esto es, f es inyectiva. Por lo que f~! existe en (¢ — §,c¢ + &) y por
el Teorema del Valor Intermedio, como f es continua en [c — d,¢ + 8] y f(c — 0) # f(c + J) entonces f
toma todos los valores entre f(c — §)y f(c+ d) en el intervalo [c — &, ¢ + d]. Asi el dominio de f~! sera
[f(c=10), f(c+ )] v el rango es [c — d, ¢+ &]. Veamos ahora que

Como

podriamos aplicar regla de la cadena para obtener

UMW) ) =1

De modo que )
Fy)

Pero esto no es una demostracién de que f~! sea derivable, puesto que la regla de la cadena solo puede

(') =

aplicarse si de ante mano se sabe que f~! es derivable. Asi que para la demostracién debemos ver que

fYy+k) -y 1 1

k=0 k FU= W) (o)
Tomemos h = f~Y(y+k)—f~1(y), como ¢ = f~!(y) entonces h = f~(y+k)—ces decir, c+h = f~1(y+k).
Asi f(e+h) =y+k, que equivale a f(c+h)— f(c) = k. Sik #0, f(c+h) # f(c) y como f es estrictamente
creciente en (¢ — d,c + ) entonces h # 0. Asi

fy+k) - @) h _ 1 (2.7)
k fleth)=fle)  [fleth) —fleo) '
h

Para continuar la demostracion veamos que f~! es continua en [f(c—4d), f(c+9)]. Sea yo € (f(c—5), f(c+0))
debemos ver que para todo € > 0, existe o > 0 tal que si y € (yo — 0o, %0 + o) entonces f~1(y) €
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f(a) w—08 oy wo+ds  f(b) fla) flwo—€) yo floo+e) f(b)

E
T+ € To—€ To+€

Figura 2.1: Teorema de la Funcién Inversa

Y

((f"Y(yo) —¢€, f~Y(yo) +¢)) (fig 2.1). En efecto, tomemos zo = f~(yo) luego f(z0) = yo, podemos suponer

sin perdida de generalidad que zg — € y 29 + € estan en [c — §,¢ + §] y sean

0 =Y — flxzo—¢€), d2=f(wo+€)—wo

como f determina una correspondencia uno a uno entre (xg—e, zo+€) y (yo—91, Yo+02) = (f(zo—¢), f(xo+
€)). Entonces f~1 envia al intervalo (yo — 91, yo +d2) en (zo — €, 2o +¢€). Asi que si §y denota el menor entre

81y 0o entonces siempre que y € (yo — o, Yo+00), f ! estarden (wg—e, z0+¢€) = (f 1 (yo) — ¢, f (o) +e),

luego f~! es continua en [f(c — §), f(c+ §)].

Aplicando la continuidad de f~! en (2.7) tenemos que cuando k — 0, f~!(y+ k) — f~1(y) — 0. Por tanto

h — 0 cuando k — 0 y como f'(c) existe

fleth) = flo)

fi TS = 1)
Asi
i IR = ) 1 _ 1
k—0 k I w f'(c)
1Mp—0 h
por tanto 1 1
') =

P W)~ o

La demostracién suponiendo que la funcién es estrictamente decrecientes es similar.

Ejemplo. Consideremos la funcion

f:R — R

xr — 22

tomando ¢ = 1, tenemos que f'(1) =2 # 0. Ademds f'(x) > 0 en (0,2) luego existe

70,4 — (0,2)
r — z

24
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con
111

—1\/ _ _
W= Ty T )

Ejemplo. FEl proceso de inversion se puede aplicar a las funciones trigonométricas, por ejemplo en el caso

-mT T

de la funcion sin(z) para determinar una inversa tunica consideremos el intervalo (==, %) en el cual la
derivada del sin(z) es positiva, es decir el sin(x) en este intervalo es estrictamente creciente y toma todos

los valores entre (—1,1). Tomando ¢ = 0 tenemos que cos(0) = 1 £ 0, asi que existe
-7 T
S(-1,1) — (=52
rieny — (F3)
x +— arcsin(z)

con
1 1 1

T INy)  fe) cos(o)”

A continuacién presentamos el Teorema de la Funcién Inversa en varias variables. De estos teoremas se

observara que una funciéon inversa f~! puede existir aun siendo det f'(a) = 0. Por ejemplo, si f : R —
R esta definida por f(z) = 23 entonces f'(0) = 0, pero f tiene la funcién inversa f~!(z) = z3. Sin
embargo, si det f'(a) = 0, entonces f~! no puede ser diferenciable en f(a). Para probarlo observemos que
fof Yx)==x. Si f~! fuera diferenciable en f(a), la regla de la cadena darfa f’(a)f~'(f(a)) = I, y por
consiguiente det f'(a)det f~1(f(a)) = 1, lo que contradice que det f'(a) = 0. [8, pag 37].

Es asi que el proximo teorema establece, que una aplicacion continua diferenciable f es invertible en una
vecindad de cualquier punto x en el cual es invertible la transformacioén lineal f’(z).Su demostracion se

encuentra en [7, pag 221].

Teorema 2.9 (TEOREMA DE LA FUNCION INVERSA EN R" ). Sea V' C R™ un conjunto abierto, y
f € CYV,R™). Supongamos que f'(a) es invertible para algin a € V y que b= f(a). Entonces

a) ezisten conjuntos abiertos U y S en R™ tales que a € U,b € S, f es inyectiva en U y f(U) =5

b) si g esla inversa de f (que existe por el item a), definida en f(U) por
g(f(@)) ==z (z€l),

entonces, g € C1(f(U),R"™), con

Demostracion.  a) Elijamos A de manera que

1
2[[f"(a)~H]
como f’ es continua en a € V, existe d, > 0, tal que
1f'(a) = f'(@)] <A (2.10)
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siempre que
la—z|| <d (x € Bs(a) CV).

Asociemos a cada y € R™ una funcion ¢, definida por
py(@)=a+ f(a)Hy— f(z)) (z€V). (2.11)

Si f(xz) = y entonces p,(x) = z, es decir = es punto fijo bajo ¢,, de igual modo, si z es punto fijo
bajo ¢, entonces f(z) =y. Ahora bien,

py(x) =1~ f'(a)~ f'(x) = (@) (f'(a) = f'(x).

Entonces,

A 1

ey @) = (@)= (f'(a) = f@Dl = 1 (@) I (£ (a) = F@)ll < 55 = 5

para todo x € Bs(a). Como toda n—bola de R™ es convexa podemos aplicar el Teorema 2.7. Luego

oy(2) — py(w)| < 3]z —ul (212

para todo z y w en E% (a). Por tanto ¢, es una contraccién de Bs(a) en R™ y como todo cerrado
contenido en un espacio métrico completo es completo, podemos aplicar el Principio de Contracciones.
Asi existe un tnico = € B (a) tal que ¢, (2) = z, por tanto f(z) = y a los mas para un z € By (a),
tomando U = Bs(a) se concluye que f es inyectiva en U.

Para demostrar que f(U) = S es abierto, tomemos y € f(U). Entonces y = f(x) para algin z € U
ysear>0,r:%talque
B.(z) CU.

Se mostrard que
Bir(y) € f(U).

Sea z € By, (y) y ¢ como en 2.11, entonces

|z + (f'(a)) " (z — f(z)) — 2|
= |(f(a)"(z = f(2))]

= |I(f' (@) "z -yl

< I(f"(a)) "M IAr

_ 1y

-

|0z (2) — |

—~~

r

2
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Si w € B,(z), entonces

lp2(w) —z| < fps(w) — pa(2)] + [p2(2) — 2|
< 1‘ |+r
Zlw— 2+ —
2 2
ror
2 2
= 7

Luego ¢.(w) € B,(x), asi que ¢, es una contracciéon de B,.(x) en B, () y aplicando el Principio
de Contracciones obtenemos que . tiene un tnico punto fijo, digamos w’ € B,(x) C U. Como

. (w') =w', f(w') = z. Entonces z € f(U). Dado que z fue arbitrario
B (y) € f(U),

por lo que f(U) = S es abierto.

Mostraremos ahora que la funcién inversa
g:fU)=U

es diferenciable. Sean y € f(U), y + k € f(U), entonces existen x, z + h en U tal que y = f(x),
y+ k= f(x+h). Con ¢ como en (2.11) se tiene

eyl +h) —py(x) = a+h+f(a) (- fla+h)-z—f(a) (y- fz))
= h—f(a)7 (fz+h) —y)
= h=f(a)"k
Por (2.12) se tiene
1
[h = f'(a) "kl = |y (x + h) = py(@)] < S |h]. (2.13)
Por la desigualdad triangular
1Al = 17/()~ kI| < 5~ /(a) K] < Sl (214
Luego
SIH1 < bl =17 (a) k] < gIAl
Asi

1
|f(a)~ k| = 5|Al. (2.15)

De (2.9) y por propiedades de la norma obtenemos que
Al < 2/ f"(a) Ik = A7 [K| (2.16)

Dado que f'(a) es invertible y f(x) es una aplicacion lineal en R™, aplicando el Teorema 1.1 y (2.9),
(2.10) tenemos que f’(z) es invertible, con inversa f’(z)~! = T. Como

h=g(y+k)—gy)
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entonces

(2.16) implica que

9ty + %) —g(y) = Tk| _ T|| |f(x+h) = f(z) = ['(z)h]

< (2.17)
|| A A
Cuando k — 0 podemos ver en (2.16) que h — 0, entonces por la continuidad de f tenemos
_ _ /
o WTU LG h) = f@) = fn]
h—0 A |h|
Por consiguiente
1 9@ k) —9(y) — Tk _ 0,
k—0 ||
lo que demuestra que ¢'(y) =T = f'(x)~1, lo cual es
) =N (2.18)

Como ¢ es diferenciable entonces g es una funcién continua de f(U) sobre U. Ademés f es continua
de U en ) y la inversion es una funcion continua de € en 2. luego por el Teorema 1.1 y (2.18)
podemos concluir que g € C(f(U),R™).

[ |
En el teorema anterior vimos que f : U — f(U) es un difeomorfismo. Ademaés si escribimos la ecuacion

y = f(x) en funcién de las componentes, llegamos a la siguiente interpretacion de la conclusion del teorema:
El sistema de n ecuaciones

yi = fx1,...,zn) (1<i<n)

puede ser resuelto para z1,...,z, en funcién de y,...,y, si restringimos x y y a vecindades suficiente-

mente pequenas de a y b; las soluciones son tnicas y continuamente diferenciables.

Ejemplo. Sea f la funcion

FEntonces
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luego Jf(x,y) = —4(2® + y?). Si (x,y) # (0,0) existen abiertos U y S en R? tal que (x,y) € U y
f:U— f(U) =S es difeomorfismo (f y f~! son continuamente diferenciables) C> de U sobre S, como

' (f@) = (f(z,9) 7"

ro -y
T—

obtenemos
1

-1 x S
f (f( vy)) 2(3324-3/2)

Ejemplo. Sea la funcion
f:R*? — R?
(,y) = [flz,y) =€ (cosy,siny)
por lo que
e*cosy —e®siny
TH(.y) = [ e“siny e®cosy ]

asi que Jf(x,y) = e** cos? y+e>* sin? y = €2*(cos? y +sin’ y) = €2* # 0 en todo punto de R? y el Teorema
de la Funcion Inversa dice que en dichos puntos f admite una inversa local.

Ahora para todo (x,y) € R? se tiene que
flz,y +2m) = (e® cos(y + 27), e" sin(y + 2m)) = (e” cosy, e”siny) = f(x,y).
Esto implica que f no es inyectiva en todo punto de R?, por lo tanto no es difeomorfismo global.
Para el caso del Teorema de la Funcion Implicita primero aclaremos un poco la notacion. Six = (x1,...,x,) €

R", y = (y1,---,Ym) € R™, escribiremos (x,y) en vez de (z1,...,Tn,Y1,---,Ym) € R Cada A €
L(R™*™ R™) puede separarse en dos transformaciones lineales A,, A, definidas por

Agh = A(h,0), Ayk=A(0,k) (heR"keR™). (2.19)
Luego A, € L(R",R"), A, € L(R™ R") y
A(h k) = Agh+ Ayk. (2.20)

Si f es una funcién real continuamente diferenciable en el plano, entonces f(z,y) = 0 puede resolverse
para y en términos de z en una vecindad de cualquier punto (a,b) en el cual f(a,b) = 0y g—gf/ £ 0.
De la misma manera se puede resolver para x en términos de y cerca de (a,b) si % # 0 en (a,b). La
anterior proposicion ilustra el caso mas simple del teorema de la Funcion Implicita (el caso m = n = 1).
Su demostracion se basa fuertemente en el hecho de que las transformaciones continuamente diferenciables
en la mayorfa de los casos se comportan localmente como sus derivadas. La demostracion del siguiente
teorema es una adaptacion de la demostracion que aparece en [9, pag 281].

Teorema 2.10 (TEOREMA DE LA FUNCION IMPLICITA EN EL CASO n = 1). Sea U C R? abierto y
f: U — R funcién con derivadas parciales continuas fy, f, en U. Sea (a,b) € U tal que f(a,b) =0y
fz # 0. Entonces existe una vecindad V de b en R y una funcion

g:V—R (2.21)
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tal que g es continuamente diferenciable en' V, g(b) =a y f(g(y),y) = 0 para toda y € V. Ademds

N F1CI)R)
90 =1 w0 (2.22)
Demostracion. Definamos F : U C R?, dada por
F(z,y) = (f(z,9),y). (2.23)

Entonces F € C1(U,R?). Denotando (f(z,y),y) = (f1, f2) la matriz de derivadas parciales de F es

9fi  Ofr of 8f
g;: 88}/ _ dx  Jy
Em 0 1

[A] =

0
Luego det A(a,b) = a—f(a,b) que por hipdtesis es diferente de cero, asi que det A(a,b) # 0. Por tanto
X

F'(a,b) es invertible entonces, por el Teorema de la Funcién Inversa existen abiertos U’, V en R? con
(a,b) e Uy (0,y) € V tal que F : U’ — V es invertible.

SiGeslainversade F, G:V — U’, G € CY(V,R?) y G = (g1, g2), para algunas funciones de valor real
g1, g1 definidas sobre una vecindad de

F(avb) = (f(avb)vb) = (O’b)'

Como G y F son inversas una de la otra

(z,y) = F(G(z,y)) (2.24)

= Flgi(z,y),92(z,y)) (2.25)

= (f(gl(x,y),gg(x,y)),gg(x,y)) (2.26)
asi que

flg1(z,y), g2(,y)) =
y
92(z,y) =y

luego

f(gl($7 y)vy) =Z.
Esto es valido para todo (z,y) en un entorno abierto de (0,b). Por tanto para (x,y) = (0, b)

f(gl(oa b)> b) = 0.

Tomando ¢(y) = ¢g1(0,b) con dominio V entorno de b, y ademés g es continuamente diferenciable en V.
Remplazando se obtiene

fla(y),y) = 0.

Ahora aplicando regla de la cadena
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g'(y) = —
m

Se considera la funcién f : R? — R definida por f(z,y) = 22 + y* — 1. Si se elige (a,b) tal que f(a,b) =0
y se toma a = 1 o —1, es imposible encontrar una funcién g en términos de = definida en un intervalo
abierto que contenga a a. El ejemplo anterior, ademas de plantear la importancia de suponer %5 # 0, nos

ilustra sobre la equivalencia de los dos Teoremas trabajados en este capitulo.

En el siguiente Teorema se plantea un criterio simple para decir cuando, en general, se puede hallar tal
funcion en el caso mas general para dimension finita. Su demostracion aparece en [7, pag 223].

Teorema 2.11 (TEOREMA DE LA FUNCION IMPLICITA EN R"™). Sea E C R"*™ abierto, f : E — R™
continuamente diferenciable, tal que f(a,b) = 0 para algin punto (a,b) € E. Escribamos A = f'(a,b) y
supongamos A, invertible. Entonces existen conjuntos abiertos U C R*™™ y W C R™ con (a,b) € U y
b e W, que tienen la siguiente propiedad:

A caday € W le corresponde un inico x € U, tal que

(xy)eU y f(x,y)=0. (2.27)
Definiendo x como g(y) entonces g € C*(W,R"), g(b) = a,

flly)y)=0 (yeWw), (2.28)

g (b) = —(A,) A, (2.29)

Demostracion. Sea I : E C R**™ — R"™™ dada por

F(x,y) = (fxy)y) ((xy)€E). (2.30)

Entonces F € C'(E,R"*™). Por otra parte, por la Definicion 1.2 de derivada y dado que f(a,b) = 0

tenemos que

f((a,b) + (h,k)) — f(a,b) = f(a+ h,b+ k) = f'(a,b)(h, k) + r(h, k) = A(h, k) + r(h, k) (2.31)

h,k
donde  lim llr(h, B)1| = (0,0). Ahora
(h.k)=0.0) [[(h, K|

Fla+hb+k)— Fab) = (fla+hb+k),b+k) —(f(ab),b)
(fa+h,b+k),b+k)—(0,b)

= (fla+hb+Ek) k)
(A(h, k) + r(h, k), k)
(A(h, k), k) + (r(h, k)),0)
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Como

[[(r(h, k), O)]

lim —~—2127° lim
(h,k)—(0,0)  ||(h, k)]l (h,k)—(0,0)

r(h, k) )H
T 0 )| = (0,0).
<||(h7/€)||
Entonces
F'(a,b) : R"™™  — R
(h,k) +— F'(a,b)(h, k) = (A(h, k), k).
Si (A(h,k),k) = (0,0) entonces A(h,k) =0y k = 0 asi que por (2.20) A(h,0) + A(0,k) = 0, de donde

A(h,0) =0y como A, es invertible tenemos que
h=—(A;) Ak = 0.

Es decir F'(a,b)(h, k) = (0,0) solo si (h,k) = (0,0), esto es solo si N(F'(a,b)) = {(0,0)} luego F'(a,b)
es inyectiva y por tanto invertible. Por el Teorema de la Funcién inversa existen conjuntos abiertos U y V
en R"*™ con (a,b) € U y (0,b) € R"™ tal que F : U — V es inyectiva.
Sea

W={yeR":(0,y) eV}

luego b € W y veamos que W es abierto, para esto supongamos que W no es abierto, luego existe yo € W
tal que para todo r > 0 se tiene que B,.(yo) € W. Por definicién de W, (0,y9) € V' y como yo no es punto
interior de W entonces B;-(0,y0) C V luego V no es abierto. Asi, si V' es abierto tendra que ser W abierto.
Ahora si y € W, entonces (0,y) € V. Luego (0,y) = F(x,y) para algun (x,y) € U, luego por definicion
de F

(f(xy),y) = F(x,y) = (0,y).
Asi que para (x,y) € U,
fxy)=0.

Luego la existencia queda demostrada. Para ver que x es tnico para ese y, supongamos que (x',y) € Uy
f(x',y) = 0. Entonces
F(x',y) = (f(x'y).y) = (f(x,¥).y) = F(x,y)

como F es inyectiva entonces x = 2/, asi x es tnico.

Definamos ahora x = ¢g(y) paray € W de manera que (¢(y),y) € Uy f(9(y),y) = 0. Entonces

F(g(y),y) = (flg(y),¥),y)=(0,y) (yeW) (2.32)

Como F : U — V es invertible, el Teorema de la Funcion Inversa (2.9) también asegura quesi G : V. — U
es la inversa de F entonces G € C1(V,R"*™) y por (2.32)

(9(y),y) =G0,y) (yeW)

como G es continuamente diferenciable entonces g tambien lo es.

Finalmente para calcular ¢’(b), escribamos
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luego
' (y)k = (g'(y)k, k)
paray € W, k € R™. Por (2.28) se tiene que

f(@(y)) =0.

Aplicando regla de cadena obtenemos

Cuando y = b tenemos

Por tanto

Por (2.20) y (2.33)
A.g' (b)k+ Ayk = A(g'(b)k, k) = A®'(b)k =0

Entonces

Como A, es invertible

La suposicién de que A, es invertible significa que la matriz n x n de las derivadas parciales de f

oh . Oh
0x1 Oxy,
A= | .
O fn Ofn
0x1 0xy,

(ke R™).

(2.33)

(2.34)

(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)

evaluada en (a, b) define un operador lineal invertible en R™, dicho de otra manera sus vectores columna son

independientes o de manera equivalente su determinante es diferente de cero. En el caso f : U CR" — R

la matriz de derivadas es el vector fila que representa el gradiente.

Ejemplo. 1) Tomemos n = 2, m = 3 y consideremos la funcion f : R> — R? con f = (f1, f2) dada

por

fl(x17$27y1ay27y3) = 2e" +$2y1_4y2+3

fi(z1,22,91,92,y3) = xacosxy — 621 + 2y1 — Ys3.

Sia=(0,1) yb=(3,2,7), entonces f(a,b) = 0. Ademas la matriz de derivadas parciales de f es

2e%t Y1 i) —4

Tosinzy —6 cosx; 2 0
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Luego la matriz de la transformacion A = f'(a,b) es

[A] =

231 -4 0
-6 1 2 0 -1

B IR P

Como det[A,] = 20 # 0 entonces A, es invertible. Luego el Teorema de la Funcion Implicita asegura
la existencia de una funcion continuamente diferenciable g definida en una vecindad de (3,2,7), tal
que 9(3,2,7) = (0,1) y f(9(y),y) = 0. Ademds por (2.29) podemos calcular ¢'(3,2,7)

93,2, 70) = ~[(4)7'[A)] = —[A]7'A4,)]

En consecuencia

[Ar] =

En términos de las derivadas parciales, esto es

dg1 1 dg1 1 dg1 -3

dyr 4 dys 5 Oys 20

dg2 -1 dg2 _ 6 dg2 _ 1

opn 2 Oy b

Ejemplo. En el teorema de la funcion implicita, es importante reconocer la necesidad de tomar vecindades
suficientemente pequenas. Por ejemplo,consideremos la ecuacion

224+22-1=0.

Esto es, F' : R? — R,esta dada por F(z,z) = 2% + 2% — 1. Aqui %—5(3372) = 2z, de modo que aplicamos
el teorema de la Funcion Implicita a un punto (o, 20) que satisfaga x3 + 23 —1 =0y 29 # 0. Asi, cerca
de dichos puntos, z es una funcion tinica de x. Esta funcion es z = /1 —22 si 29 > 0y 2z = —/1 — 22
si zg < 0. Luego z estd definida sdlo para |x| < 1 (U no debe ser muy grande) y z es unica sdlo cerca de
zo (V no debe ser muy grande). Estos hechos, y el que no ezista 3—; en zg = 0, son claros debido a que
22 + 22 =1 representa un circulo en el plano xz.

Ademds F(x,z(xz)) = 0, asi que por regla de la cadena

Fp(z,z(x)) = 0
8F+8F 0z 0
or 0z Or
luego
OF

0: g -
dr or T2y
0z
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2.2. Casos de Dimension Infinita

Los teoremas y definiciones aqui mencionados se presentan debido a que seran de gran utilidad en las
demostraciones de el Teorema de la Funcion Inversa e Implicita en espacios de Banach. El primero de ellos

es el Teorema de 1 Desigualdad del Valor Medio, cuya demostracion se obtuvo de [2, pag 197].
Teorema 2.12 (Desigualdad del Valor Medio). Sean E, F' espacios normados, A € E abierto, f : A — F
diferenciable en A. Si a,b € A son tales que [a,b] C A, entonces:

1£(0) = f(@)ll < [Ib—allsup{|lf'(z)]| : = € (a,b)} (2.39)
16— all sup{[|f'(a + (b — a))]| - t € (0,1)}. (2.40)

Demostracion. Si M = sup{||f'(z)|| : © € (a,b)} = 0o entonces la desigualdad es inmediata. Supongamos

entonces que M = sup{||f'(z)| : = € (a,b)} < co. Definamos
Y:[0,1] — E
t — () =a+tb—a).
Luego 1([0,1]) = [a,b] y 1 es diferenciable en (0,1), ya que para h € [0,1], (¢ + h) — ¥(t) = h(b — a),

esto es ¢’(t) = (b — a). Consideremos la funcién ¢ = f o : [0,1] — F, luego ¢ es continua en [0,1] y
diferenciable en (0, 1) pues por regla de la cadena obtenemos que

¢'(t) = /() o'(t) = f'lat+t(b—a)) o (b—a)
Luego

1" (@) o ' (@)
= [[f(a+t(b—a))o(b—a)

(=301

< ffla+tb—a)lllo®—a
< b= allsup{[|f'(@)] : = € (a,b)}
= |lb—allM

< M

para todo t € (0,1). Por una consecuencia de el Teorema del Valor Medio ( [2, p4dg 196]) tenemos que

(1) = @(0)] < [Ib —allM. Como ¢(1) = f(1(1)) = f(b), »(0) = f(1(0)) = f(a), entonces podemos
concluir finalmente

1£(6) = f(@)|| < [|b— al|M = ||b— al| sup{|| f'(a + t(b—a))] : t € (0,1)}. (2.41)

[ |

Las aplicaciones lineales continuas son de vital importancia en cualquier trabajo de anélisis que se realice,
un ejemplo claro de esto es la importancia que tendra el siguiente teorema en la demostracion del Teorema
de la Funcién Inversa en dimensién infinita. Por este motivo presentamos su demostracion, en la cual
utilizaremos algunos conceptos y resultados sin demostrar que facilmente pueden encontrarse en [2, pag
15 a 19].
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Teorema 2.13. Sean E, F espacios vectoriales normados T : E — F aplicacion lineal sobreyectiva. T

es un homeomorfismo lineal de E sobre F, si y solo si existen a > 0,8 > 0 tales que

allz| < |T(@)[| < Bllzl (Vo € E). (2.42)

Demostracion. Como T es homeomorfismo lineal, Ty T~! son continuas; luego existe a > 0 tal que
1T~ ()|l < allyll (2.43)

para todo y € F, (aqui hemos aplicamos el Teorema (1,28) de [2, pag 15].

Como T es homeomorfismo, existe un unico x € E tal que y = T'(x), obteniendo ||z|| < a||T(2)||; luego
existe & = a~! > 0, para el cual
allz]| < [|T()]] (2.44)

para todo x € E. Ahora por la misma justificacion que utilizamos en (2.43), la continuidad de T implica
la existencia de 5 > 0 tal que
7)) < Bl (2.45)

para todo z € E. Las desigualdades (2.44) y (2.45) implican que
allz] <17 ()| < Bl (2.46)

para todo x € E. Supongamos ahora que tenemos al|z| < ||T(z)] < B||z||, para todo € E. La parte
izquierda de la desigualdad implica que si x # 0, tendremos 0 < ||z|| < ||T(z)||, entonces T'(z) # 0, luego
el nucleo de T esta compuesto solo por el cero, es decir T' es inyectiva. Ahora como T es inyectiva y
sobreyectiva entonces 7! existe y es continua ya que x = T~ !(y) para un tinico y € F. Asi que dado
€ >0, tomando § = €. Si ||z — y|| < § entonces ||T~1(x) — T~ 1(y)|| = ||x — y|| < e. La parte derecha de la
desigualdad muestra que ademéas 7" es continua (por Teorema (1,28) de [2, pag 15]). ]

El siguiente Teorema puede considerarse como la versién mas general de el Teorema de la Funcién Inversa
en espacios de Banach. Su demostracién es la segunda parte de el Teorema de la Funcién Inversa que
aparece en [2, pag 285].

Teorema 2.14. Sean E espacio de Banach, A C E un conjunto abierto, f : A — E, 0 € A tal que
feCk k>1, f(0)=0y f(0) = Ig = I. Entonces, existe V abierto, a €V C A tal que

f:vV—f(v)

es un difeomorfismo de clase C*. Ademds

cony = f(z) e f(V).
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Demostracion. Como f es diferenciable en 0y f(0) =0, para z € A
fO+2) - f(0) = f(0)z+r(z)
fx) = z+r(x)

luego r(x) = f(z) — z es de clase C¥ en A y

Sea A\, 0 < A < 1, || f(0)|| = ||I]| = 1. Como r € C* entonces de la continuidad de 7’ en cero, obtenemos
que existe 0 > 0 tal que si ||z]] < § entonces ||7'(z)| < A\. Ademas como 0 € A y A es abierto, para ¢

suficientemente pequeilo
D=T5(0)={zreX:|z| <6} CA.

Por la desigualdad del valor medio si z,y € D = B;(0), entonces
Ir(@) = rW)I < lle =yl sup{[lr’ ()| : = € [, yl}.

Silz|| <6y |lyll <9 entonces ||7'(z)]| < Ay |7 (y)|| < A, por lo tanto sup{||r'(2)|| : z € [z, y]} < A. Asi

[r(z) = r(y)l < Az =yl

Luego r es una contraccién de D en D, pues A € (0,1). Aplicando el Teorema de la Perturbacion de la
Idéntica, como f(z) = z+r(x) entonces f es un homeomorfismo del abierto Bs(0) = {x € X : ||z|| <} C A4
sobre f(B;s(0)) y f(Bs(0)) es abierto en D.

Como f': A — L(E,F) es continua y como f/(0) =1 € g con p ={L € L(E,E) : L es homeomorfismo
lineal } el cual es abierto, entonces 6 > 0 puede escogerse tal que f'(x) sea invertible para todo z € Bs(0).

Sea
g=f"":W = f(Bs(0)) — V = Bs(0)

el homeomorfismo inverso de f. Veamos que g es diferenciable en cada y = f(x) € W. Si g fuera diferenciable
existiria ¢'(y), como

(9o f)x) =g(f(x)) =z = I(x)

por regla de la cadena tenemos que

Como (f'(z))~" es lineal continua, escribimos

9y + k) = g(y) + (f'(2)) "'k + s(k).

Luego debemos demostrar que

- s(k)
A e =

Para ello, sea f(x + h) = y+ k, entonces como f es homeomorfismo de V sobre f(V) = W, tendremos que

k=f(x+h)— f(x) — 0 siysolosi h — 0.
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Por otra parte

luego s(k) = h — (h + (f/(2))~'r(h))) = —(f'(x))~'r(h). Por tanto
s(h) _ IAl( @)t (h)

kI Il

Como f'(z) : E — FE = F es homeomorfismo lineal, por (2.13) existen « > 0,5 > 0 tales que
2aflzl| < [f'(@)(2)I < Bll=ll (V2 € E).

Dado este «, existe § > 0, tal que ||h|| < . Escogemos el § > 0 comun para que lo anterior sea valido. Asi

que

f@+h) = f(z) = f(@)h+r(h), lm-mm =0, |r()] <afh.
Luego

1Bl = [lf(z+h) = f@)]

= |l (@h+r®)
1/ @Al = Ir(m)]
2al[hf| = R
allhll.

ARV,

Entonces || k|| > «||h||. Es decir que a < %, por tanto

o (38
= é <||h|>H

La continuidad de (f’(z))~! implica la existencia de ¢ > 0 tal que

I(F @D < cllzll, (V2 € F).

s (i) <

Luego
1

(07

\hll

Qm
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Asi
o 2 IS _ (e 1) = F@)I _ e el
L [Ef(z+h) = f@)] — a [
C
omo ; )

a0 A
y h — 0siy solo si k — 0, entonces

o 58 _

&0 k]

Por lo tanto, g es diferenciable en y y ¢'(y) = (f'(x))~! donde y = f(z) € W = f(V). Luego f : V —
f(V) es un difeormorfismo con f de clase C*. Falta ver que g es también de clase C* (k > 1). Como
g () = (f'(g(y) 'y g =Invo f og es continua por ser compuesta de continuas, entonces g es de clase
C'. Si f es de clase C'. Ahora si f es de clase C? entonces Inv, g, f’ son de clase C' y por tanto g es de
clase C2. Por induccién si f es de clase C* tendremos que g es de clase C*. ]

Como se menciono anteriormente vamos a enunciar el Teorema de la Funcion Inversa que aparece en [2,

pag 285|, cuya demostracion vamos a unir con el enunciado que se demostréd en 2.14.

Teorema 2.15 (Teorema de la Funcién Inversa). Sean E y F espacios de Banach, A C E un conjunto
abierto y f € C*(A,F), (k > 1). Supongamos a € A tal que f'(a) : E — F es homeomorfismo lineal.
Entonces existe V' abierto, a € V C A tal que

f:vV—f(v)

es un difeomorfismo de clase C*. Ademds

cony = f(z) € f(V).
Demostracion. Sea T = f'(a), como T es homeomorfismo lineal de E sobre F', entonces

(T™'of):A — E
v — (T o f)(z) =T7'(f(2)).

Para x = a tenemos
(Tt o f)(a) = [T} (f(a))

como T~! es lineal continua entonces para h € E tenemos

T7H(f(a) +h) =T (f(a) = T7'(f(a) + T~ (h) =T~ (f(a))
7 (h)
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tomando r(h) = 0 tenemos que (T~1)'(f(a)) = T~!. Luego
(T~" o f)(a) = (T7Y) (f(a))f'(a) =T~ f'(a) = I
asi podemos ver que (T~ ! o f) es localmente invertible de clase C*. Ademés como
f=To(T " o),
entonces f también lo es. Esto reduce el teorema al caso:
fiA—E f'(a) = Ig.
Sea f(a) = b, la aplicacién

T.:FE — FE

x — T(z)=z+a
es homeomorfismo de clase C*. En efecto, sean z, h € E, entonces
To(x+h)—1(z)=2+h+a—x—a=h
tomando 7(h) = 0 se tiene 7/ (z) = Ir. Ademas

T F — F

y — T(y)=y—0b
también es un homeomorfismo de clase C* con
T_y(y+h)—7(y) =y+h—-b—y+b=nh.
Tomando r(h) = 0 se tiene 7’ ,(y) = Ir. Consideremos
B={v—a:ve A} =7_4,(4)
como 7_, es homeomorfismo y A es abierto entonces B es abierto. Ademas a € Aluegoa —a=0€ By
fi=1pofor,:B— E,

es tal que
fi(z) =1y 0 f(1a(2)) = b (fla+2)) = fla+z) —b.

Luego f1(0) = 0y como 7_p, 74, f son aplicaciones de clase C* entonces f; también lo es. Si f; es localmente
invertible, de clase C*, se deduce que f lo es ya que

Ty 0 f1 Oﬂa(z) = T
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Estos comentarios reducen el teorema al caso
E=F f(0)=0,f(0)=1Ig=1.

Es decir el Teorema se reduce al caso de (2.14), por tanto ya esta demostrado. |

Se sabe que el teorema de la funcién implicita para funciones de varias variables juega un papel importante
en muchas ramas de las matemaéticas como variedades diferenciales, la Geometria Diferencial, la Topologia
Diferencial, etc. Su extension en espacios de dimension infinita también es extremadamente importante en
el analisis no lineal, asi como en el estudio de las variedades de dimension infinita. En nuestro caso sera
el teorema més importante a la hora de realizar la descripcién del Método de Continuidad, que es el tema,

central de este trabajo. Su demostracion se realizara segun las sugerencias del autor del libro guia [3, pag
12]

Teorema 2.16 (Teorema de la Funcion Implicita). Sean X,Y, Z espacios de Banach, U C X XY es un
conjunto abierto. Supongamos que f € C(U,Z) tiene una F—derivada, sin perdida de generalidad, vy, y
que f, € C(U,L(Y, Z)). Para un punto (zo,y0) € U, si tenemos

f(x()vy()) = 07
qul(ﬂfoyyo) € L(Z,Y);

entonces eziste r,r1 > 0, y un inico u € C(B,(xo), By, (v0)), tal que

By (x0) X By, (yo) C U,
u(zo) = Yo,
flz,u(x)) =0 Vo € B.(xg).

Ademds, si f € CY(U,Z), entonces u € CY(B,(x,Y), y

/() = —f, (20, u(x0)) © ful,ulx)) Vo € By(xo).

Demostracion. Mediante la sustitucion f(z,y) por f, ' (xo,y0) o f(x+x0+yo), podemos asumir sin perdida
de generalidad que Z =Y, 20 =yo =0y £,(0,0) = I,,.
Vamos a encontrar la solucion y = u(z) € By, (0) de la ecuacion
flz,y) =0 (Va € B,(0)).
Tomando
R(z,y) =y — f(z,y). (2.47)
Esto se reduce a encontrar en punto fijo de R(z,-) para toda « € B,(0).

Vamos a aplicar el Teorema de Contracciéon a R(x,-). Veamos primero que en efecto tenemos una funciéon
de contraccion

[1R(z,91) = R(z,y2)ll = lyr = f(2,91) = w2 + f(@,92) || = (w1 — v2) — (f (2, 90) = F(,92))]-
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Como f, es continua, por el Teorema Fundamental del Calculo en Espacios de Banach ([2, p. 235]) y la

Regla de la Cadena tenemos que

0 =) = (o) = oDl = [ =)= [ st + 0= o)

= |[(v1 —v2) = (y1 — y2) /01 fuf(@tyr + (1 —t)yo) dtH

= o |r- | ety 4 (1— ) H .

Como la funcién identidad es continua entonces lo anterior es igual a

H(yl ) [/01 I, — fyf (z, tyr + (1 — t)yg)dt} H .

Luego por desigualdad triangular

IN

Jon-m) [ [ L e 4 (- omar]| < -] [ Ly fy et b (1 )|

AN

1
11— )] / 1L, — £ ety + (1 — )| dt

por tanto
1
[R(z,51) — Rz, y2)|| < [[(y1 — w2l / 11y = fyf(z, tyr + (1 = t)y2)|| dt.
0

Nuevamente, como f, es continua, existen 7,7, > 0 tales que

1
1Rz, y1) = Rz, y2)ll < 5l1(y2 — 92l (2.48)
para toda (z,y;) € B,(0) x B,,(0),i = 1,2. Es decir R(z,-) es una contraccion.

Verificaremos ahora que efectivamente R(x, ) : B, (0) — B,,(0). Seay € B, (0), por definicién de R(z,-)
y por (2.48) tenemos

IR@ W < RGO +|R(x,y) - B,0)|
= £ 0)l+ | R(.y) — R(z,0)]
< 5@ 0l + 5yl

Para r > 0 suficientemente pequeno

£ 0l < gri, (%2 € Bo(0)),

se sigue que

1 1
IR, p)ll < 57+ 5yl =+ gl < 7

para todo (z,y) € B,.(0) x B, (0). Esto es R(x,y) € B,,(0) y como B,, (0) es un cerrado que esta contenido

en un espacio métrico completo entonces es completo, luego podemos aplicar el principio de contracciones
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(Teorema 1.5). Asi existe un tnico y € B, (0) tal que R(z,y) = y. Por definicién de R(z,-) esto es que

para toda € B,.(0) existe un tnico y € B,, (0) tal que f(x,y) = 0. Denotemos la solucién y como u(z).

Veamos que u € C(B,,Y). Por (2.47) y (2.48)

lu(z) —u(@)| = [[R(z,u(z)) = R(z’, u(z))]|
= |R(z, u(z)) - R(2',u(z)) + R(2’, u(x)) — R(a', u(z"))]|
< IR u(x)) = R, u(@))]| + | R(z, u(z)) — R, u(z))]|
< %Hu(w) u(@)|| + [|1R(z, u(x)) — Rz, u(@))]|
Asi
lu(z) — u(z’)]| — %HU(%) —u(@)[| < [|R(z, u(x)) — R(2', u(2))||
Es decir,

lu(z) — u(z')|| < 2| R(z, u(z)) — R(z', u(x))]-
Como f es continua entonces R € C(U,Y). Asi
u(z') — u(z) (2.49)

cuando =’ — z, es decir u(z) es continua.

Si f € CY(U,Y) queremos ahora probar que u € C'. Primero aplicando en Teorema Fundamental del
Calculo en Espacios de Banach ([2, p. 235]) a la funcion ¢ : [0,1] — Y tal que

g(t) = f(te + (1 =)', u(x))

obtenemos
u(z) —u(z)]| < 2|R(z,u(z)) — Rz u(x))]

= Ju(z) = flz,u(z) —u(z) + f(z', u(z))

= |f(z,u(z)) — f(z', u(z)]|

= 2 /0 itz + (1 —t)a' u(z)) dtH

1

~ 9 /O fultz+ (1= )2 u(@)) (@ — 2 )dtH

< 2@ -2 / 1ot + (1 — )2 ()] dt.
Por tanto

|u(x+h) —u(@)] < 2[(x+h-—2)| /0 | fo(t(z + h) + (1 — )z, u(z + h))| dt
1
— 2| / Vot + 2, ulz + h) | dt

Luego

[u(z + h) = u(@)| = O(|Al])
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cuando ||| — 0. Para (z + h,u(xz + h)) € B,.(0) x B, (0)
f@+hu(z+h)) = f(z,u(z)) = 0.

De donde
f@+h,u(z +h)) = f(z,u(z+h) + [f(2,u(@+ k) = f(z,u(z))] = 0.

A su vez
fo(@, u(@ + h))h + o([|h]]) + fy(z, uw(z))(w(z + h) — u(x)) + o(||A]]) = 0.

Aplicando f, ! (z,u(x)) tenemos
fy @ w(@) fo(, ulz + h)h+ £ (@, u(@)) fy (2, u(@) (u(z + h) = u(z)) = o(||h]).

Por tanto,
u(a +h) —u(@) + fi (@, u(@)) fo (2, ul@ + h)h = o([[A]]).

Es decir v € C1, y
o' (x) = —f (@, u(@)) fo (2, u(@)).

Ejemplo. Tomemos el problema de contorno no lineal [4, p.148]
2 +pr+ f(z) =0, z(0)==z(1)=0 (2.50)

en J = [0,1]. Asumiendo que f € C1(R) y f(0) = 0, para aplicar el Teorema de la Funcion Implicita
tomemos X =R, Z = C(J),

Y =C3(J) = {y € C*(J) : y(0) = y(1) = 0}
con |yl = [y"|o y F(u,z) = D*x + px + f(z), donde D?x = x”. Debido a que D* € L(Y, Z), tenemos

Fo(p,2)y = Dy + py + f'(z)y.

Luego

Fy(1,0)y = D*y + py + f'(0)y = D*y + (u + £'(0))y.
Veamos que Fy(jo,0) es homeomorfismo si y solo si g + f'(0) # m?n? para toda m € N. En efecto,
sabemos que F,(u1,0) es lineal continua debido a que es suma de lineales continuas, ademds la linealidad
de la derivada garantiza que la inversa es continua. Para ver la inyectividad es suficiente mostrar que
Fy(u,z)y=0 siiy =0.

D%y + (u+ f'(0)y = 0.

Es equivalente a

y" 4+ (u+ £(0))y = 0.

Cuyo polinomio caracteristico es

m? + 1+ £/(0)) = 0.
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Que tiene dos raices complejas conjugadas

my =/ (p+ f0)i y ma=—/(u+ f(0))i
Asi que la solucion general es
y(t) = Crcos(v/(p + f(0)t) + Casin(v/ (i + f7(0))1).
Aplicando las condiciones de frontera de la hipdtesis, es decir el hecho de que y(0) = y(1) = 0, tenemos

y(0) = C; cos(0) + Casin(0) = 0

esto es C1 = 0. Ast que

y(1) = Cysin(y/(u+ f7(0))) = 0

Como
A+ f(0) # mPr?,

para toda m € N, tendremos que sin(+/(u + f/(0))) # 0. Por tanto debe ser Cy = 0, esto es y(t) = 0. La
sobreyectidad se sigue del Teorema de Ezistencia y Unicidad aplicado a la ecuacion

v+ (n+ f1(0)y = f. (2.51)

Luego tenemos todas las condiciones para aplicar el Teorema de la Funcion Implicita. Asi existe un intervalo

(o — 1y o + 1) tal que x = 0 es la unica solucion pequenia de (2.50) para p en este intervalo.

45



CAPITULO 3

Método de Continuidad

Para comprender mejor el Método de Continuidad vamos a dar una serie de definiciones y teoremas que
seran de gran utilidad, debido a su importancia daremos la demostracién de cada uno de ellos. La primera
definicién caracteriza una de las propiedades mas importantes de los operadores lineales: La compacidad.
[6, pag 405].

Definicion. Sean X y Y espacios normados. Un operador T : X — Y es llamado operador lineal
compacto si T es lineal y para cada subconjunto acotado M de X, la imagen T (M) es relativamnete

compacta, esto es que la adherencia de M es compacta.

El término compacto sugerido por la definicién, no es el unico. Anteriormente, se decia completamente
continuo para hacer referencia a compacto. Suponemos que esta terminologia se debia al hecho de que un
operador lineal compacto es siempre continuo, mientras que lo contrario en general no es cierto. A partir
de la definicion de la compacidad de un conjunto obtenemos el siguiente criterio util para los operadores.
[6, pag 407].

Teorema 3.17 (Criterio de Compacidad). Sean X y Y espacios normados y T : X — Y un operador
lineal. Entonces T es compacto si y solo si envia cada sucesion acotada (z,,) en X en una sucesion (T'x,,)

enY que tiene una subsucesion convergente.

Demostracion. Supongamos que T es compacto y (z,,) acotada, luego por definicion de operador compacto
es (Tz,) compacta en Y y por tanto tiene una subsucesion convergente.

Supongamos ahora que cada sucesion acotada (z,) en X tiene una subsucesion (z,,) tal que (T'z,,)

converge en Y. Consideremos cualquier subconjunto acotado B C X vamos a ver que T(B) es relativamente

46



METODO DE CONTINUIDAD

compacto, es decir que T'(B) es compacto. Sea (y,,) una sucesion en T'(B), entonces y,, = Tz, para algin

Zn en B. Como B es acotado, (z,,) es acotada. Ahora por hipétesis, (T'x,) contiene una subsucesion (T'zy,,)

convergente en Y. Como (y,) fue arbitraria entonces T(B) es compacto, esto es por definicion que T es
compacto. |

Definicién. Sean X, Y espacios vectoriales normados con normas || - || x,| - ||y, respectivamente, y su-

pongamos que X CY. Decimos que X esta inmerso de forma compacta en'Y si:

o X estd inmerso continuamente en Y. Es decir, hay una constante ¢ > 0 tal que
=]y < cllz|x
para toda x € X.

e La inmersion de X en'Y es un operador compacto. Si cada sucesion acotada en X tiene una subsu-

cesion que es convergente en Y.

La siguiente definicién trata sobre una importante propiedad de los espacios topologicos: La conexidad.
Esta propiedad Hace referencia a que un espacio topologico (X,7) es conexo si X no es uniéon de dos

subconjuntos no vacios y separados. En caso contrario diremos que X es no conexo. [7, pag 42].

Definicién. Un espacio topoldgico (X, 7) se dice conexo si y solo si para todo A,B € X, no vacios,
disjuntos tales que AU B = X se tiene que ANB # 0 6 BNA# (.

El siguiente teorema nos permite ver bajo que condiciones topologicas si E C X, E # () y ademas F es
abierto y cerrado podemos concluir que E sea igual a todo el espacio. Este teorema serd fundamental para
el Método de Continuidad.

Teorema 3.18. Sea (X, 7) un espacio topoldgico, E C X. Supongamos que E # (), E abierto y cerrado y
(X, 7) conezo, entonces E = X.

Demostracion. Sea E C X abierto y cerrado, luego £ = X — E es abierto y cerrado, ademés
ENE‘=0 y FUE°=X.

Vamos a ver que {F,FE°} = {§; X} y como FE # () se tendrd que £ = X. Para ello supongamos que
{E,E°} # {0, X}. Esto es que E'y E° son no vacios. Como X es conexo tendremos que

ENE°#0 o EUES#£0.

Ademas como E y E€ son cerrados entonces

Luego obtenemos que
ENE°#0,

lo que es una contradiccion ya que E y E° son disjuntos. Asi {E, E°} = {0, X} y como E # () entonces
E=X. [ ]
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Continuemos este capitulo con un teorema muy conocido y utilizado en analisis, que relaciona los conjuntos
cerrados y la convergencia. Se necesitard mas adelante, por lo que la demostracion se presenta de manera
detallada como en [6, pag 30].

Teorema 3.19. Sea M un subconjunto no vacio de un espacio metrico (X,d) y M su adherencia, entonces:

a) x € M siy sélo si existe una sucesion (x,) en M tal que x,, — .

b) M es cerrado si y solo si el hecho de que x,, € M y x,, — x implica que x € M.
Demostracion.  a) Sea x € M, entonces, si x € M la sucesién de tipo (z,x,...) claramente converge a
x. Six ¢ M entonces, por definicion de la adherencia, = es punto de acumulacion de M, esto es para
todo r > 0, M N (B,(x) — {x}) # 0. Por tanto para cada n = 1,2,... la bola B1 (x) contiene un z,
en M,y x, — x, ya que -~ — 0 cuando n — oo.

Reciprocamente, si z, € M y x, — x, entonces © € M o cada vecindad de x contiene puntos

x, # z. Bs decir, 2 es punto de acumulacién de M. Asi z € M.

b) M es cerrado si y s6lo si M = M, luego b) se sigue directamente de a).

El siguiente teorema introduce una desigualdad que se utilizara en varias ocasiones cuando realicemos la
demostracion de el Teorema de la Funcion Implicita Global. Su demostracion hace uso de las propiedades
de la integral, el Teorema Fundamental de el Calculo y algunas técnicas de soluciones de ecuaciones lineales
de primer orden. La demostracion se obtuvo de [5, pag 651].

Teorema 3.20 (Desigualdad de Gronwall-Bellman). Sean A : [a,b] — R continua y p1 : [a,b] — R continua

y no negativa. Si una funcidn continua y : [a,b] — R satisface

t
v AW+ [ ulols)ds (31
para a <t < b, entonces sobre el mismo intervalo
y(t) < \(¢) + /t )\(s)u(s)efst wrdr g, (3.2)
En particular, si A(t) = X es una constante, entonces
y(t) < Aela n(r)dr,
Si, en adicion, u(t) = p > 0 es una constante, entonces

y(t) < Aet(t=a),

Demostracion. Por hipotesis v(t) = z(t)+ A(t) —y(t) > 0. Sea z(t) = f; 1(s)y(s) ds luego z es diferenciable
y por el Teorema Fundamental del Calculo

2= pu(t)y(t)
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la cual podemos escribir como
5= p(t)2(t) + pOME) = plt)(d).

Esta ecuacién es lineal de primer orden, y su factor integrante es
d(t,a) = e o n(r)dr
Multiplicando por este factor integrante obtenemos
e MO (2 — u(0)2(1) = T FO U (UOA(E) — u(t)o(8)).

lo cual es equivalente a
d
dt

Integrando de a hasta t obtenemos

(e JarD (1)) = e~ Jo DT (uIN() — p(t)v(2)).

t
e Janm a4 (1) = / e DA ()N (s) — p(s)v(s)) ds.
Luego

£{t) = el [ e T ()0 (5) — (o)) .

a

Aplicando las propiedades de la integral tenemos que
2(t) = /t el n(m) dre= JInO A7 (u(5)\(5) — pa(s)v(s)) ds
- / S MO ()0 (s) — p(s)els) ds
= [ O us)) — (s ds
- / e BT ()M (s) — u(s)o(s)) ds.
Como p es no negativa entonces el término
t es n(m) a7 (s)v(s) ds

es no negativo y por tanto

Dado que y(t) < A(t) + z(t), entonces

y(t) < A(t) + / S ()0 (s) s,

a
lo que termina la demostracion del caso general. En el caso especial en el que A(t) = A es constante tenemos

que

t
y(t) < A+ A / el H I (s) ds.

a
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Puede notarse que

d gt d s s t
Eefs u(r)dr _ @e— Jowtrydr — _y(s)e= S mmdr — ()l mm) dr

Usando esto en la desigualdad anterior obtenemos

IN

y(t) .

= A-) {efs‘“(ﬂdf}
= A=A’ — eJa r() ]

= A=A+ relan(n)dr
—  NeJan(n)dr

td
)\—A/ Iefs p(r)dr g

s=t

S=a

Cuando ademés pu(t) = p > 0 es contante obtenemos por integracion

y(t) < AefamdT = penli=a),

3.1. Descripciéon del Método

El Método que presentaremos a continuacién es la razéon de ser de este trabajo. Hemos demostrado ante-
riormente la utilidad de el Teorema de la Funcién Implicita en la existencia de soluciones para pequenas
perturbaciones de una ecuacién determinada que tiene una solucién conocida. En cuanto a las grandes
perturbaciones, este Teorema no es suficiente, hay que anadir nuevos ingredientes. El Método de Conti-
nuidad es un principio general meramente analitico, que puede ser aplicado para probar la existencia de
soluciones para una gran variedad de ecuaciones no lineales. Su descripcion se realiza como en [3, pag 23].

Sean X y Y espacios de Banach y f: X — Y de clase C'. Encontrar la solucién de la ecuacion:
flx)=0.
Vamos a introducir un pardmetro ¢ € [0,1] y una funcién
F:[0,]]xX —Y
tal que ambas, F' y F, son continuas. Ademaés
F(1,z) = f(x).
Asumimos que existe xg € X que satisface F'(0,20) = 0, queremos extender la solucién z, de la ecuacion

F(0,2) =0
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a una soluciéon de
F(1,z) =0.

Para este proposito, definimos el conjunto
S={tel0,1]: F(t,z) =0 es solucionable}.

Luego lo que necesitamos probar es que S es no vacio, abierto y cerrado, para asi aplicar el teorema (3.18),

por el cual sera S = [0, 1].

Claramente S es no vacio, ya que asumimos que existe g € X que satisface F(0,20) = 0, es decir 0 € S.
Ahora para ver que es abierto tomemos U C [0, 1] x X un conjunto abierto, sabemos por el planteamiento
del método que F' € C(U,Y) y F, € C(U,L(X,Y)). Si podemos probar que para todo ty, € S, existe
2y, € X el cual resuelve F(tg,xs,) = 0, tal que F, !(to,x¢,) € L(Y, X), entonces por el Teorema de la
Funcion Implicita (2.16) existen r,r; > 0 y un Gnico u € C(B,(to), By, (z4,)) tal que B, (to) X By, (zy,) C U,
es decir By (tg) C [0,1]. Ademas también por el TFI u(ty) = ¢, y F(t,u(t)) = 0 para todo ¢ € B, (tp).
Luego hemos probado que para todo tg € S existe r > 0 tal que B,.(ty) C S, por tanto S es abierto.
Veamos ahora que S es cerrado: Usualmente esto depende de las estimaciones previas para el conjunto
solucion {z € X : 3t € S, tal que F(t,x) = 0}. Para la mayoria de problemas de Ecuaciones Diferenciales
Parciales esto requiere conocimientos especiales, caracteristicas especiales de las ecuaciones y técnicas de
anélisis fuertes.

Presentaremos dos maneras diferentes de probar que S es cerrado:

a) Si existe un espacio de Banacha X7, el cual esta inmerso compactamente en X, y una constante ¢ > 0
tal que

leellx, <

para todo t € S, donde x; es una solucion de F(t,z) = 0, entonces S es cerrado.
En efecto, sea t, C S, tal que t,, — t* y t*esta en [0, 1]. Por hipétesis existe una constante ¢ > 0
tal que

[@e, [|x, < c.

donde z;, es solucion de F(¢,z) = 0. Como la inmersion de X; en X es compacta y x¢, es acotada
en X, entonces tiene una subsucesién convergente a un punto z* € X. De la continuidad de F' se
sigue que F'(t*,x*) = 0, esto prueba que t* € S por tanto por la parte (b) del teorema (3.19) se tiene
que S es cerrado.

b) Si para todo ¢ € S, existe una dnica solucién local x; de la ecuacion F(t,-) = 0 y si existe ¢ > 0 tal
que

[l x <e,

donde z} es la derivada de x¢, entonces S es cerrado.
En efecto, sea (t,,) una sucesion en un intervalo abierto contenido en S la cual es creciente y converge
por la izquierda a t*. Como toda sucesion convergente es de Cauchy se tiene que dado € > 0 existe

N € N tal que si n,m > N entonces ||t, — t;| < €. Debido a que la sucesién es creciente para
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n > m > N serd (t, — t,,) < e. Entonces por el Teorema Fundamental del Calculo en espacios de

Banach y como la derivada de x; es acotada

tn tn tn
l/iwﬂs/ filde = N [ de < cltn 1) <
t tom tm

m

u%—%mz\

es decir z;, es una sucesién de Cauchy en X, como X es un espacio de Banach tendremos que z;
es convergente digamos a z* € X. De la misma manera que cuando probamos que S es abierto, si
el Teorema de la Funcion Implicita es aplicable a (t*,2*) tendremos que t* € S y por tanto S es
cerrado.

Como aplicacién de el Método de Continuidad presentamos el siguiente teorema denominado Teorema de
la Funcién Implicita Global, cuya demostraciéon hace un fuerte uso del método a manera estrictamente
analitica. [3, pag 23].

Teorema 3.21. (Teorema de la Funcion Implicita Global) Sean X,Y espacios de Banach y sea [ €
CHX,Y) con f'(z)~' € L(Y, X) para todo x € X. Si existen constantes A, B > 0 tal que

I ()~ < All2l| + B (3-3)

Para toda x € X. Entonces f es difeomorfismo.

Demostracion. 1. Sobreyectividad: Queremos probar que para todo y € Y, existe x € X que satisface

flx)=y.

Para toda xg € X definamos
F:[0,]]x X >Y
como sigue
F(t,x) = f(z) = [(1 — 1) f(z0) + ty].
Sea S ={t€0,1]: F(t,-) = 0 es solucionable}, como

I
o

F(0,2) = f(x) = (1 = 0)f(x0) — Oy
f(@) = f(xo)

Il
o

tenemos que para x = xg, F'(0,2) = 0 tiene solucion, es decir 0 € S. Ademas
7 (ta) = f(2)7!

y f'(x)~" € L(Y, X), entonces F, '(t,z) € L(Y,X). Dado que f € C'(X,Y) tendremos que F €
C1(X,Y). Por la manera en que hemos definido el conjunto S tenemos que para todo tq € S existe
zo € X tal que F(tg,z0) = 0 y ademas F, *(t,z) € L(Y, X). Luego por el Teorema de la Funcién
Implicita existen r,r; > 0 y un tnico u € C(B,(ty), B, (z0)) tal que B,.(t9) X B, (x¢) C U, donde
U C [0,1] x X es abierto. Es decir B,(tp) C [0,1]. Ademés el TFI también implica que u(tyg) = o
y f(t,u(t)) = 0 para todo t € B,(to). Luego hemos probado que para todo ¢y € S existe r > 0 tal
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que B, (tg) C S. Esto es que S es abierto. Para aplicar el Método de Continuidad falta ver que S es

cerrado, en efecto, en un intervalo (a,b) de S existe una rama de soluciones z; que satisfacen
F(t,xy) =0
para todo ¢ € (a,b), luego como
F(t,x) + [(1 =) f(xo) + ty] = f().

entonces,
f(@)ie =y — flxo).
Luego aplicando la hipotesis para A, B > 0

laell < 1" (@) lly = Flxo)| < (Allwell + B)lly — £(@o)ll- (3-4)

a+b .
Sea ¢ = —5 por propiedades de la norma tenemos que

t
‘/ Tds

aplicando la desigualdad triangular

t t
< / 4]l ds < / (Allea]l + B)lly — f(zo)]| ds

t
el = llzelll < llze = |l S/ (Allzs|l + B)lly — f(zo)ll ds

como t > c,

lzell < flzell +/:(Axs|| + B)lly — f (o)l ds
Aplicando la Desigualdad de Gronwall, existe una constante C' > 0 tal que
e < C (3-5)
Sustituyendo (3.5) en (3.4) tenemos
@]l < (AC + B)lly — f (o).
Tomando (AC + B)l|ly — f(xo)|| = Cy obtenemos
[&e]] < C1

para todo t € (a,b). Asi hemos demostrado que S es cerrado, luego aplicando el Método de Conti-

nuidad sera S = [0,1] con lo que F(1,z) = 0 tiene solucién y tendremos que
f@) = (A =1Df(xo) —y=0— f(x) =y (3-6)

tiene solucién para todo y € Y esto es f es sobreyectiva.
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2) Inyectividad: Realizaremos la demostracion por contradiccion. Supongamos que f no es inyectiva,

luego existe y € Y y zg,x1 € X tales que f(x;) =y, parai=0,1. Sea
v:[0,1] = X
el segmento que conecta esos dos puntos definida como
v(s) = (1 — s)xg + sx1

con s € [0,1]. De esta manera f o+ es un lazo que pasa por y.

Si pudiéramos encontrar
z:[0,1] - X

que satisfaga z(i) = z; parai = 0,1; y (f ox)(s) = f(z(s)) = y, para todo s € [0,1]. Esto seria
contradictorio con el hecho de que f es un homeomorfismo local.

Definamos I = [0, 1],
Co(I,X)={ue C(I,X):u(0) =u(l) =0}

T:1xCyo(I,X)— Co(1,Y)
T(t,u(s)) = f(y(s) +uls)) —ty — (L =1)f(y(s)).
Lo que queremos es resolver
T(t,u) =0.

Podemos ver que
T(0,0) = f(v(s) +0) =0y = (1 = 0)f((s)) = f(~(s)) = f(7(s)) =0

y si tenemos u € Cy(I, X) tal que T'(1,u(-)) = 0, entonces

fOr(s) +uls)) = v.
Luego z(s) = u(s) + v(s) es quien necesitamos para obtener f(z(s)) =y, para todo s € [0, 1].
Debido a la linealidad de la derivada
T(tu) = /() + u() € L(Co(T, X), Co(I, ) (37)

Ahora como f/(z)~! es lineal continua entonces es acotada, luego T, (t,u)~!

ademas T € C! ya que f € C'. Sea

es lineal y acotada,

S={te0,1]:T(t,u) =0 es solucionable}.
Por el Teorema de la Funcién Implicita existen 7,7y > 0 y un tnico u € C(B,(t), Br, (ug)) tal
1

s
que B, (t9) X By, (ug) C U, con U abierto contenido en [0,1] x X, es decir B,(t9) C [0,1]. Ademas
)

el Teorema de la Funcion Implicita también implica que v(tg) = uo y T'(¢t,v(t)) = 0 para todo
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for

Figura 3.1: Implicita Global [3, pag 26].

t € B,(to). Por tanto S es abierto.

Sea u;(s) una solucién en t € S. Entonces

F(v(8) +ue(s)) - tu(s) —y + f(v(s)) = 0,

donde 7; denota la derivada con respecto a t. Luego

r(s) = (f (7(s) +we(s) "y — f(v(s)))

Aplicando la hipotesis obtenemos que

lae(s)lx = I(F (v(s) +ue(s)) "y = F ()l
< NG Os) 4+ ue()) T Hlx llw = F(v(s))lly
< (Alv(s) +ue(s)llx + B)lI(y — f(v(s))lly
< (A(s)l + Allue()Il + By = F(v(s)lly-
Dado que
V() =11 = s)xo + sz || < [[(1 = s)zoll + [|szall < llzoll + [l ]

con s € [0,1] y tomando By = A||v(s)|| + B, tenemos que B; >0y

l[as(s)llx < (Allue(s)llx + Bu)ll(y = f(v(s))lly

donde B; depende solo de B y xg, 1. Tomando el sup obtenemos

sup || (s)[| < sup((Aflur(s)]| + Bu)lly — F(v(s))]]-
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Por tanto

”ut”Co(Lx) < (AHut”Co(I,x) +Bi)lly—fo '7“00(1,3/)‘

a+b
Tomando nuevamente ¢ = — tenemos que

t
/ Ug ds

asi que por desigualdad triangular

t t
s/ ||us||dss/ (Allus]l + B)ly — £ o] ds

t
well = lluell] < Jlue — uell < / (Allus| + B)lly — f o7l ds
como t > c,
t
fuel < luell+ [ (Allll + BYly - £ ol ds
Aplicando la Desigualdad de Gronwall, existe una constante C' > 0 tal que
[u < C (3.8)

luego

i ]| < (AC + Bi)lly — f ol
tomando (AC + B1)||y — f o v|| = C1 obtenemos

4] < C1

para todo t € (a,b). Asi hemos demostrado que S es cerrado, luego aplicando el Método de Conti-

nuidad sera S = [0, 1] con lo que T'(1,u) = 0 tiene soluciéon y tendremos que

F(y(s) +uls) =y

asi para s = 0,1, erd y(s) = xo,x; respectivamente, ademas por definicién sabemos que u(0) =
u(1) = 0 por tanto
flxo) =y, flz1)=y

lo que es una contradiccién entonces f debe ser inyectiva.

Los siguientes son ejemplos de Ecuaciones no lineales que se resuelven por el Método de Continuidad. Los
detalles de la solucién permiten darle continuidad a el trabajo de grado en la maestria, ya que requieren

elementos muy avanzados de andlisis. Se dejaran enunciados como lemas.

Lema 3.1. Supongamos f € C*(Q x R! x R",R!), donde Q C R™ es un dominio acotado de contorno
suave. Asumamos que existen constantes C > 0, que satisfacen
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1) Eziste una funcidn creciente c : Ri_ — ]Ri_ tal que
(2., )| < e(ln)(1 + [¢])
para todo (x,1m,€) € Q x R x R™.

2)
%(x,n,f) <0.

3) Asumamos que existe M > 0 tal que

<0, sin>M
flx,m,§) = ,
>0, sin<—M.

Asumamos ¢ € C*7, para algin v € (0,1). Entonces la ecuacion

—Au = f(xau(‘r)7vu(z))v x €
uloQd = ¢

posee una tnica solucion en C*7.

Lema 3.2. Bajo el supuesto (3), si u € C*(Q) es una solucion de (3.9), entonces

g |
lullo < mix {mx ool M

o7

(3.9)



cAPITULO 4

Conclusiones

El primero y el paso mas facil en el estudio de un problema no lineal es linealizarlo. Es decir, aproximar
el problema no lineal inicial por uno lineal. Ecuaciones diferenciales no lineales y ecuaciones integrales
no lineales puede ser vistas como ecuaciones no lineales en determinados espacios de funciones. Al tratar
con sus linealizaciones, regresamos a célculo diferencial en espacios de dimensién infinita. El Teorema de
la Funcién Implicita para espacios de dimensién finita ha demostrado ser muy util en todas las teorias
diferenciales: Ecuaciones Diferenciales Ordinarias, Geometria Diferencial, Topologia Diferencial, Grupos
de Lie, etc. La version del Teorema de la Funcién Implicita en dimensiéon infinita es atn mas util, un
ejemplo claro de esto, es su importancia en la construccion del Método de Continuidad, principio general
meramente analitico, que puede ser aplicado para probar la existencia de soluciones para una gran variedad
de ecuaciones no lineales. Existen otras aplicaciones del TFI no mencionadas en el trabajo como los son: las
Ecuaciones en Derivadas Parciales y otros campos; En particular, en la existencia local, de la estabilidad,
en la bifurcacién y en el Problema de la Perturbacion. Aplicaciones que pueden desarrollarse mas adelante

en estudios de maestria.

El Teorema de la Funcion Implicita Global es un claro ejemplo de la aplicabilidad del método de continui-
dad para garantizar la soluciéon de f(z) =y y T'(1,u) = 0y asi demostrar la inyectividad y sobreyectividad.
Este Método nos brinda herramientas generales que podemos aplicar a la hora de demostrar la existencia de
soluciones. Por este motivo, en muchas ocasiones durante la descripcién del método se menciona que en los
casos en que sea posible demostrar determinadas condiciones se puede aplicar alguno de los Teoremas que

se trataron durante el trabajo, como es el caso de el Teorema de la Funcién Implicita en espacios de Banach.
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Los preliminares teéricos presentados en el inicio del trabajo como Derivabilidad y Principio de Contrac-
ciones fueron fundamentales para comprender el Teorema de la Funcién Implicita e Inversa y por ende
para la construccién del Método de Continuidad. En estos preliminares se expusieron Teoremas de gran

importancia cuya demostraciéon también aparece en el trabajo.
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