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Introduccién

El grado topologico es una fuerte herramienta matematica para solucionar una variedad
de problemas. Por ejemplo, es muy ttil para solucionar ecuaciones. Es decir, nos permite
determinar en ocaciones la existencia de soluciones. En este trabajo se estudiara el grado
topologico en el plano, que es equivalente a estudiar el nimero de giros de una curva con-
tinua cerrada en C. Usando el nimero de Giros se demostrara el Teorema Fundamental
Del Algebra y el Teorema Del Punto Fijo de Brower.

Se abordara el nimero de giros asumiendo, en primer lugar, que la curva cerrada de-
be ser diferenciable. En muchas ocasiones se da el caso que la curva no es diferenciable,
entonces es necesario introducir el Teorema De Stone-Weierstrass para poder aproximar
la curva a través de polinomios trigonométricos. Asi los polinomios son diferenciables y
se puede aplicar la teoria previa.
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CAPITULO 1

Preliminares

En este capitulo se estudiaran algunos conceptos sobre andlisis y topologia, que seran
utiles para el desarrollo del trabajo.

1.1. Preliminares Topologicos y Analiticos

El siguiente teorema caracteriza la continuidad en espacios métricos. se usa para demos-
trar el importante hecho que la compacidad es un invariante topologico.

Teorema 1.1. [2, pag 30| Una funcion f : X — Y de un espacio métrico (X, d;) a un
espacio métrico (Y, dy) es continua en zo € X siy solo si para todo x,, € X tal que
x, — xo entonces f(x,) — f(zo)

Por su parte, el siguiente teorema es importante para alcanzar los objetivos propuestos.
8, pag 226]

Teorema 1.2. (Teorema de el Valor Medio) si f es una funciéon continua en todo
un intervalo cerrado [a,b] que tiene derivada en cada punto del intervalo abierto (a,b),
existe por lo menos un punto c interior a (a,b) donde se cumple

f(b) = fla) = f'(c)(b - a)

Teorema 1.3. Sea f una funciéon continua en un intervalo cerrado [a,b] y que admite
derivada en cada punto de un intervalo abierto (a, b). Tenemos entonces si f'(x) = 0 para
todo = del intervalo (a,b), f es constante en [a,b] [8, Pag 228]

Demostracion. Supongamos que = < y y apliquemos el teorema del valor medio en el
intervalo cerrado [z, y], obtenemos

fy) = f(@) = fc)ly—x) con w<c<y

3



4 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Se toma x = a, f'(c¢) = 0 luego f(y) = f(a) para todo y en el intervalo [a, b], por lo tanto
f es constante en [a, b] O

Las siguientes definiciones fueron tomadas de [2, Pag 77].

Definicién 1.1. (Compacidad). Un espacio métrico X se dice que es compacto si toda
sucesion en X admite una subsucesion convergente.

Definicién 1.2. (Conjunto Acotado.) Un conjunto S C X se dice acotado en un
espacio métrico (X,d) si existe un M > 0 tal que para todo z,y € S se tiene que
dX (.T, y) <M

El siguiente teorema muestra que la compacidad es un invariante topolégico

Teorema 1.4. Sean X y Y espacios métricosy f : X — Y una funcién continua entonces
la imagen de un subconjunto compacto S de X bajo f es compacto. |2, Pag 81]

Demostracion. Como f(S) ={y € Y :existe x €S con f(z) =y}, por definicion
de compacidad es suficiente demostrar que toda sucesion (y,) en la imagen f(S) C YV
tiene una subsucesion en f(S). Sea y, € f(S), puesto que y, = f(z,) para algin z,, en
S. Como S es compacto entonces (x,,) contiene una subsucesion (x,, ) convergente en S.
Ademas f es continua entonces por Teorema 1.1 la imagen de (z,,) es una subsucesion
de (y,) que converge en f(S). O

La adherencia también se puede caracterizar por sucesiones. |2, Pag 30]

Proposicioén 1.1. Sea S un subconjunto de un espacio métrico (X, dx) y S su clausura,
si existe una sucesion (x,) € S tal que z,, — x entonces x € S

La siguiente es una consecuencia de la defincion 1.1.

Teorema 1.5. Un subconjunto compacto S de un espacio métrico es cerrado y acotado.
[2, Pag 77]

Demostracion. Para todo z en S existe una sucesion (z,,) en S tal que z, — x. S es
un conjunto compacto entonces x € S, luego S es cerrado por proposicion 1.1. Ahora
se demostara que S esta acotado. Si S no estuviera acotado, entonces S contiene una
sucesion (y,) tal que d(yn,b) > n con b cualquier elemento fijo de S, esta sucesion no
puede tener una subsucesion convergente. El conjunto S es compacto por lo tanto (y,)
debe tener una subsucesion convergente. Esto contradice que S no sea acotado. ]

Las funciones continuas de un compacto a valor real tiene la siguiente propiedad.

Teorema 1.6. si f es una funcioén continua de un subconjunto compacto S en R entonces
toma un un minimo y un maximo en algin punto de S. |2, Pag 81|

Demostracion. Por teomera 1.4 f(S) es compacto con A C R, luego es cerrado y acotado
por teorema 1.5. Como el conjunto f(.5) es cerrado y acotado se tiene que existen x, y
tales que, z = min(f(95)) € f(9) y y = max(f(95)) € f(S) y la imagen inversa de estos
dos puntos de S son puntos de S, con f(x) es minimo o maximo. n
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Como consecuencia, tenemos.

Teorema 1.7. La distancia de un cerrado a un compacto en un espacio métrico adquiere
un minimo y un méaximo. [6,pag 223|.

De [5, Pag 148] Tomamos la siguiente definicion.

Definicién 1.3. (Conexidad.) Sea X,dx un espacio métrico, una separacion de X es
un par de abiertos no vacios Ay B tales que AUB =Xy AN B = () se dice que X es
conexo si no existe ninguna separacion de X.

Asi como en la compacidad, tenemos.
Teorema 1.8. La conexidad es un invariante topologico. [5, Pag 150]

Demostracion. Sea X un espacio conexoy f : X +— Y una funcién continua, supongamos
que Y admite la separacion {C, D} con C, D subconjuntos abiertos de Y, por la conti-
nuidad de f tenemos que f~1(C) y f~!(D) son subconjuntos abiertos de X como C'y D
son diferenctes de vacio y f es sobreyectiva entonces f~1(C) # 0 f~1(D) # 0 ademaés:

fHE VD) =f(CuD)
=f(Y)
X

Y(CnD)
'(0)

(e nfH(D)

f
f
0

)

luego {f~1(C), f~*(D)} es una separacion de X de modo que si Y no es conexo entonces
para f continua f~'(Y) C X es no conexo. O

La siguiente definicion de conexidad se da para un subespacio de un espacio métrico. [6,
Pag 42]

Definicién 1.4. Sea (X, dx) un espacio métrico, Ay B dos subconjuntos de X, se dice
que son separados siy solosi ANB=0y AnB = 0.

El teorema que vemos en seguida es importante porque permite introducir la definicion
de conexidad para un subespacio de un espacio métrico.

Teorema 1.9. Sea (X, dx) un espacio métrico, C C X es un subespacio métrico conexo
si y solo si no existen dos conjuntos separados A y B. (es decir ANB = AND =
0 tales que C = AU B. [6, Pag 42]

Definicién 1.5. Un intervalo en R se define como un subconjunto S de R que cumple
lo siguiente: para z € R,siz € S,y € Sy x < 2z <y entonces z € S.
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Teorema 1.10. Todo Subconjunto de R es conexo si y solo si es un intervalo

Demostracion. La demostracion sigue las ideas de [6, PAg 42|. La necesidad se demostrara
por contrareciproco, sea S C R, siexiste un x € S, y € Sy algin z € (z,y) tal que z ¢ S
entonces S = A, U B, con,

A, =5N(-00,2), B,=5N(z00)

Como, z € S entonces A, # 0 y y € S tenemos que B, # (), también observamos
B, = [z,00)

A.NB,=5N(-00,2)N[z,00) =0
Y A, = (o0, 2] de modo que

A.NB,=(—00,2]NSN(z,00) =1

De aqui S es conexo.

Para Demostrar la suficiencia, supongase que S no es conexo. Entonces hay una se-
paracion, es decir para un par de abiertos no vacios Ay B, AUB =Sy AN B = (. sea
x € A, y € B sin perdida de generalidad suponemos que x < y, definimos:

z=sup(AN [z,y])

Por la Proposiciéon 1.1, z € A luego, z ¢ B. En particular, z < z < y asf tenemos:
Si z ¢ A se deduce que v < z < y con z ¢ S por otro lado si z € A entonces z ¢ B,
en consecuencia existe z; tal que z < z; < y y también z; ¢ B por tanto © < z; <y y
21 ¢ S

O

Teorema 1.11. Sea f : X — 7Z con X un espacio métrico conexo y f diferenciable
entonces f es una funcién constante

Demostracion. Por Teorema 1.8 la conexidad de f es un invariante topologico entonces
f(X) es conexo para todo x € X. Como todo subconjunto de R conexo es un intervalo
por Teorema 1.10. Por hipdtesis f(X) C Z la tinica forma de que un intervalo sea entero
serfa que f sea constante. Demostrando lo que se deseaba. O

Teorema 1.12. Teorema De Bolzano Sea f : [a,b] — R una funcion continua de un
intervalo cerrado [a, b] sobre R y yo un real entre f(a) y f(b) entonces existe un ¢ € [a, 0]

al que f(c) = yo

Demostracion. El intervalo [a, b] es conexo, como f es continua entonces f([a,b]) es un
subconjunto conexo de R por Teorema 1.8. En virtud del Teorema 1.10, todo subconjunto
conexo de R es un intervalo por lo tanto cualquier yo entre f(a) v f(b) esta en f([a,]),
entonces yo = f(c) para algun c entre a y b. O
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Teorema 1.13. (Teorema Fundamental Del Calculo). |8, pag 248| Sea f una funciéon
integrable en [a,z] para cada x en [a,b]. Sea ¢ tal que a < ¢ < by definase una nueva
funcién A del siguinte modo:

A(x):/zf(t)dt sioa<z<b

Existe entonces la derivada A’(z) en cada punto = del intervalo abierto (a,b) en el que f
es continua, y para tal x tenemos

Teorema 1.14. (Teorema Fundamental Del Céalculo Para Curvas En C). |3, pag
96] Si f es una funciéon continua sobre un conjunto abierto U, y tiene una primitiva g,
esto es; g es derivable y ¢’ = f. Sea a, b dos puntos de U, y sea 7 una curva continuamente
diferenciable definida en [a,b] — C en U entonces

lfzﬂ@—ﬂ@

El siguiente teorema es una consecuencia de la definicién de continuidad.

Teorema 1.15. Si f > 0 es una funcion continua en un intervalo [a,b] y

[

entonces f es identicamente cero en el intervalo [a, b].

Demostracion. Supongamos que f(t) # 0 para todo ¢t € [a,b]. Como f es continua en
to € [a,b] con f(ty) # 0, para € > 0 existe un d(€) > 0 de tal forma que 0 < [t —ty| < 9
entonces

f(t) = flto) <e
Esto es para todo t € (to — d,to + 9) con f(t) > 0 tomando € = @ se tiene que

5 (00) < £(2) < 3 (1)

En particular si analizamos 3 f(ty) < f(t) tenemos que

flto) [°
0< 5 /adtgo

(b;a)ﬂm)zo

f(to) =0

Contradiciendo que f(tg) # 0, luego f es identicamente cero en [a, b] O

En efecto
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Definicién 1.6. Una propiedad P(n) se cumple para casi todo n si y solo si existe un
N € NN tal que para todo n > N entonces P(n) es verdadera.

Proposicién 1.2. Si a, es una sucesion de R tal que a,, > 0 para todon y lim a, = «
n—oo

entonces o > 0

Demostracion. Como a,, — « para casi todo n, existe un N, tal que para todo n > N,
entonces
la, —a| <€

como a, > 0 para todo n, para un « fijo en particular tenemos

a, —a < €
a, < €+ Q.

[]

Teorema 1.16. Sean a, y b, sucesiones en C tales que o = lim a, y § = lim b,.
n—oo n—oo

Suponga que |a| < || entonces |a,| < |b,| para casi todo n.
Demostracion. Supongamos que |a| < |5] y para todo N € N existe n > Ny
|an| > [byl

Es decir, la anterior propiedad se cumple para infinitos n, luego existen subsucesiones a,,,
y by, , tales que
|| = |by, ]

para todo k, usando el criterio de comparaciéon para sucesiones

lim |a,,| > lim |b,,|,
k—o0 k—o0

como las sucesiones a,, — a y b, — (3 entonces toda subsucesion a,, o y b,, convergen
a oy [ respectivamente, por tanto |a| > |3] contradiciendo que |a| < |5| de modo que
la,| < |b,| para casi todo n

[

1.2. Algunos Ejemplos

En estos ejemplos se analizard si existe un x € Q tal que f(x) = y, con f una funciéon
continua de f : Q C R? — R2, y un elemento fijo de R?. Teniendo siempre presente que
la existencia de x depende solamente de Q y f.

Ejemplo 1.1. Sea f : R — R definido por f(z) = 2® — 1. Para encontrar una solucion
hacemos uso de las propiedades algebraicas de R

y=a>-1
P =y+1

=yl
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luego para un y fijo, nuestra solucion esta dada por z = /y + 1.

Si cambiamos el dominio de nuestra f por

f:(3,00) —» R
r—=ad—1

Y tomamos y = 0 decimos que no existe un x € (3,00) tal que 2> — 1 = 0. Lo anterior
muestra que la existencia del  depende de €.

Ejemplo 1.2. Se define f: R\{0} — R como

f(x) =sen 1

xz

Para encontrar una solucion x € R tal que y = f(x)

1
y = sen —
x
1
— =arcseny
x
1
r=——"
arcseny
donde y es un elemento del intervalo [—1,1].
Ejemplo 1.3. Sea
f:R?— R?

x 2r + vy
%
Y 4o + 3y
Se encotrard un m € R? de tal forma que f(m) = n para un n € R? fijo, si m = (z,y) se
escribe como un sistema de ecuaciones lineales.

Si la matriz A = (3 1) tiene inversa. Cuando det(A) = 0 entonces el anterior sistema de
ecuaciones tiene soluciéon, por Teorema 2.20 de [8, p 81-82.

Como el determinante de la matriz A es diferente de cero entonces su inversa esta dada

por
A= <?2 B )

Al multiplicar A~! a ambos lados de la igualdad

N
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ATTA(G) = A7 ()

Luego una solucion del sistema de ecuaciones esta dado por

(2) = (2m-zm

Y —2n1+n2

Es decir se encontré una solucion m = (x,y) € R? en funcion de n = (ny,ng) € R? fijo,
3 1
Sni—gno

tal que f(m) = n es decir, como (2_2n1in2) se tiene que

f<gm—%m)=f<ﬁé>

—2n1+ng

Ejemplo 1.4. Sea

f:R? = R®
(2,y) = (vy,2%)

Se debe encontrar una solucion m = (z,y) € R?, de tal forma que f(m) = n para un
n € R? fijo

flx,y) = (zy,2?)

(zy, 5152) = (n1,n2)

m=xy y ng=a"

2

De ny = x° se obtiene x = +,/ny sustituyendo x de la tltima igualdad en ny = xy se

n
:l:w /1o '

tiene n; = +,/ns - y, una soluciéon podria quedar expresada como y =

Luego f(m) =n donde m = (z,y) = (i V2, —i%)

Ejemplo 1.5. Si n es impar entonces 2" + a,_ 2" ! + ... + ay posee una solucion real.
Se define P(x) = 2" + a,_ 12" ' + ... + ao.

Si Popyi(z) = 22"y Pop(x) = an12™ ' + ... + ag luego ponyii(z) = 22 + po,(2).
Puesto que

DPon(z)
|z|—o0 x2ntl

=0.

Entonces para € > 0, existe un M, tal que si |z| > M

P2n<l’>

xr2n+l

Si € = 1 existe un M; tal que si x > M entonces

2" — Py () > 0,
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también existe un x < —M; tal que Py, (z) > —2*" ™! esto es

El polinomio P(z) es continuo en (—oo,00) en particular en [—M;, M;], ademas se de-
mostro que existe un m € (—oo,—M;) y n € (M,00) tal que P(m) < 0y P(n) >0
entonces por Teorema de Bolzano existe un ¢ € (—Mj, M;) tal que f(c) =0

Ejemplo 1.6. Sea f una funcion de R en R definida por f(z) = senz + log .

| | senbgoaty

Se demostrara que existe un z € R de modo que f(z) = 0. la idea es encontrar z; y xo
tales que f(x1) <0y f(z2) >0con 0 <z < 9.
Como

lim senz + logx = —o0
z—40

para M = 1 existe un d; > 0 tal que si 0 < x < §; entonces

senx +logr < —1 < 0.

_ 0

= %, entonces f(z1) < 0.

en particular para x;
También se tiene que

lim senx + logz = 400
T—r 00

si M =1 existe un N; > 0 tal que si z > Ny,

senx +logz > 1> 0.

Escogiendo a x5 = max{Ny, z;} por lo tanto f(xs) > 0.

Como f es continua en (0,00) en particular en [z1, 23], f(x1) < 0y f(z2) > 0, por el
teorema de Bolzano existe un ¢ € (z1,x2) tal que f(c) = 0 que es lo que queriamos
demostrar.
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En los anteriores ejemplos se puede ver que solo interesa encontrar alguna manera de
argumentar la existencia de la solucién, sin necesidad de saber cudl es especificamente.
En el campo de las aplicaciones es muy importante, pues se podria perder mucho esfuerzo
y recursos si se busca algo que no existe. Otras ramas de la matemética como analisis
numérico se encargan de encontrar estas soluciones, luego de estar concretamente deter-
minada la existencia.

Es importante también tener en cuenta que esta rama de las mateméticas no se encarga
de determinar cuantas soluciones existen y mucho menos dar caracterizaciones sobre la
topologia de las soluciones.

Finalmente se debe aclarar que no obtenemos "dependencia continua"de las soluciones
con respecto a y. En el campo de los complejos existe un importante teorema que caraz-
teriza los ceros de las funciones holomorfas.

Teorema 1.17 (7, Pag 208). Sea {2 una region y f una funcion holomorfa, sea
Z(f)={a€Q: f(a) =0},

entonces Se tienen dos casos. Z(f) = 2 luego f es identicamente cero, o Z(f) no tiene
puntos limetes en €.

Si el dltimo caso se cumple entonces se dice que existe una correspondencia de cada
a € Z(f) un unico entero positivo m tal que

f(z) =(z—a)"g(2) (2€9)

donde g es holomorfa y g(a) # 0 y ademas es Z(f) contable.



CAPITULO 2

Namero De Giros

En este capitulo se estudiara el nimero de giros, su definiciéon y propiedades. En seguida
se trabajara el teorema de Stone-Weierstrass, para poder abordar el nimero de giros sin
necesidad de tener diferenciabilidad.

Definicion 2.1. (Curva.) Una funcién continua 7 de un intervalo [a,b] en C se llama
curva en C. Si 7 es uno a uno se llama arco. Si y(a) = v(b) entonces se dice que es una
curva cerrada. |1, Pag 136]

Definicién 2.2. (Numero de Giros.) |1, Pig 201| Sea v una curva cerrada continua-
mente diferenciable en el plano complejo, con un intervalo de parametros [0, 27] se define
el nimero de giros con centro en el origen como

b ot
Ind(v,a) = QLm/a 1((;; dt.

Lema 2.1 (10, Pag 21 ). e* =1, si y solo si z es un miltiplo entero de 27i.

Demostracion. Supongamos que ¢ = 1 se demostrara que z es un miltiplo entero de 27i.
Como

e’ cosy +ieseny =1
Por lo tanto e” cosy = 1, como e # 0 debe ser seny = 0, y = km con k € Z. Asi pues
cos(km) = (—1)* pero
e’ cos(km) =1

Entonces para que cos(km) =1 k = 2n, con n = 1,2,3,... como e* > 0 de modo que
e” cos(2nm) = 1 con z = 0 esto es z es un miltiplo entero de 27i.

13
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Reciprocamente, para z = 2mm

e’ (cosy +iseny)
(cos(2mn) + isen(2mn))
= (cos(2mn) +isen(2mn)) n=1,2,...

1

e
eO
(

T

O
Teorema 2.1. (6, Pag 201). El namero de giros Ind(7, a) es siempre un niimero entero.

Demostracion. En virtud del Teorema Fundamental del Calculo para curvas, existe una

¢ sobre [0, 2] dada por
t o/
7'(s)
p(t) = / ds
) b (s)

%. Se define 1 sobre [0, 27] por

Tal que ¢'(t)

U(t) = y(t)e .
¥(t) es diferenciable luego

por lo tanto,

Es constante por Teorema 1.3.
Por definicion de ¢ tenemos que ¢(a) = 0 luego ¥(a) = y(a)e ™ = v(a) = ~(b).

La ultima iguadad se da porque 7 es cerrada puesto que v es constante, 1(a) = ¥(b)
entonces

v(a) = (y(b))e
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Ahora se demestra que p(b) = 27 - Ind(~, a) dado que,

, omi [P (¢
27i - Ind(y) = %/ 7((t)) dt

= ¢(b) — ¢(a)
— o(b) — 0
= p(b)
luego e?™md(a) — ¢¢(®) — 1 por tanto Ind(7) debe ser entero por Lema 2.1. O

Teorema 2.2 (6, Pag 201). Sea v una curva cerrada continuamente diferenciable en el
plano complejo, con un intervalo de parametros [a, b] y admitase que v(t) # 0 para cada
t € [a, b] suponga que el rango de 7 no intersecta al eje real negativo entonces Ind(y) = 0.

Demostracion. Sea la funcion

o) = o [ 110

2mi J, () + ¢

€-2m - mln{ +""2}

Se demostrard que f es continua, para ello dado ¢ > 0, sea § = ] (bQ_V:)‘”“’
para |h| < J se tiene *

| o " A

’f(C‘i‘ h) — f(C)| = %/av mdt —/a Wdt’
L L A0 (e =y () = (e = <t>hdt'
21 Jq (v(t) + ¢+ h)(v(t) +¢)
_| L/ 7 (t)h
"I, e s MO S =y
t)] - 1Al
/!7 +c+m|()+dﬁ

<€

Por lo tanto f es continua por teorema 2.1, el rango de f son los enteros, entonces f es
constante por teorema 1.11.

Bastaria demostrar que

IR LR(’
i L [ )
c—o0 271 J, Y(t) + ¢

:07
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Dado € > 0, se toma M = max{2||7|]w, M}, si ¢ > M entonces

€T

L[y
2m’/a 7(t)+cdt'
1 @)
27 o [v(t) + ¢
17| (b — a)
2[|7loo

f(c) =0 =

< €.
[

Teorema 2.3 (6, Pag 201). Sea v, y 72 curvas cerradas continuamente diferenciables
en el plano complejo con un intervalo de parametros [0,27], 71 # 0 y 72 # 0 para todo
tel0,2n]y

1 (t) = @] < In@)]  (0<t<2m)
entonces Ind(v;) = Ind(y2).

Demostracion. Por hipotesis |y, (t)—72(t)| < |7 (t)| para todo ¢ en [0, 27], luego % <
Iy (8]

Ol = 1 por lo tanto

() =)
71(2)]

71(t) —2(t) ‘
Y1(t)
n(t) 7_@)‘
() m@)

La tultima desigualdad se da al tomar ~(t) = 1?8 Como ||1] = |[v@®)]| < 1 —~()] < 1
entonces

1=y <1
—@®)] <0.

Esto es, |y(t) > 0|, es decir la curva no toca el eje real negativo, por Teorema 2.2 tenemos
que Ind(v(t)) = 0. Puesto que

Ind(~(£)) = QLM /0 ' 77((;) dt

L ) =) )
5 ), ) 250"
L) 1 T
2 0 Y2 at i /o 7 at
= Ind(71(¢)) — Ind(72(?))
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entonces Ind(v;) = Ind(y2). O

Definiciéon 2.3. Se dice que T es el circulo unidad en el plano complejo es decir, el
conjunto de todos los nimeros complejos de norma uno. |7, Pag 88|

Definicién 2.4. (Funcién Periddica.) |7, Pag 88|. Si F' es cualquier funcion sobre Ty
si f, con f: T+ R definida por f(t) = e’ luego se dice que f es una funcion periodica,
de periodo 2.

Definicion 2.5. (Polinomio trigonométrico.) [2, Pag 88| Un polinomio trigonomé-
trico es una suma finita de la forma

N
P,(t) =aog+ Z(an cosnt + b, sennt) t e R.

n=1

También se puede escribir como

La siguientes proposiciones nos permitiran empezar a construir la demostracion del teo-
rema de Stone-Weierstrass. Se inicia con la siguiente caracterizacién para un conjunto
especifico de polinomios trigonométricos.

Proposicion 2.1. Sean )1, Q)2, ()3, . .. polinomios trigonométricos reales sobre T, se de-
fine

Me(0) = sup{Qx(t) : 6 < [t| < 7}
Para todo 6 > 0, y
lim 7;,(5) =0

k—o0

Entonces Q(t) — 0 uniformemente sobre A = [—7, —0] U [d, 7]. |2, Pag 89
Demostracion. Dado 0 > 0 fijo arbitrario, para € > 0 existe un N, € IN tal que para todo
k > N,
76 (0)] = [sup{Qr(t) : 0 > [t| > m}]
<€

Si m = sup{Qx(t)} entonces Qx(t) < m para todo t € A, en particular |Qx(t)| < € para
teA

k > N. de modo que Q(t) — 0 uniformemente.

La siguiente Proposicion se deduce del hecho de la continuidad de f.
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Proposicién 2.2. Si f es continua en T entonces

T+t ™
dr = d
e [ jw

Demostracion. Se define

T+t
F(t) = f(s)ds
—m+t
Usando propiedades de la integral
w4+t
F(t) = f(s)ds
—m+t
w+t 0
= (s)ds —i—/ f(s)ds
—m+t

_ /O ™ He)ds - /0 T H)ds.

Aplicando el Teorema Fundamental del Calculo, se concluye

F'=f(r+t)— f(—m+1)
= 0.

Por teorema 1.3 F'(t) es constante para todo ¢t € T' luego

T+t T
dr = dx.
[ty / )z
]

Se estudiard la siguiente sucesiéon de polinomios trigonométricos, fundamental para la
demostracion del teorema de Stone-Weierstrass.

Proposicion 2.3 (7, Pag 90). Si Qx(t) es una sucesion de polinomios trigonométricos
definida por

cost + 1)k

Qu(t) = Ck( 5

Entonces se tiene que

1. Qk(t) es una funciéon no negativa.

T (cost+1
—— | > 0.
[ (57)

3. Qk(t) es decreciente en el intervalo [0, 7].

2. Para todo t € [—m, 7]
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Demostracion. Para mostrar (1), como cos(t) esta acotado por —1 < cost < 1, al sumarle
uno siempre sera no negativo, al elevarlo a un numero £ sigue siendo no negativo.

la prueba de (2) es como sigue, se analiza por casos, sit € (—m, ) entonces —1 < cost < 1
luego cost + 1 > 0. Aplicando el Teorema 1.15 se tiene que

T (cost+1
—— ] >0
[(=5) =

ahora si t = —m o t = 7 se tiene por la continuidad de @), y por el Teorema 1.15 que
7, (=52 > 0

Para demostrar (3), Qx(t) es decreciente en [0, 7] siy solo si Qx(t+h) < Qx(t) y h > 0 con
tyt+hen[0,27], es decir Q) (t) < 0 para todo ¢ € [0,27]. Como Q(t) es diferenciable
entonces

Por (1) k:ck(%)k es no negativa y — sin(¢) < 0 para todo t € [0, 7], asi pues

2
Q4(t) <0

demostrando lo que se deseaba en (3).
[l

Queda solo demostrar los siguientes lemas, y el teorema de Stone-Weierstrass queda
demostrado.

Lema 2.2 (7, Pag 90). Si Qk(t) es una familia de polinomios trigonométricos sobre T
que satisfacen las siguientes propiedades

a. Q(t) > 0 paratodot e R
b. o= [T Qu(t)dt =1
c. para todo 6 > 0 Qx(t) — 0 uniformemente sobre A = [—7, —6] U [4, 7]

También sea . i
Py(t) = 2—/ ft—s)Qr(s)ds k=1,2,3,... (2.1)
7T —T

Entonces

lim ||f — Pylleo = 0.
k—o00
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Demostracion. Como
1 s
= %/ﬁf(t—s)Qk(s)ds k=1,2,3,...

haciendo un cambio de variable s’ =t — s, ds’' = —ds

1

—m+t
— / —f(8Qr(t — §')ds
T+t

Pilt) = 2w

usando propiedades de la integral — [, f = f;f y por Proposiciéon 2.2

-7+t
Pi(t) = %/ —f(s"Qr(t — s')ds

+t
1 T+t
= — f(8)Qr(t—s)ds k=1,2,3,...
I NLCCEE

Como Q(t) es un polinomio trigonométrico, se denota

Qu(t) = a_N’ke—(iNt) i a_(N_l),ke—(i(N—l)t) T a(N_l)vke(i(N—l)t) X aMke(iNt)

por tanto Qx(t) queda expresado como

Ny,
_ int
= E Ap k€
n=—Nj

Sustituyendo la ultima ecuacion de Qg(t) en Py(t). Entonces Py (t) es un polinomio tri-
gonométrico puesto que,

1" Al
= %/_F f(s) _Z an,ke"”(t"s)ds
_ a”k Z / f m (t—s)
CLnk: Z / F(s)emte=m s
Z Je s,

bn:/ f(s)e ™ ds,

Se toma



21

luego Py (t) queda expresado como

N

an,kbn
Felt) = Z 2r

n:—Nk

de modo que Pg(t) es un polinomio trigonométrico. Sea la diferencia

RO~ 1) = 5= [ ((0=9)— FO)Qu(s)ds

Ll
entonces
Pe) — FO = |5 [ (= 5) — F(0)@u(s)ds
<o [ 166 =5) - ro)l@usis
é
=5 [ 1t =s) = )@l + - [ [t =5) = so)I@us)is

donde A = [—m, ] U [0, 7).

En primer lugar se analiza la integral sobre [—§,d], como f € C(T) entonces f es uni-
formemente continua, dado un € > 0 si s y t — s son niimeros cualesquiera de T se tiene

que
€

flt—s) = f(t) <

N |

usando la hipotesis (b)

0

I e 1
o [ 19— f0iaus)ds < 5 - [ Quislas
27T _5 2 27T -5
€
< —.
-2
Ahora se analiza la integral sobre A = [—m, §]U[d, 7|. En la proposicion 2.1 se define 7y ()

entonces Qx(s) < n(s), T es compacto luego por Teorema 1.6 existe un maximo,

11l = mie{ £ (1)}

En virtud de (¢) Qk(s) — 0 uniformemente sobre A, haciendo las siguientes estimaciones

/A F(E— ) — FOIQu)E < || f]loemeld)

€
<§,
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por lo tanto tenemos

PO = 70 = 5= [ 17— )= FOIQuledde + 5= [ 17— 5) = f0Qu)
<Set

Luego |Py(t) — f(t)| = 0 cuando k — oo. Se tiene que

max | Pp(t) — f(t)] < e.

te[—4,9]
Asi mismo

méx [P (t) — f(t)] <e.
Como

méx [P(t) — f(1)] = { méx |[By(t) — f(t); max [Be(t) — f (D)},

teT te[—4,4]

entonces

lim || Py — fl||o = 0.
k—o0

Lema 2.3 (7, Pag 90). Sea
cost + 1)k

Qu(t) = Ck( 5

Con ¢, de tal forma que (b) del lema 2.2 se mantenga entonces las siguientes proposiciones
son ciertas

a. Qr(t) > 0 para todo t € R.
b. 5= [T Qu(t)dt = 1.
c. para todo 6 > 0 Qx(t) — 0 uniformemente sobre A = [—m, —d] U [4, 7.

Demostracion. Qr(t) > 0 para todo t € R es verdadera por (1) de la Proposicion 2.3
luego [a] es verdadera.

Ahora se demuestra (c), Para mostrar que Qx(t) — 0 en A = [—m, —6] U [0, 7] por ser
Qr(t) es una funcion par y usando (b) tenemos

1:% T 1+ cost kdt
2 Jo 2

™1 £\*
_ G ( + cos > "
T Jo 2
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Como 0 <sent <1y (Hg"”)k > 0, entonces

k k
/71 t /1 t
ck (+_) g s (+_) Jtsent
™ Jo 0

2 s 2
. 2Ck
Cmk+ 1)
De modo que 1 > w(?;’fn por lo tanto ¢ < @

Por Proposicion 2.3 (3), Q(t) es decreciente en (0, 7] entonces

(1 —|—cost)k m(k+1) (1 —|—cost)k
Ck <

2 2 2
<7r(k+1) 1+cosd\”
2 2 '
Es lo que se queria probar, de modo que Q(t) — 0 uniformemente sobre A = [—7, —§] U

[0, ] para todo § > 0.
]

Teorema 2.4. (Teorema de Stone-Weierstrass.) [2, Pag 91] Si f es una funcion
continua en T y € > 0 entonces existe un polinomio trigonométrico P, tal que

1f = Palloe <€

Demostracion. Por Lema 2.1 y Lema 2.2 existe un polinomio trigonométrico () tal que

1f = Qulloe <€
O

Teorema 2.5. Si f es una funcién a valor complejo continua en T y € > 0 entonces existe
un polinomio trigonométrico P, en C tal que

1f = Palloo <e.

Demostracion. Sea f(z) = fi(x,y) + if2(x,y), en virtud del del teorema 2.5 para todo
e > 0 existe un g; € P(T) y go € P(T) tal que

€
1~ lloe < 5

€
1 = glloe < 5-

De modo que

1f = gllee < If = g1lloe + 11 = 221l
<e
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La existencia de ¢ que da esta proposcion es muy importante para el desarrollo de nuestra
teoria

Proposicion 2.4. Si vy es una curva cerrada en el plano complejo (no necesariamente
diferenciable) definida en un intervalo de parametros [0, 27], tal que (t) # 0 para cada
t € [0, 27] entonces existe un § > 0 tal que |y(t)| >

Demostracion. - es una funcion continua de [0,27] en C. Con v(0) = ~(27), puesto que
[0,27] es compacto, por Teorema 1.4 ([0, 27]) es un subconjunto compacto de C, por
Teorema 1.6 toma un minimo.

La funcion |y(t)] : [0,27] — RT es no negativa, y(t) # 0 luego 0 es un minimo con
|7(t)] > 0 de modo que existe un 6 > 0 tal que |y(t)| > 0. O

Si v es una curva cerrada en el plano complejo definida en el intervalo [0,27], tal que
v(t) # 0 para cada t € [0, 2x], por proposicion 2.4 existe un ¢ > 0 tal que |y(t)| > J; Por
el teorema de Stone-Weierstrass para C existen P; y P, polinomios trigonométricos tales
que |Pj(t) —(t)| < § para todo ¢ € [0, 2], asi estamos en condiciones de dar la siguiente
definicion.

Definicién 2.6. Sea > 0 tal que |y(t)] > J para todo ¢ € T donde v es una curva
continua, si |p(t) —v(t)| < ¢ entonces IndP(t) = Indy(t).
El siguiente teorema y corolario le da sentido a la definicion 2.6.

Teorema 2.6 (6, pag 202). Si ~y es una curva cerrada en el plano complejo (no necesaria-
mente diferenciable) definida en el intervalo [0, 27|, tal que 7(t) # 0 para cada t € [0, 27].
Elijjase un 6 > 0 tal que |y(t)| > 0 para todo ¢t € [0,27]. Si P, y P, son polinomios
trigonométricos tales que |P;(t) — v(t)| < 2 para todo ¢ € [0, 27] entonces

Ind(Pi(t)) = Ind(Py(2)).
Demostracion. Usando desigualdad triangular y la hipotesis de |Py(t) —y(t)| < 6/4
1PL()] = (]| < [Pi(t) = (1))
O] = [P O] < [P () = (1))

(O]~ 1R < 3

D) < 3+ (o)l

Por propiedades de la desigualdad se tiene

PO > b)) -

)
>5+Z

_®
.
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De nuevo usando la hipotesis |Py(t) —v(t)| < d/4 y |Pa(t) — ~(t)| < 6/4, entonces

|P1(t) — Po(t)] = | Pa(t) — 7(2) +7(t) — Pa(t)]
< [P(t) =y (O] + () — Pa(t)]

< [Pi(t)]
De modo que Ind(P;(t)) = Ind(Pa(t)). O

Corolario 2.1 (1, pag 202). Si Pi(t) v P»(t) son polinomios trigonométricos que no
cortan al eje real negativo y

[Pi(t) = B (t)] < [Pi(1)]
para todo ¢ entonces Ind(P;(t)) = Ind(Py(t)) = 0.

Teorema 2.7. Siy es una curva continua cerrada en el plano complejo (no necesariamente
diferenciable) definida en un intervalo de parametros [0, 27|, tal que ~(¢) # 0 para cada
t € [0,27] y supongase que el rango de v no intersecta el eje real negativo entonces
Ind(7) =0

Demostracion. Por Proposicion 2.4 existe un d; > 0 tal que |y(t)| > d;, supongase que
no toca el eje real negativo, como 7(t) es continua entonces por Teorema 1.4 v([0, 27]) es
compacto, en virtud del Teorema 1.7 existe un d, > 0 tal que |y(t) — x| > d2 para todo
x € (—00,0], tomando 6 = min{d, J»} por lo tanto

[P(t) =z = [P(t) = ~(t) + (1) — 2|
> [y(t) — x| = |P(t) =7 (?)]

5 —
3

AV
=,

%

Z.
Puesto que los polinomios son continuos y diferenciables por teorema 2.2 Ind(P(t)) = 0
y por definicién 2.6 se concluye que Ind(y(t)) = 0. O

Teorema 2.8 (6, pag 202). Sean 7 y 7. curvas continuas y cerradas en el plano complejo
(no necesariamente diferenciables) que no pasan por cero. Suponga que

71(t) = 72)] < [n(t)]

Entonces Ind(7;) = Ind (7).
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Demostracion. Si se supone que |y (t) — 72(t)| < |71 (t)| entonces

lim |P () — Pyn(t)| < lm | Py,(t)].
n—00 n—00

Como son polinomios la anterior convergencia es uniforme, por Teorema 1.16

[Prn(t) = Pon(t)] < [Pra(t)]

Para casi todo n. Es decir, dado € > 0 existe un n;(¢) € N tal que para todo n > n4(e)
la desigualdad anterior se cumple. Como convergencia uniforme implica convergencia
puntual tenemos que dado € > 0y ¢t € T existe un ny(e, t) tal que si n > nay(e, t) entonces

|P1in(t) — Pon(t)| < |Pra(t) para todot € T
Por teorema 2.3 tenemos
Ind(Py (1)) = Ind( Py, (1)) (2.2)
En virtud del Teorema Stone-Weierstrass para C, existe un n3 € IN tal que para todo

n > ng

1PLa®) = (D) < °-

De igual forma, existe un ny € IN tal que para todo n > ng

Prat) — 2a(t)] < 2.

Tomando ng = méax{ny, ny, n3, ny} entonces por definicion 2.6 para todo n > ny, se tiene

Ind(Prn(t) = Ind( (1), Ind(Pyn(t)) = Ind(y2(t))

De modo que Ind(7;(t)) = Ind(72(¢))



CAPITULO 3

Aplicaciones Del Namero de Giros

Se desarrollaran las demostraciones del Teorema Fundamental del Algebra y el Teore-
ma del Punto Fijo de Brower usando el ntimero de giros, siguiendo las ideas del libro

"principios de anélisis mateméatico"de Walter Rudin. |6, Pag 202 |

Proposicién 3.1. Sea f(z) un polinomio con coeficientes complejos entonces existe un

entero positivo n y un nimero complejo ¢ # 0 tal que

lim z7"f(z) =c.
|z]—o0

Demostracion. Sea
-1
f(z)=anz" +an 12"+ ...+ a1z + ay,

Un polinomio con coeficientes en C, se tiene que

Ap—1 Ap—2 ai Qo
2 2
z

Z*”f(z) = a, + g

n

Como lim z™" = 0 con n un entero positivo, entonces

|z]—00

lim 27" f(2) = ap.
|z]—o0

n

]

Teorema 3.1. (Teorema Fundamental Del Algebra.) [6, pag 202| Sea f una funcién
compleja continua definida en el plano complejo, n un entero positivo y ¢ # 0 un niimero

complejo tales que

lim z7"f(z) =c
|z| =00

Entonces existe un z € C tales que f(z) = 0.

27
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Demostracion. Si suponemos que f(z) # 0 para todo z € C, se define

Ye(t) = f(re™),

Con0<r<oo, 0<t<2nm.
Ind(7o(t)) = 0 dado que 7o(t) = f(0), luego vo(t) es una funcion constante, v, (t) = 0.

Para demostrar que Ind(v,(t)) = n, por hipotesis, dado un ¢ > 0 existe un M, tal
que para todo |z| > Me

127" = el < 27" f(2) = e <.
Estimando |f(z)| obtenemos

(lef = =" < [f(2)] < (lel + )] 2"

Tomando € = %, la anterior desigualdad queda expresada como

1 3
Slellzl" < 1£(2)] < Sellzl"

De modo que para un |z| > M,, |f(z)] = 2". Se define n,(t) = r"e™, por definicion 2.2

Comi
1 2

1 7 preintip
Ind(n,(t)) = — —dt
() = 5 [

(in)dt

2mi J
m2mw

271
=n.

Queda por demostrar que |y, (t) —n,(t)| < 2 para r lo suficientemente grande y aplicando
definicion 2.5 se obtiene que Ind(v,(t)) = Ind(n,(t)) = n.

Para un nimero complejo ¢ # 0y r > M,

lim r_ne_mgf<reit) = rlilgo 777-(?5)_1%-(?5) =c

r—00

|77r(t)_1’7r(t) - C| <€
|'7T(t) - Cnr(t)| < €|T]T(t)’
7o (8) — enp(8)] < er™.

Luego para todo € > 0 existe un r >> 1 tal que
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[y (t) — en, ()] < er™
llen-(6)] — 7 ()] < er™
lcl|ne ()] — |y (8)] < er™.

|'77’| > |C||77r(t)| —€r
= lc|r™ —er™

— (jc| — ).

Sie= % entonces |7,(t)| > 2r™|c|, por lo tanto 6 = 2r"|c| concluyendo

1/5 1)
Ve (t) — ene(t)| < %T" < Z(ET"M) =1

De modo que,
Ind(v,(t)) = Ind(en, (1)) = Ind(n,(t)),
demostrando asi que Ind(v,(t)) = n.

Ahora se demostrara que Ind(,(t)) es continua para r >> 1. Para ello se define

g(r) = f(re").

Por la continuidad de f,

Yrin(t) = (@) = [f((r + h)e™) — f(re™)]
= |g(r +h) —g(r)|
< €

< | (t)].

Por tanto Ind(7,4+4) = Ind(7,). pues para |h| < 0, Ind(~,) es continua.

Por Teorema 1.11 Ind(7,) es una funcion constante contradiciendo que Ind(v,) = 0y
Ind(y,) = n luego f(z) = 0 para algin z € C. O
El siguiente lema es de vital importancia para la desmostracion del Teorema de Brower

Lema 3.1. [6, pag 202]7Sea D El disco unidad cerrado en el plano ‘complejo. Si g es una
aplicacion continua de D en T entonces ¢g(z) = —z para cada z € D.

Demostracion. Para 0 < r < 1,0 <t < 27 se toma 7,.(t) = g(re™) y ¥(t) = e "y (t).
Supongamos que g(z) # —z para cada z € T, ¢(t) # —1 para todo t € [0, 27| puesto que
g(eit) 7& _eit.
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Puesto que |v.(t)] = |g(re™)| = 1. Como |y,.(t)| = |g ( *)] = 1 entonces 7, (t)e"it no
toca el eje real negativo, por teorema 2.7 Ind(¢(t)) =

Como 71 (t) = ¥ (t)e" por teorema de Stone-Weierstrass
[Pu(t)e’ —m(t)| = |Pa(t)e” — v(t)e”|
= |Pu(t) — 4 (1)]

< €.

De modo que P,(t)e" — ~,(t) uniformemente a partir de un n > ng se tiene que
Ind(P,) = 0, por definicion 2.2

Ind(P,e’t) = 1(/%ﬁ3iifiﬁm
2mi J, P,ett
1 [Pt 1 [ Pt
T omi ), Peett o 2mi )y Pt
1 g2 2 pr
=5 | Ut P
=1+ Ind(P,)
=1+0
=1.

Como Ind(7y9) = g(0) y g(0) es una funcion constante entonces ¢'(0) = 0, por definicion
2.2 Ind(vg) = 0. En el teorema 3.1 se demostr6 que Ind(+y) es una funcion continua, por lo
tanto por teorema 1.11 Ing(y) es una funciéon constante, contradiciendo que Ind(y;) = 1
v Ind(70) = 0 en efecto existe un z € C tal que g(z) = —=z. O

Teorema 3.2. (Teorema Del Punto Fijo De Brower.) [6, pig 203] Toda funcion
continua de D en D tiene un z € D tal que f(z) = z.

Demostracion. Si se supone f(z) # 2z para todo z € D. se construye una funcion g(z)
con la siguiente caracteristica. A cada z en D el punto g(z) € T que se localiza sobre el
rayo [ que parte de f(z) y pasa por z. Entonces g mapea D en T, g(2) = z si z € T.

la direccion de la recta [ esta dada por z — f(z) luego la recta I’ que contiene al ra-
yo [ esta dada por I'(t) = z + t(z — f(z)) definiendolo en funcién de z tenemos

9(2) = 2+ 5(2)(z = f(2)).

Con s(z) es la tinica raiz no negativa de cierta ecuacion cuadratica cuyos coeficientes son
funciones continuad de f y z, por la forma como se define g, tenemos que g es continua.
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Tenemos que s(z) es una raiz real, para demostrar esto

9(2)* = g(2)g(2)
= (2 +5(2)(z = F(2)(z + s(2) (2 = f(2)))
= |2 + 25(2)27 — 5(2)2f(2) + s(2)2f(2) + | f(2) = 2[*s*(2)
= [z +2(|2* = Re(2f(2)))s(2) +1f(2) — 2*s°(2).

Puesto que [g(2)|> = 1 se tiene que

|22+ 2(|2* = Re(2£(2)))s(2) + 1 f(2) — 2[*s*(2) = 1
[f(2) = 25*(2) + 2(121* = Re(2f(2)))s(2) + (|2 — 1)

Calculando las raices de s(z)

—(I21> = Re(zf(2))) = \/ (|22 = Re(2f(2)))? + (1 = |2[2)]2 = f(2)?]
£ (2) — 2]
Osea (|22 — Re(zf(2)))? + (1 — |2]?)|z — f(2)?| debe ser no negativa. Puesto que todo

ntimero real elevado al cuadrado es positivo entonces la primera parte de la anterior suma
es no negativa ademés |z| < 1 luego la segunda parte también es no negativa, de modo

que -
(1217 = Re(2f(2)))? + (1 = [2[*)]z = f(2)*| > 0

Por lo tanto s(z) es una raiz real, escogemos el signo positivo por la orientacién del
rayo. Como ¢ es una funciéon continua de D en T por Lema 3.1 existe un z € T tal que
g(z) = —z contradiciendo que g(z) = z, entonces existe un z € D tal que f(z) = z, que
era lo que se deseaba demostrar. O

s(z) =
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Conclusiones

El Teorema de Stone-Weierstrass tiene una importancia vital para el estudio del numero
de giros, puesto que no siempre se tiene que una curva continua es diferenciable, pero
el hecho que bajo ciertas condiciones es posible lograr aproximar una curva continua no
diferenciable por medio de polinomios trigonométricos. Esto hace que la teorfa se pueda
extender y existan distintas aplicaciones a las demostraciones del Teoremas Fundamental
del Algebra y Teorema Del Punto Fijo De Brower.
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