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Capitulo

INTRODUCCION

El presente trabajo de grado tiene como objetivo exponer una reconstruccion detallada del teorema del
nimero primo. Para dicho fin se hard uso de la variable compleja y el andlisis matemético como principales
herramientas.

El estudio para el teorema del niimero primo se basa en la restauracién de los articulos “Simple analytic proof
of the prime number theorem” [7l, p. 693-696] y “On Newman’s quick way to the prime number theorem”[5]
p. 108-115] de los autores D.J Newman y J. Korevaar respectivamente, cuyo andlisis y observacién se
encuentran con mayor detalle en el libro Complex Analysis de Serge Lang [0]

Algunos de los temas mas importantes a tratarse son las propiedades anliticas de funciones especiales como
la funcién Zeta de Riemann y la funcién Gamma, asi como el Lema Principal. Por otra parte se introduciran
funciones usadas a menudo en la teorfa anlitica de niimeros como las funciones ® y ¢.



Capitulo

PRELIMINARES

A continuacion se hara la exposicién de conceptos que seran fundamentales para el desarrollo del presente
trabajo de grado. Esto con el objetivo de reconstruir una demostracion del Teorema del Ntmero Primo.

Definicién 2.1 (Arcoconexidad). Un conjunto U se dice conexo si dados dos puntos «, 8 € U existe una
curva continua (camino) en U que une a o con 5 [6, p. 88]

Definicién 2.2 (Conjunto Simplemente Conexo). Un conjunto abierto U se dice simplemento conexo, si
es conero y ademds si cada curva continua cerrada simple es homotopica a un punto. Dicho de otra forma,
cada curva cerrada simple en U puede contraerse hasta ser un punto.[6, p. 118]

Definicién 2.3 (Definicién del Logaritmo). Sea U un conjunto abierto simplemente conexo que no contiene
al cero. Fijemos un punto zy € U. Sea wy un nimero complejo tal que

wWo

(& = 20

Se define

1
Logz = wg + —dC
zo
Entonces Logz (el cual depende de la escogencia de zy y wo Unicamente) es una primitiva de % enU, y
cualquier otra primitiva difiere de esta por una constante. [0, p. 120]

Definiciéon 2.4. Sea U un conjunto simplemente conexo que no contiene al cero. Sea o un nimero complejo
diferente de cero. Fijemos una determinacion para el logaritmo en U. Con respecto a esta determinacion,
se define

20— eaLogz

Entonces z* es analitica en U. [0, p. 122]

El logaritmo es una herramienta elemental en el tratamiendo de funciones y niimeros complejos, su utilidad
no radica solamente en la aplicacién como funcién inversa de la funciéon exponencial, sino también constituye
un método en la obtencién de sucesiones complejas y series de funciones con dominio complejo. En virtud
de lo anterior, se hacen las siguientes definiciones.



Definicién 2.5 (Logaritmo Principal). Para un complejo en C — {Re(z < 0)}, se define el logaritmo prin-
cipal el nimero complejo

log (2) = In|z| + iarg (2)
Es decir el logaritmo principal estd caracterizado por las condiciones: log(z) € Log(z) y —m < Imlog(z) < .

[6, p. 123]

Definicién 2.6 (Productos Infinitos). Sea {U,} una sucesion de nimero complejos diferentes de cero. De-
cimos que el producto infinito

Un

n=1

converge absolutamente si limU, =1 y st la serie

i log U,
n=1

converge absolutamente, es decir Y .-, [log U,| converge. [6, p. 372]

Haciendo una extensién a la Definicién 1.3, veamos que si para un nimero finito de n tomamos una de-
terminacién de log U, y ademads si U,, es suficientemente grande, entonces la sucesién U,, puede ser escrita
como U, = 1 — a,, donde |a,| < 1 para todo n € N, y asi log U,, = log (1 — a,). Bajo la condicién de
convergencia absoluta, se deduce que la serie

Zlog U :Zlog(lfan)

converge, entonces existe N € N tal que las sumas parciales

N
Z log U,
n=1

poseen un limite. Dado que la funcién exponencial es continua, podemos exponenciar las sumas parciales y
vemos que:

0o N
(S log Un) _ — 1
‘ 711 Y ]\}E)noo n=1 Un

existe.

Un mecanismo importante para el tratamiento de series es la condicién de Cauchy para series y el teorema
enunciado por Weierstrass, conocido en el andlisis complejo como criterio M de Weierstrass, cuyas impli-
caciones son importantes para el desarrollo del presente trabajo y por lo tanto se enuncian las siguientes
definiciones y teoremas.

Teorema 2.7. (Condicidn de Cauchy para series). La serie Y a, converge si y solo si, para cada € > 0
existe un entero N tal que si n > N implica

|Gng1 4+ Gnap| <€

parap=1,2,.... [3, p. 227]



Teorema 2.8. (Condicién de Cauchy para la convergencia uniforme de series). La serie infinita »_ fr ()
converge uniformemente en algun conjunto S si y solo si, para cada € > 0 existe un N € N tal que sin > N
implica

n+p

> fula)

k=n+1

<e€

parap=1,2,... y para cada x € S. [3, p. 271]

Teorema 2.9. (Criterio M de Weierstrass). Sea M,, una sucesion de nimeros no negativos tal que:

0<|fn(x)| <M, paran=1,2,... ycadaz € S
entonces Y . fn (z) converge uniformemente en S si Y M, converge. [3, p. 271]

Demostracion. Si Y, M, converge, entonces por el criterio de Cauchy para la convergencia uniforme de
series, para € > 0 arbitrario,

<Y M;<e (weS)

i=n

Zfz‘(fﬂ)

para m y n suficientemente grandes. Aplicando la condiciéon de Cauchy para series, la conclusion se tiene. [

Teorema 2.10. (Criterio de Dirichlet para convergencia uniforme de series). Designemos por medio de
F,(x) la n-ésima suma parcial de la serie Z fn(x) en donde cada f,, es una funcidn compleja definida en

un cierto conjunto S. Supongamos que F,, es uniformemente acotada en S. Sea g, una sucesion de funciones
reales tales que gni1(z) < gn(x) para cada x € S y para cada n = 1,2,3,... y supongamos que g, — 0

uniformemente en S. Entonces la serie an (2)gn(x) converge uniformemente en S. [3, p. 280]

Teorema 2.11. Sunpongamos que

lm fo(z) = f(z)

n—oo

Hagamos

My, = sup |fn(z) = f(2)|

el

Entonces f, — f uniformemente si y sélo si M,, — 0 cuando n — oo. [9, p. 158]

Teorema 2.12. (Criterio de la Integral) Sea f una funcién positiva decreciente para todo real x > 1. Para
cadan > 1, sea:

Sn=>_ f(k) ytn:/lnf(x)dx

k=1

entonces ambas sucesiones {S,} y {t,} convergen o ambas divergen. [§, p. 485]

Teorema 2.13. La serie E — converge st y solo si s > 1.[4, p. 485]
nS
n=1

Demostracion. Tomando f(z) = x~%, se tiene



1—s

noq nT‘:l si S;él
~dr =
/1 s o .
log(n) si s=1

Si s < 1 entonces 0 < 1—s, vy por lo tanto 1 < n'~* es decir la sucesién (nl_s) diverge, y por lo tanto para

. .7 175_ . . .
un valor de s fijo la sucesién t, = “5— L — o0 y la serie diverge. Para el caso s = 1 obtenemos la serie

armonica, y dicha serie también es divergente.

n
Reciprocamente, si s < 1 entonces n!=* — 0 cuando n — oo, asf — dx converge. Luego, por el criterio
b b s b
1

de la integral la serie converge. O

Teorema 2.14. (Teorema del paso al limite). Suponemos que a, > 0 y b, > 0 para todon > 1, y que

, Qnp,
lim — =1.
n—oo n

Entonces Zan converge si y solo st an converge. [4, p. 483]

Teorema 2.15. Sea {f,} una sucesidn de funciones analiticas sobre un conjunto abierto U. Sea f, = 1+h,
y asumamos que la serie

converge uniformemente y absolutamente sobre U. Sea K un subconjunto compacto de U que mo contiene
ninguno de los ceros de las funciones f, para todon € N. Entonces el producto [] fn converge a una funcidn
analitica f en U, ademds para z € K tenemos

f/ > /
EREIEAE
y la convergencia es absoluta y uniforme sobre K. [6, p. 374]

Definicién 2.16. Si f,g son funciones de variable real x, para un x suficientemente grande y g positiva,
escribimos

f=0(g)

st existe una constante C' > 0 tal que |f(z)| < Cg(x), para todo x > xq fijo.
116} 'z 440) 441/

Teorema 2.17. Sean f,g analiticas en un dominio D tal que f(z) = g(z) sobre un conjunto el cual tiene
un punto de acumulacion en D. Entonces f = g sobre todo el dominio D. [, p. 127]

Demostracion. Sea F(z) = f(z) — g(z) y supongamos que f () # g (58) para algin 8 € D. Sea o € D tal
que « # 3, y considerese la linea poligonal continua ~y(t) contenida en D que une a « con 3, parametrizada
en el intervalo [a, b].

Sea S en conjunto de puntos de a < ¢t < b tales que F' y todas sus derivadas se anulan en el punto z = (),
esto es, t € S si y sélo si

F® y()] =0

para k = 0,1,2,.... El conjunto S es no vacio, pues t = a se encuentra en S, y por lo tanto S tiene un
extremo superior tyg. Por la definicién de punto limite, existe una sucesién (t,) de puntos de S tal que



t, — tg. Puesto que las derivadas son continuas,

F®) [y(to)] = lim F® [y(t,)] =0

n—oo

La validez de esta ultima igualdad se debe a que todos los puntos ¢, estan en S. Esto demuestra que F' se
anula juntamente con todas sus derivadas en el punto zo = v (¢o), y por lo tanto, el punto ty se halla en S.
Como F'(8) # 0, concluimos que ty < b.
El desarrollo de Taylor de F' (z) segin las potencias de z — zp, donde zg = v (tg), muestra que F(z) es
idénticamente nula en un entorno de zy. Para ¢ > 0 todo ¢ tal que |t —ty| < € se encuentra en S. Esto
contradice el hecho de que t( sea el extremo superior de S. Por consiguiente, no hay ningin punto g tal que
f(B) # g(B) vy el teorema queda demostrado.

O






Capitulo

FUNCIONES ESPECIALES

El objetivo central del presente capitulo es estudiar la funcién Zeta de Riemann, enfatizar en algunas de
sus propiedades y por ultimo enunciar la Hipotesis de Riemann. La funciéon Zeta de Riemann tiene un
importante significado para la Teoria de Ntimeros por su relacién con la distribucién de los ndmeros primos.

3.1. Funcidon Zeta de Riemann

Teorema 3.1. Sea s € C. Para Re(s) > 1 la serie
>
n=1 n’
converge absolutamente y uniformemente para Re(s) > 1+ § para 6 > 0 fijo.[6, p. 157, 441]

Demostracion.

1
no+it

nS

_ ’67(U+it)logn

_ |efolog nefztlogn|

’e—ologn’ ’e—ztlogn|
|e—Ulogn|

1

nJ

1

[ee]
Por lo tanto Z — | converge absolutamente.
n
n=1

1] &1 -
ns‘zzno_ycomoo>1,laser1ez

n=1 n=1

Por otra parte, sea 6 > 0 tal que 148 < o, asi n' ™% < n? y por ende
1 1
ns| = nltd




Asi
oo oo
1 1
Z ns < Z ni+o
n=1 n=1
o0
y por el criterio M de Weierstrass la serie Z — converge uniformemente para s € C tal que Re(s) > 1+ [0
n
n=1

El teorema anterior es antecedente a una coherente definicién de la funcién Zeta de Riemann, que se hara
a continuacion.

Definicién 3.2. (Funcidn Zeta de Riemann)
En la region U = {s € C|Re(s) > 1} se define

()=

n=1
[6, p. 567

Es importante entonces observar las regiones en donde la funcién Zeta converge y el tipo de convergencia
que se define en ella, méas adelante veremos que la funcién Zeta también podra ser evaluado para todo s tal
que Re(s) < 1 por medio de su ecuacién funcional que serd obtenida a través de la continuacién analitica.
o0
Teorema 3.3. La serie Z 5 Mo converge uniformemente cuando Re(s) € (1,1+ 9) para algin § fijo.
n=1
o0
Demostracion. Supongamos que Z s converge uniformemente cuando Re(s) € (1,14 0) a una funcién

n=1
[eS)

1
f(s) para algin § > 0 fijo. Sea {S,,} la sucesién de sumas parciales para E —. Por el teorema 1.10, existe
ne
n=1

M, = sup S = f(s)]
{s€C|Re(s)e(1,1+5)}

el cual tiende a cero, cuando n tiene a infinito. Es decir que

lim sup|S, — f(s)] =sup| lim S,, — f(s)| =0.
n— oo n—00

Pero como
nh—>H;o E - nh—>ngo nR@(S)
= nh_?;o F con t € (0,6)
=0
Es decir que |f(s)| — 0. Luego
lim M, = limsuplS,]|
n—oo



Esto contradice el hecho de que M,, — 0.
O

Euler fue el primer matematico en observar una relacién entre la funcién Zeta de Riemann y los ntiimeros
primos, el siguiente teorema describe dicha relacién y la identidad es conocida como el producto de Euler. [6]

Teorema 3.4.

(O

peP

para Re(s) > 1 y P es el conjunto de los nimeros primos. [0, p. 441]

1

Demostracion. Sea p € P fijo. Obervamos que | < 1. Entonces por la serie geométrica se obtiene la

siguiente identidad

1\! 111
I==) =+ S+t st
p psopE

Ahora, la productoria para todos los valores de p serd de la forma:

11 L£—4*1+i+i+ 14l Ly 1+ 241y
ps - 92s 45 3s 9s ps pQS

peP

Por el teorema fundamental de la aritmética cada niimero natural n = H p; donde p; € P e I es un conjunto
il
finito de subindices. Entonces para cada término de la sumatoria en la funcién Zeta existe un conjunto de

primos p1, ..., pr tal que
1 1

T 5 2s ks
ns p1p2 ...pk

y a su vez cada producto de un conjunto de primos representa un término de la funcién Zeta. Por lo tanto,

-1 1)
O

1
Notemos ahora, que por el teorema anterior es necesario que la productoria H (1 — S> sea convergente
p€eP
absolutamente para Re(s) > 1, y uniformemente para Re(s) > 1+ d con § > 0 fijo. En efecto, ya que

1 1
Im (1 — — ) =1y ademaés g log|1——
P00 ( ps) Y & ( ps)

peP
Con el objetivo ahora de encontrar algunos valores a los cuales converge la funcién Zeta para determinados
s se hace la siguiente definicién.

< 400 gracias a la definicién 1.3 la conclusién se tiene.
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Definicién 3.5. (Numeros de Bernoulli) Los nimeros de Bernoulli By estdn dados por la serie

z > Z"
ez —1 ZB”E
6, p. 46/

n=0

Observese ahora que

1
YL Y
Es decir

n=0 n=0 (n + 1)'
1 = n
|
n=0 (’II + 1)
Por lo tanto

I
— (n+1)!
Realizando el producto de Cauchy para series observamos entonces que

= (&) (S

Zkznfk
(

(oo} n

1=>C, donde C, :ZB% Sy
n=0 k=0

La férmula para C), da lugar a una recursién para los términos By.

Co = Bpz® =1 se deduce By =1

Cl _ BQZ Blz

EEET 0z se deduce By = —%
Byz? Bjz? Byz?
Cy = ;;Z ;Z ;Z = 022 se deduce By = %
Co — Boz3 Blz3 3223 332’3
ST 3l 212

T 022 se deduce B3 =0

[6, p. 46]

Teorema 3.6. Los términos B,, = 0 si n es impar distinto de uno.



Demostracion. Se sabe que By = 1, luego

sea f(z) como sigue

calculando ahora

Por otra parte, debido a como estd definida f(z) también se debe tener que

Z;an; - Z_;Bn(:!)n =0

La igualdad se tiene para los n pares, pero para los n impares se obtiene entonces que
2n+1 2n+1
ZanH S +ZB2n+1((2)+)O
Luego, Bo,+1 =0paran=1,2,3,...
Teorema 3.7. Sea k un entero par positivo, entonces

2 (k) = ~2E (2mi)"

[0, p. 381]

Demostracion. Por el teorema anterior tenemos que

z z z
f(Z):ez_1+§:Z()anW

Es posible reescribir a f como

2 ze*+1 2 €2 4 e=%/2
+1)==2 ==
267 —1 262/2 _6—2/2

11
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Tomando ahora z = 27iz, se tiene que

1Tz + e—lﬂ'Z

mzeot (mz) = P N Z B M = i (=" (QW)%B 22"
iz _ p—imz 2n (Qn)l = (277,)' n

Por otra parte se tiene la identidad

Mutiplicando por z y reescribiendo la sumatoria para los n negativos se obtiene

> z z
mwzeot (mz) = 1+;<zn+z+n)
o
222
- 1+Zz2_n2
n=1
o~ —227 1
- 1+Z 2 2 /2
— n? 1—(z2%/n?)
= 1-2) > o
n=1m=1

De todo lo anterior tenemos entonces la igualdad

> (2m)*" e z2m
2n
Z (_1)’” (211)' BQ”Z =1- 22 Z n2m

n=0 n=1m=1

Comparando coeficientes necesariamente se tiene que

20(2n) = — (fi’;! (2mi)*"

que era lo que se queria mostrar. O

Gracias a lo anterior, es posible encontrar puntualmente los valores a los que converge la funciéon Zeta de
Riemman para los z enteros, por ejemplo

n001 1 B4 4 71'4
=1 B 70
0= 5= 2(66') (i)’ = 5

Teorema 3.8.
(1-2""%)¢(z)=1"7—-2"" 437" — ..

y la serie representa una funcion analitica para Re(z) > 0.[1, p. 178]
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o0
-1 n+1
Demostracion. Los términos al lado derecho de la igualdad pueden ser escritos como la serie Z %
n
n=1
Dicha serie a su vez puede ser escrita como:
o0 (71)n+1 - oo 1 (71)n+1
D B R
n=1 n=1
donde z = x + iy. Sea g,(x) = n% y fn(yl) = (_2?1 donde z € RT y y € R.
Dado que n* < (n+1)* implica que CFSE < —, ademés de | f,(y)| = [n~%| = |e=¥™(")| =1 se deduce
n n

que |fr(y)] £ 1y como g, — 0 uniformemente para cada x > § para un § > 0 fijo, entonces se verifican
las hipdtesis del criterio de Dirichlet para la convergencia uniforme de series (Teorema 0.9). Asi la serie

S~

~—— converge uniformemente para Re(z) > 0
n

n=1

Por otra parte parte para verificar la igualdad se toman sumas parciales hasta N, asi:

i(_gm - iw_i@iy
N N N
- ;;_;(2711)2_;(2;)2
B ié‘zé(mﬁ)z

Por el teorema de Weiestras de convergencia uniforme de funciones analiticas, la funciion es anailitca para
Re(z) > 0y cuando N — oo la igualdad se sigue.

Del teorema anterior es inmediata la identidad

172 =272 4372 — ...
((2) = i

para z # 1. Es decir, la férmula proporciona la continuacién analitica para la funcién Zeta de Riemann en
Re(z) >0
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3.2. Funcion Gamma

Los siguientes son teoremas que garantizan la existencia de la funcion Gamma definida como productoria
infinita.

oo
Teorema 3.9. FEl producto infinito H(l +ayp) con 1+ a, # 0 converge simultaneamente con la serie

n=1
[eS)

Z log(1 + ay,,) cuyos términos representan los valores de la rama principal del logaritmo. [, p. 192]

n=1

Demostracion. Sea n € N fijo, se toma una determinacién de log(1 + a,,) en la rama principal. Supongase

o) N
que Z log(1 + a,) converge. Entonces las sumas parciales Z log(1 + a,,) poseen un limite L. Por la con-
n=1 n=1

tinuidad de la funcién exponencial se tiene que:

h’m e(EQJ:l IOg(1+an)) — €L

N—00
N 0
it = = el
Jim [T +an) [[a+an) =e
n=1 n=1
(oo}
Es decir que el limite existe. Reciprocamente si suponemos que H (1+a,)=L= el el proceso es anglogo.
n=1
O
o0 oo
Teorema 3.10. La productoria H(l + ay) converge absolutamente si y sdlo si la serie Z |an| converge.
. n=1 n=1
[1, p. 192]
o0
Demostracion. La convergencia absoluta de la productoria H (1+ ay,) es equivalente a la convergencia de
n=1
o0

la serie Z [log(1 + a,,)| por la definicién . Por el teorema del paso al limite (Teorema 2.14), lo anterior es

n=1
equivalente a demostrar que

o HoB(L+an)

n— oo |a,n|

=1

En efecto, lim a, = 0, entonces el limite anterior puede reformularse de la siguiente manera
n—oo
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i (71)n+lzn
log(1+ 2 - n
Ty L k)| ey = S
z—0 z z—0 z
2 3 4
= lim G S M W
z—0 z
2 3
z 2%z
= 1/ 1 —_ - _— RN
] A ‘
2 3
z z z
= |I1-lm—+1lm=——1lm=—+---
Mo T Tt ‘
=1
oo oo
Luego la productoria H (1+ ay,,) converge absolutamente si y sélo si la serie Z |ay| converge.
n=1 n=1

O

Conocer los ceros de una funcién es una herramienta esencial en el tratamiendo de las funciones en la teoria
de la variable compleja. La funcién mas simple cuyos ceros son todos los enteros es la funcién sen(7z). Sea

Z\ =
G(z) = H (1 + ﬁ) e . Evidentemente, G(z) tiene imagen cero para todos los enteros negativos. Conse-

n=1
cuentemente la funcién G(—z) tiene imagen cero para todos los enteros positivos.

Por la definicién de G(z) es claro que los ceros de la funcién G(z — 1) serdn los mismos que G(z) incluyendo
al cero. G(z — 1) puede ser escrita como

Gz —1) = 2273 G(z)

donde 7y(z) estd por determinarse, el siguiente teorema entrega una expresién para dicha funcién.

Teorema 3.11. El valor de vy(2) es constante y estd determinado por

) 1 1 1
~v = lim (1+++~--+n—log(n)>
1 p. 198,199]

Demostracion. De la igualdad anterior se obtiene que

H (1 + (Zn_l)> et = ze”’(z)};[1 (1 + %) e .

n=1

Tomando logaritmo a ambos lados de la igualdad se tiene que

ilog<1+('z;1)>+1;’z=1og(z)+v(z)+§:10g(1+fl)—z
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luego derivando se obtiene

o

n:12—1+n n 7 =

Reemplazando n por n + 1 en la serie de la izquierda

Z<2—1+n711> i(zinnil)

n=1 n=0
1 > 1 1
= Z_1 _
z +Z<z—|—n n—i—l)
n=1
1 = 1 11 1
= Z_1 _ i _
z +n¥1<z+n n+n n+1)
1 > 1 1 = /1 1
= 7—1 —_ = —_ —
z +nz:1<z+n n>+nz:1(n n+1>
(oo}
1 1
La serie Z ( ey 1> es una serie telescopica y tiene como limite 1, por lo tanto 7/(z) = 0. Es decir
n

n—
que v(z) = v es una constante.

Tomando z = 1, se deduce que

luego

de donde

log (e77) = log (ﬁ (1 + i) eﬁ)
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Por lo tanto se concluye que

O

Observacion. v es llamada la constante de Fuler-Mascheroni. Aparecid por primera vez en un escrito de
Leonhard Euler en 1734, llamado De Progressionibus harmonicis observationes, calculando los primeros 6
digitos para la constante. Por otra parte 56 anos después Lorenzo Mascheroni calcularia los primeros 19
digitos. A la fecha no se conoce si la constante 7y es irracional o racional, es mds no se ha podido demostrar
que sea un numero algebraico o trascendente. [1, p. 199/

Definicién 3.12. Se define la Funcion Gamma como:
e

-1
(1 + E) e/,
z n

n=1

I'(z) =

[1, p. 199]
Una de las propiedades mas utilizadas de la Funcion Gamma es

I(z+1) =2I'(2)

esto es consecuencia directa de la definicién y de la unicidad de la constante . Existe un gran nimero de
propiedades asociadas a esta funcién, algunas escapan al objetivo del presente trabajo.

Teorema 3.13.

T
I'(z)I'(1-2) =
()1 = 2) sen(mz)
6, p. 415][1, p. 198]
Demostracion. Vemos que
z
sen(mz) = WZH (1 — 7) e*/m
n#0 "
_ - _ z/n - Z —z/n
— w(IL0-2)e T (1+2) )
= 1 _ —
Por otra parte vemos que
I(z)=T(1-2) = T(2)(—2'(-2))
S (FI) (FI ) )
z o n z n
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Es decir que

M(z)Ira-z = sen(77)

O

Los teoremas posteriores se hacen con el fin de hacer posible la extender la Funcién Zeta de Riemann a todo
el plano complejo.

Teorema 3.14. o0
I'(2) :/ e 2" Nz
0
para Re(z) > 1[2, p. 2,3,4]

., . _ ; T\" P
Demostracion. Se tiene que e”% = lim (1 — 7) y asi:
n—oo n

oo o0 x n
e Tx* ldr = lim (1 — f) ¥ L dz.
0 n—oo n n

Haciendo el cambio de variable h = & y por lo danto dx = ndh se obtiene

n— oo

e} 1
/ ez ldr = lim n/ (1—h)"h*"1dhn
0 0

ahora aplicando la férmula de integracién por partes con u = (1 — h)" y dv = h*"'dh y por ende
z

du=-n(l-h)"lyv= % se deduce

/01 (1—h)"h*"tdh = {(1 - h)"hz} 1 + /01 (1—h)""h*dh

Z 1o
Realizando partes nuevamente con u = (1 —h)""' y dv = h*dh y por ende du = —(n — 1)(1 — h)" 2 y
hz+1
v= se deduce

z+1
1 1 1
— hz+1 (n—l) —1
1—h)" 'h*dh=|(1—h)"? T / 1—h)" ' h7dh
/O( ) [( ) z+1]0 z+1 O( )

Observese que los términos entre los paréntesis cuadrados siempre es cero. Haciendo el proceso n-veces se
tendré que:

> —1n-2 2 1
/ e 2"l dy = lim nzﬁn n
0

n—00 zz—|—1z+2.“z+n—1z+n

luego

o0 |
o , n*n!
/ e %" ldr = lim
0




Ademsés como n® = e?108(7) v 4 = 1—}—%4—- S % —log(n), entonces n* = e

oo
/ e T dy
0

Esto completa la prueba.

i n®n!
im
n—oo z(z+ 1) - (z+n)
o2 (1 g++7%)
lim e 7*
A T ) 0T )
1 z z/2
lim e 7% — ¢ € e
n—00 z 1+z2 1+ %
e~ V? ﬁ ez/n
—yz © _1
e H (1 + 7) ez/n
n=1
I'(z)

2(1+i++1-7)
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. Esto implica que:

Notese que si en la anterior ecuacion se hace el cambio de variable de = por nz, en la integral se obtiene

Sumando con respecto a n

o0

n=1

((2)I(2)

1r(2)

I
S—
8
=
B
n
|
N
o
1
2
3
QU
S

Il
3
n
S—
3
=
N
|
AR
ml
3
g
QU
5

n=1

z—1 Z (e_m)n - 1) dx
n=0

z=1 1 — 1> dz
l—e®
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Teorema 3.15. Para Re(z) > 1

_ — s _Zs—l
C(s) = (1 - )/C( N

211 e —1

donde (—z)*~' es definido en el complemento del eje de los reales positivos como e®~1108(=2) cop —7 <
Imlog(—z) <m. [1, p. 214]

Demostracion. Consideramos un camino de integracion:

2e

\

Figura 3.1: Camino de integracién, imagen tomada de [8] p. 41]

La integral no depende de 0 < € < 1 que se elija. La integral serd cero si no contiene ningtin polo por el
Teorema de Cauchy, pero para aplicar dicho teorema es necesario que la funcién tienda rapidamente a cero,
y ademads que el camino no encierre multiplos de 2mi.

(—2)571 _ e(sfl) log(—z)

Ademas, log(z) = log |z| + i arg(z), asi:

lin (arg(=) = —7 v lim, (arg(2)) = +

e——0

(_Z)sfl /OO 5= 1 75 1w
N dr = —
/c -1 0

T +
_ ( 7(5 1)7TZ_|_€S 17 )

- (e(s D 4 els=m )C
= 2isen((s — 1)m)¢(s)T(2)

Luego,

5L (s—1)mi
/ S

Pero sen((s — 1)m) = —sen(s7) y ademéas I'(s)I'(1 — s) = )’ Por lo tanto la anterior igualdad toma la
sen(sm

forma
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LG5 =gy Jeore

despejando ((z) la conclusién se sigue. O

3.3. Hipotesis de Riemann

Se concluye este capitulo con la hipétesis de Riemann. Los ceros no triviales de la funcién se encuentran en
la llamada banda critica 0 < Re(z) < 1. El famoso matemético Riemann, conjeturé algo que hasta la fecha
no se ha demostrado ni refutado, declaré que los ceros no triviales de la Funcién Zeta se encuentran sobre
la linea critica Re(z) = 1. Existe una férmula N(T') que fue demostrada en 1975 por Norman Levinson, la
cual relaciona el nimero de ceros en 0 <t < T [I], p. 218]

T T T
N(T)= —log — — o + O(logT)

- 2 21 T

(t from =20 to 20)

e
real part

imaginary part

Figura 3.2: Grafica de ¢ (4 + it) tomada de wolframalpha.com
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Capitulo

TEOREMA DEL NUMERO PRIMO

El objetivo fundamental del siguiente capitulo es la demostracion del teorema del nimero primo.

4.1. Propiedades analiticas de las funciones ¢(x) y ®(s)

Definicion 4.1. Se definen las funciones

o)=Y logp  B(s) = 3 282

p<z P

para Re(s > 1).

La sumatoria definida en ®(s) converge uniformemente y absolutamente para Re(s) > 1+ 6 para ¢ > 0 fijo,
por el mismo argumento de la funciéon Zeta.

Teorema 4.2. La funcién ® es meromorfa para Re(s) > % Ademds, para Re(s) > 1, tenemos que {(s) # 0y

1
s—1

P(s) -
no tiene polos para Re(s) > 1. [6, p. 443]

Demostracion. Para Re(s) > 1 tenemos que

Se observara que

23
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’

En efecto, se reconoce a % como una derivada logaritmica, entonces

_C/ = —78 (0] S
) 1\
T g(l p)

) N
= i (7 we0 )

Obteniendo una expresién para la derivada

2 (g (1-377)) = b (18 ()

1—pnt

peP
= %bg (Pn)
Pn Pn
log (pn)
pp—1

n

¢ RS s
I (IAE)

Por otra parte, ya que ‘ < 1 para todo p € Py Re(s) > 1, usando la serie geometrica se obtiene la

E

expresion
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1 1(1)
1 1=
pr—1 PP \1—= 4
1 11
= S\ttt
p p° P
S L
ps p25 p35

Entonces,

)

—(’ log (p
s Zp—l Zl‘)g”(

p€EP peP

1 1
= Zlogp( +35+"')
peP p
—z@pz@pz@p
p€EP peP peP
1 1
= +Zlogp -t T
P
p€eP

= O(s) + Z hp(s)

N
donde |hy(s)| < C , para alguna constante C. Pero la serie Z —,-converge absolutamente y unifor-

|2|
!/

-
R0)
se concluye que ® es meromorfa en Re(s) > %, tiene un polo en s = 1 y los mismos ceros que (, pero no
otros polos en esta region.

Queda por probar que ((s) no tiene ceros en Re(s) = 1.

Observese que

memente para Re(s) > 1 5 +0 con § > 0 fijo. Entonces del teorema 2.8 y de la expresién hallada para

log (¢(5)) = log [ ] (1 - ?)

peP

- %

I
!
_
Q
0
=
|
=
w
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Usando la expansion en series de potencias para logaritmo se deduce,

oy Z ( 1+1——)

;DGIF’ m=1

Ty

pEP m=1

mpmé

Luego,

RIS

mpms
peEP m=1 D

Sea s = o + it, entonces

1 1
Re = Re| —F——
mpms mpm(O'Jr’Lt)

_ l —mo—imt
= —Re(p )

_ p—ma —imt
= = Re (p )

—mao

_ p Re (€7imt(logp)>
m

—mo

= £ - Re (cos(mtlog p) + isin(mtlogp))

cos(mtlogp)
mpmo'

Asumiendo que [((s)| = ¢ (Re(s)), se obtiene

1C(s)] = exp ZZCOS mtlogp

peEP m=1

Por propiedades de la funcién exponencial se sigue que

3 4 4 cos(mtlogp) + 2 cos(2mt log p)

¢*(0) 1¢(o + it)[* [¢(o + 2it)| = exp ZZ

mpme
peEP m=1 P

De la positividad



34 4cos(0) + cos(20) = 3+ 4cos(d) + (cos®(0) — sen®(6))
34 4cos(f) + cos®(0) — (1 — cos*(6))
= 2+4cos(f) + 2cos?(0)
= 2(1+2cos(d) + cos*(0))
= 2(1+cos(h))* > 0.

Luego, ya que e =1

(o) [¢(o +it)[* |¢(o + 2it) > 1

para Re(s) > 1.
Sea t # 0 fijo. Supongamos que ¢ (1 + it) = 0. Entonces parac > 1y o — 1,

o)=0 (ﬁ), C(oc+2it)=0(1) y (6 +1it) =0 (o0 —1). Por lo tanto,

(o) [¢o +it)|* [¢(o + 2it)

Il
/
=
w
~—
@)
=
Q
)
|
—_
S

Es decir que

olc—1)>1

Lo cual contradice lo supuesto inicialmente para ¢ y el teorema queda probado.
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O

El teorema siguiente serd conveniente para encontrar una expresion integral para la funcién ® definida an-

teriormente.

Teorema 4.3. Para Re(s) > 1 se tiene que

16, p 444]

Demostracion. Considerese el conjunto P de nimeros primos, que generan la particién natural
[1,00) = [1,p1) U [p1,p2) U [p2,p3) U+ U [pn, pps1) U+

reordenando el intervalo [1,00) se obtiene

Pn+1 ¢

> ¢(x) P g(x) — (z)
) dx :/1 ) df”ﬂi_:l/n s d
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Pero ¢(z) = 0 para = € [1,p1), entonces

0 e Pr+1 ¢
1 strl Z / strl

Pn

El valor de ¢(x) depende del valor de x, pero en todo caso estard definida por una sumatoria de logaritmos
que resulta constante considerando el diferencial en la variable z, luego

* #(x) — [P p(pn)
xs+1d$ = Z/ pores) dx

n=1 n

1

n=1 Pn
- Pn’ — P

= Z¢(pn)< s +1>
n=1

n
Pero ¢(p,) = Zlog(pj). Los términos de la sumatoria son de la forma p; *log(py,), los tinicos que no se

j=1
anulan son aquellos para los cuales k = m, por lo tanto

N— oo N—co S
=1 Pn

, al —s _.—s \ _ 1¢ al log(pn) _

lim Zq/)(pn) (pn pn_H) = lim Z —— = B(s).
1

4.2. Lema Principal

Con el proposito de establecer una conexién entre las propiedades analiticas de las funciones estudiadas an-
teriormente y las aplicaciones de dichas funciones en la teoria de ntimeros, se enunciara uno de los teoremas
fundamentales, llamado Lema Principal, que implicard el Teorema del Numero Primo.

El siguiente teorema es una acotacién para la funcién ¢ enunciado por Chebyshev.

Teorema 4.4.

16, p. 446]
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Demostracién. Sea n € Z*, entonces

2n m
22n — (1 + 1)271 _ ( ‘ )12n—j1j

Pero

(2;) _ 20l (n+1)(n+2)---(2n)

onln! n!
Considerando la productoria de primos hasta 2n se obtiene la desigualdad

II

(n+1)(n+2)---(2n) S P20

n! - H

p<n
= exp Z logp — Zlogp
p<2n p<n
—  Pn)—6(n)

Tomando logaritmo se obtiene la desigualdad

¢(2n) — ¢(n) < 2nlog(2).

Sea x = 2n. Si z se incrementa en una unidad, entonces ¢(x) se incrementa a lo sumo por log(z + 1), esto
es O(log(x)), donde la constante C' > log(2) y para todo & < x¢(C) se obtiene

¢(z) — ¢(2/2) < Cu.

Aplicando la desigualdad en la sucesiéon x, /2, 2/22,2/23,... ,2/2"

p(x) — d(x/2) < Cu
$(x/2) = d(2/2%) < Cx/2
$(x/2%) — p(2/2°) < Cu/2?

Sumando término a término

o(z)— o ( lim x/2") <2Cx

n—r oo
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Por lo tanto

o(x) <2Cx+ 0(1)

0 equivalentemente
|¢(x)| < C" ||
para alguna constante C’ O

Teorema 4.5. (Lema Principal)
Sea f acotada, continua a trozos para los reales no negativos. Sea g(z) definida por

o) = [ s

para Re(z) > 0. Si g se extiende a una funcion analitica para Re(z) > 0 entonces

/ f(t)dt existe y es igual a g(0)
0

16, p. 449-452]

Demostracion. Para T > 0 se define

T
or(2) = / f(tye dt

La funcién g7 es entera como consecuencia directa de su definiciéon por medio de una integral y mediante la
diferenciacion bajo el signo de la integral adquiere la propiedad de ser derivable en todo el plano complejo.
Se vera que

lim g7(0) = g(0)
T—o0

Sea ¢ > 0y C el camino que consiste en el segmento de recta Re(z) = —¢d y el arco de circulo |z| = R para
Re(z) > —d, como se muestra en la figura

Figura 4.1: Camino de integracién
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Bajo la hipétesis que g se extiende a una funcién analitica para Re(z) > 0, existe 0 suficientemente pequefio
tal que g es analitica en la regién acotada por C, y sobre su frontera. Sea

G(Z) = (9(2) — gi(2)) €” (1 + 322)

Noétese que las funciones [g(z) — gr(2)] v {eTZ (1 + g—z)} son ambas analiticas para Re(z) > 0 y debido a

que el producto de funciones analiticas es también una funcién analitica, entonces G(z) es también analitica
para Re(z) > 0. Aplicando la férmula integral de Cauchy

610 = 50~ 9r0) = 3 [ - (14 55) L= L [ Hrta)as

2mi z 2mi Jo

donde Hrp(z) abrevia la expresién bajo la integral. Sea B una cota para f, esto es |f(¢)| < B para todo
t>0.
A partir de ahora el teorema se dividird en pequenos subteoremas

(1.) Sea C* el semicirculo |2| = R y Re(z) > 0. entonces

2B

~ R

/ Hr(Z)dz| <

2mi

Demostracién. (1)

R

Figura 4.2: Camino de integracién para C+

Nétese que para Re(z) > 0 se tiene que
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IN

o) —ar(a) = | [ sl < m [Tl a

— / e—Re(z)t dt
T

_ ;i [efRe(z)t}:

=

B efRe(z)T
Re(z)

y como |z| = R, donde z = o + it

2 Re(2)T
T z 1 e 5 9
(e 2)Y = Sy
eRe(z)T
= E ’02—|—t2+02—t2+2abi‘
92¢Re(2)T
= BT ’aQ + ZCLb’
92¢Re(2)T
= 78 R3 \V a4 + a2b2
9 Re(z)T
_ e V@i
9 |a‘ eRe(z)T
RB
2 |Re(z)| efte()T
R2

Tomando el producto de las anteriores estimaciones y multiplicando por el largo del semicirculo mR obtene-
mos que

2B

< =
-~ R

1

Sea C~ la parte del camino C con Re(z) < 0. Se quiere estimar

1
21 c-

(9(2) — gu(2)) €T3 <1 N ;22) dz

z

para lo anterior, se estimardn por separado las expresiones para g y gr

(2.)
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Demostracién. (2)

Sea S~ el semicirculo con |z| = R y Re(z) < 0.

Re(z) = -6

Figura 4.3: Camino de integracién para C'T

Dado que g es entera, podemos reemplazar C~ por S~ en la integral sin cambiar su valor, ya que el inte-
grando no tiene polos a la izquierda del eje y.
Para estimar bajo la integral sobre S™. Tenemos

T T
lgr(2)| = ‘/ fye=*tdt| < B/ e—Re()t gy
0 0
BefRe(z)T
<
~  —Re(z)

Para el otro factor utilizamos la estimacion previamente hallada. Tomando el producto de las dos estima-
ciones y multiplicando por el largo del semicirculo wR, hallamos que

1 T 22\ dz
%/79T(z)e (1+R?> -

IN

B
R

(3.)

2
/ g(2)eT? (1 + %) d_zz — 0 cuando T — oo
o-

Demostracién. (3)
La expresion bajo la integral puede reescribirse como
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o7 (14 25) 1 = e,

ndtese que h(z) es indepentiende de T. Dado algin subconjunto compacto K definido en la region Re(z) < 0
la funcién €T — 0 uniformemente para z € K cuando T — co. La conclusion se obtiene de forma inmediata.

2B
Continuando ahora con la prueba del Lema Principal. Sea ¢ > 0, tal que = < € para un R fijo.

De la parte (3.) tenemos

2\ d
/79() <1+;2);H00uandoT%oo <e

Entonces por (1), (2), (3) se obtiene la desigualdad

19(0) — g7 (0)| < 3e

Lo cual indica que

Im g7(0) = g(0)

T—o0

989 O

El siguiente teorema es una aplicaciéon del Lema Principal.

Teorema 4.6. La integral

converge.

[67 p. 4477 448/

Demostracion. Sea

La funcién f es continua a trozos, y es acotada por el teorema 3.4. Haciendo la sustitucién = ¢! y dx = etdt,

se obtiene
[z o

Es suficiente probar entonces que la integral de la derecha converge. Por el Lema Principal, es preciso probar
oo

que la transformacién / f(t) dt converge para Re(z) > 0. En efecto, sea
0

sy PEED 1

z+1 z
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Usando la férmula de la integral otorgada en el teorema 3.3

< ¢(x)
o) 1 _ id ) /°° :
s s—1 ;ST
B ¢
- xs+1
Entonces
z+1) 1 / bz
z z :UZ+2
_ / ¢
- z+2
= / (b — e_Zt dt
= / f(t)e *dt

Es decir que g(z) es una representacién para la funcién f(t) por el teorema 3.3 la conclusién se sigue.
O

Definicién 4.7. Sean f1 y fo funciones definidas para todo x > xg, para algin xg. Se dice que f1 es asin-
tonticamente igual a fo (f1 ~ f2), si y sélo si

Jim fi(z)/ fa() =1

Teorema 4.8.

p(x) ~
16, p. 448, 449]
El objetivo del teorema es demostrar que
lm 28 4
T—o00 I

Por lo tanto para todo € > 0 existe x (€) tal que si z > ¢ (€) entonces

’ Pz

‘<e

de donde

6(z) — 2l < ex

—ex < Pp(x) —x < ex
—ex+r < ¢(z) <ex+z
x(l—€)<o(x) <z(e+1)
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Es decir que para A > 1, existe M > 0 tal que si > M entonces ¢(x) < Az. Asi, si x € {z|p(x) > Az}
entonces 0 <z < M.
Por otra parte, si 0 < A < 1, existe M > 0 tal que si x > M entonces ¢(x) > Az. Asi, si z € {z|p(z) < Az}
entonces 0 < z < M.

Demostracion. La afirmaciéon del teorema es 16gicamente equivalente a la combinacion de las siguientes dos
proposiciones:

1. Dado A > 1, el conjunto de las z tal que ¢(z) > Az es acotado.
2. Dado 0 < A < 1, el conjunto de las = tal que ¢(x) < Az es acotado.

Supdéngase que la primera afirmacion es falsa. Entonces existe A > 1 tal que para un x arbitrariamente
grande se tiene ¢(x)/x > A. Dado que ¢ es monétona creciente, obtenemos para tal z que

Az _ Az _
M dt > / Az —t dt
12 . 12

T

Haciendo la transformacién s = t/x y dt = xzds en la Gltima integral se obtiene

Az A
Ax —t Ax —
[t = [
= t 1 Sz

_ /j()\—s)xgds

5222
A
A\ —
= / 2Sds>0
1 8

El niimero que representa la tltima integral es independiente de x. Dado que la iltima desigualdad se
establece para z suficientemente grande, se sigue que la integral del teorema 3.6 no converge, esto es una
contradiccion.

Ahora supongase que la segunda afirmacién es falsa, entonces dado que la funcién ¢(z) es mondtona cre-
ciente se obtiene que

Az _ Az _
Mdtg/ Ar—t o

., 2 12
T _ T _
el =t o / AT
2 - t2
Az t Az
Lt)_tdt>/ ATt
Az t2 - Az t2

Realizando la misma transformacién anterior obtenemos que

T _ 1 _

Mdtz/ A5 s> 0.
12 52

Az A
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Nuevamente el niimero que representa la tiltima integral es independiente de x. Dado que la ultima desigual-
dad se establece para x suficientemente grande, se sigue que la integral del teorema 3.6 no converge, esto es
una contradiccién y el teorema queda probado.

O

Definicién 4.9. Se define la funcidn w(x) como la cantidad de primos menores o iguales que x.

Teorema 4.10. (Teorema del Nimero Primo)

Z67p~449/

Demostracidn. Se desea estimar el valor de ¢(x)

$(x) = logp < Y loga =log(x) ) (1) = m(z)log ;

p<z p<z p<x
dado € > 0,
¢(x) > ) logp— > logp
pgw pS117€
= > logp
zl=c<p<w

de la expresién x' ¢ < p se obtiene que

(1 —¢)log(z) < log(p)
de donde

p(z) > Z (1—¢)logz

= (I1—¢)logz Z (1)
(I—¢€)logx [77(1_‘) - m(2'7)]
(1—e)logz [r(z) + O (z'79)].

Y

Luego se recibe la desigualdad

(1—e€)logz [r(z) + O (2'9)] < ¢(z) < m(z)log(x)
usando el hecho de que ¢(z) ~ x por el teorema 3.10.
(1—e€)logz [r(z) 4+ O (")) <

(1-¢[r@) +0 ()] <
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Existe una constante C' tal que

(1—¢€)Cr(z) < Tog() < 7(x).

cuando € — 0 y x — oo se concluye la prueba del teorema del nimero primo.

1200+

1000 -

800+

600

400

I I I I
2000 4000 6000 8000

Figura 4.4: Imagen realizada en Sage, w(x) en azul y ] <

ogx

10000

en rojo



Capitulo

CONCLUSIONES

El teorema del nimero primo entrega una descripciéon general de como estan distribuidos los niimeros primos
en el conjunto de los nimeros naturales. Contribuye a establecer la cantidad de primos que hay hasta un

k
nimero natural £ suficientemente grande por medio de la férmula ook
0g

o0
La extensién analitica para la funcién g(z) = f(t)e=*" dt (conocida en el &mbito real como la transfor-

mada de Laplace) para Re(z) > 0 en el Lema Principal 4.5 es crucial para el desenlace del presente trabajo
de grado, ya que por medio de ésta se establecen representaciones ttiles para las funciones ®(s) y ¢(x)
usadas como herramientas indispensables en la demostracién del teorema del niimero primo.
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