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En este documento se desarrolla la teorfa y se exponen algunos ejemplos de como una funcién
meromorfa puede expresarse por medio de las partes singulares de la funcién en cada polo de
esta, el libro guid para el desarrollo fue Andlisis de variable compleja[1], con apoyo de otras fuentes,
cada ejemplo ha sido representado con la ayuda de sagemath.com, se puede decir que aunque es
posible representar funciones en fracciones simples, el reto esta en hacer coincidir la funcién con
la suma de las partes singulares y otra entera, no siempre se puede establecer esta equivalencia
de la misma forma.

1. PRELIMINARES

En esta seccion se citaran algunos hechos que son necesarios para este trabajo.

Teorema 1 (Teorema 8.[1] pp.128). Si f(z) es analitica en una region (3, que contiene a a, se tiene que

"(a "(a (n—1) a
1@ = s+ L0+ Lo n v LS et @ -0

donde f,(z) es analitica en Q).



Ademas se puede acotar el termino f,(z)(z — a)", en un disco C que ha de estar contenido en la
region (), y su norma tiene un maximo M en C; si se nota por R el radio de C resulta que para
|z—al <R

(1.2)

hieE-a < (Be) =

Corolario 1 (Corolario 1.18. [2] pp.109). Sea z = a una singularidad aislada de f y sea f(z) =
Y% an(z — a)" su desarrollo en serie de Laurent en D(a;0, R) para algiin R > 0 entonces:

» a es una singularidad evitable si y solo si a, = 0 paran < 0;
» aes un polo de orden k si y solosia_y # 0y a, = 0 paratodon < —k;

» q es una singularidad esencial si y solo si a, # 0 para infinitos valores negativos de n.

2. FRACCIONES SIMPLES

Con el estudio de las series de Laurent se tiene que si f(z) es meromorfa en una regién (), para
cada polo b, le corresponde una parte singular de f(z), que se reduce a un polinomio de la
variable 1/(z — b,) que es finita a menos que b, sea una singularidad esencial de f.

La pregunta ahora es, podemos representar a f(z) con estas partes singulares por ejemplo

f&) =L (=5 ) 5@

donde g(z) es analitica en Q).

Ejemplo 1.
28 —32+47
flz) = z+1)(z—2)2

es meromorfa en C — ({—1,2}).

como —1 es un polo simple para calcular la parte singular de f(z) en —1 simplemente hallamos
el residuo de f en z = —1 (corolario 1)

Res.— 1f(2) = lim (z+1)f(z) = 1

entonces su parte singulares 1/(z +1).
f(z) tiene un polo de orden 2 en z = 2, entonces hallamos a_; y a_, de la serie de Laurent
(corolario 1).



Figura 2.1: imagen producida por Sage
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con 7y una circunferencia centrada en 2 y que no pase por —1 tomemos por ejemplo v con para-

metrizacion z(t) = e* + 2 por tanto:
n | ay
-1]2
213
y la parte singular de f(z) enz =2 es
2 n 3
z—2 (z-2)2

De modo que si podemos expresar a f(z) partiendo de sus partes singulares seria:

1 2 3

f(z):z+1+z—2+(z—

2 T8

En este ejemplo podemos deducir que g(z) = 1, que en efecto es analitica en C, tal vez podemos
atribuir este hecho a que lim,_,« f(z) = 1 (en la figura 2.1 representado por el color rojo que
bordea la gréafica), pero este hecho no es siempre cierto.



Con el anterior ejemplo nos damos cuenta que si es posible expresar una funcién meromorfa
mediante sus partes singulares, pero puede suceder que la cantidad de polos de la funcién sea
infinita numerable, por tanto no hay garantia de que la serie converja.

En este caso es necesario cambiar el método, como la idea es hacer que converja la serie podemos
hacer un ligero cambio al n-esimo termino.

A continuacién demostraremos que toda funcién meromorfa en C admite un desarrollo en frac-
ciones simples.

Teorema 2 (Teorema 4.[1] pp.190). sea {b,} una sucesién de niimeros con lim,_, b, = 0o, y sean
P, () polinomios sin termino constante. Existen entonces funciones meromorfas en todo el plano con polos
en los puntos by y partes singulares correspondientes P,[1/(z — by)]. Ademas la funcién meromorfa mas
general de esta clase puede escribirse en la forma

&) =L [P (75 )~ )]+ @

donde los p,(z) son polinomios fijos escogidos adecuadamente y g(z) es analitica en todo el plano.

Demostracion. Partiendo de que P, es un polinomio de variable {, y suponiendo que ningtn
b, = 0 este sera una funcién analitica en |z| < |b,|, asi podemos hacer el desarrollo de la serie
de taylor para P, alrededor del cero (ecuacién 1.1), y si truncamos en el termino n, podemos
estimar la diferencia P, — p,

P,(() = Pu(0) +Pu(0)(z) + ...+ P (0)(2)" + fura(2)(2)"*
furn(2) @)™ = [Pu(C) = pu(2)]

y usando la ecuacién 1.2, si |P,| < |M,| para la circunferencia con centro cero y radio |b,|/4

4|Z|>””Jrl by
Py(0) —pu(z)| <M :
Py(2) — pu(2)] v (|b1/| b, | — 42|

De este modo si escogemos un 7, lo suficientemente grande hara que la serie en 2.1 converja.
Ahora que sabemos que la serie converge verifiquemos su radio de convergencia.
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Entonces convergerd en todo el plano si el limite superior es cero, lo cual es posible si escogemos
any, > log(M,) ya que al cumplirse esta desigualdad se tendra

1
(M) < MZ™ =10

y por lo tanto
1/ny
lim sup (M)
V—r00 ‘ bl/ |

< 10lim sup 1

V—00 |b1/|
que por hipoétesis es cero.
Por la hipétesis del limite sabemos que dado R > 0 solo hay un numero finito de polos en
|z] < Ry se verifica la desigualdad a partir de cierto termino.
Entonces en el compacto |z| < |R] la serie converge absoluta y uniformemente (Teorema de
Abel, [1],pp 178) excepto en los polos, por lo que R es arbitrario, la serie converge para todo
z # by y representa una funciéon meromorfa en todo el plano. Ademas cada P, () es la parte
singular en b,, en efecto, la sumatoria en la ecuacién 2.1 tiene un polo en b, en el termino de
P,({) y en el resto de los términos su parte singular es cero, entonces solo basta hallar esta parte
singular, supongamos primero que b, es un polo de orden m entonces el polinomio se puede

escribir de la forma
-1

P,(0)= )

k=—m

Ck
Z_b]/

con ¢ constantes, asi hallando los coeficientes de la serie de Laurent

-1
A 1/ Lo s
1 - k—n-1
- - — b B d
51l [Ykz_:m ck(z — by) Z
asi paran < —m se tiene que a, = 0y paran = —m en la integral queda un termino ¢,/ (z — by )

que es el numero de giros por lo tanto da ¢, y para el resto que tiene potencias negativas por
ecuaciéon 3.23 ([1],pp- 123) es igual a la derivada de orden uno menor a la potencia de la funcién
constante ¢y es igual a cero, asi a, = ¢, y entonces la parte singular es el mismo P, ({).

Como f(z) debe ser una funcién meromorfa y la sumatoria es una meromorfa en el plano al
sumar una funcién analitica, no afectara en las partes singulares de la suma, por tanto g(z) debe
ser una funcién entera. O



3. EJEMPLOS

Ejemplo 2. La funcién

f2) = s

tiene polos simples en los complejos de la forma z = ni con n € Z la parte singular en cada

3

Figura 3.1: graﬁca ejemplo 2

Z = ni es:
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Asi la parte singular es 1/(z — in), pero entonces la serie no converge. Entonces aplicando el
teorema de Mittag-Leffler debemos maximizar |1/(z — in)| para |z| < n/4, entonces este ad-
quiere su valor méximo en la frontera y en el punto mas cercano a in que seria in/4, de modo
que el valor méximo es 4/ (3n), entonces podemos truncar el polinomio de Taylor de 1/ (z — in)
alrededor del cero en el termino cero ya que 0 > log(4/(3n)) para infinitos valores de n.

Por lo tanto la serie convergente es:
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o de forma equivalente
1 & 2z

2 n;l 22 +n?
Entonces f(z) se puede expresar como
27 1 & 2z
ez —1 E—i_n;lza—knz +5(2)

donde g(z) es entera, para hallar explicitamente esta funcién, se hace el siguiente analisis, pri-
mero f(z) y la sumatoria son de periodo i entonces f no tiene limite en el eje imaginario, ademas
el limite cuando x — co de f(z) es cero, y la sumatoria para valores reales se puede acotar ([3],
pp- 659) mediante

1
s(x)<;—|—7'(

entonces el limite cuando x tiende a infinito es 77, ademas para los complejos tal que 0 < z <1
y Re(z) > 1 se tendra que |z| < 2|x|y

|Zz+1’12| 2 %(x2+n2)

lo que prueba que |s(z)| < 4|s(x)| por tanto la sumatoria esta acotada, luego g(z) debe ser
acotada y por teorema de leuville ([1]) se reduce a una constante, que se halla con la relacién
g(x) = f(x) —s(x) y el limite cuando x — oo por tanto ¢(z) = —, de este modo se obtiene que

27 1 & 2z

—_— = — 7T — -
ez —1 +z+n;122+n2

Ejemplo 3. La funcién

T2

f(z) = sen?(rz)
tiene un polo de orden 2 en cada entero cuya parte singular es 1/(z — n)?, entonces al sumar
todas sus partes singulares obtenemos que la serie converge comparandola con 1/12, entonces
podemos expresar a f(z) como
= 1
fR)= ¥ o et

n=-—oo

Para hallar g(z) se sigue, tanto f(z) como la sumatoria tienen periodo 1 luego g(z) también debe

tener este periodo, haciendo z = x + iy por identidades se tiene que

|sen(7z)|> = (cosh(my))? — (cos(rrx))?



Figura 3.2: grafica ejemplo 3

de esta manera cuando |y| — oo, |sen(7z)|> — oy f(z) — 0

En la sumatoria de igual manera si |y| — oo, esta tiende a cero, por lo tanto g tiene estas pro-
piedades, por ultimo [g(z)| esta acotado en un periodo real, de lo contrario no se cumpliria
lo anterior, aplicando teorema de leuville, g(z) a de ser constante, y ya que el limite es cero

g(z) =0.
T2 o 1

sen?(mz) L (z—n)?

n=—oo

4. CONCLUSION

Como conclusion se puede decir que teniendo la representacion en fracciones simples de una
funcién meromorfa, nos proporciona explicitamente sus componentes, como sus polos, cada
parte singular, ordenes de los polos, también es posible hallar representaciones de otras funcio-
nes operando con las ya obtenidas por el hecho de que se sabe que la serie converge.
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