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Resumen

Resumen

En el presente trabajo demostramos que pueden existir ejemplos que van en contra de nuestra intituicién,
como lo es el conjunto de cantor que es un conjunto con tantos puntos como un segmento pero con longi-
tud nula, un conjunto con longitud positiva pero que no tiene ningtin segmento en él como el conjunto de
Smith-Volterra y que podemos cubrir un drea con longitudes como lo hace la curva que llena el espacio.
Ademas de eso cada uno de ellos es un fractal y para cada uno se hizo una simulacién en el programa
Sage.

Abstract

In this work we prove that there may be counterintuitive examples, a set with many points as a segment
but with zero length as the Cantor set, a set with positive length but has no segment of it as the set of
Smith -Volterra and we can cover an area with lengths as does the space filling curve. Besides that each is
a fractal and each was a simulated in the Sage program.
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Introduccién

Fractal es una palabra que utilizé B. Mandelbrot entre 1977 y 1982 para darle nombre a una gran familia
de objetos que han tenido un papel histérico en el desarrollo de la matematica pura. Esto separ6 la mate-
matica clésica del siglo XIX de la matemaética moderna del siglo XX. La matemédtica moderna empezé con
la teoria de conjuntos de Cantor en 1883 [4, pag 18].

Cantor encontré un conjunto que tiene la cardinalidad de los reales pero no contiene ningtin segmento y
ademads tiene medida o longitud como la de un punto. Este conjunto es un fractal de dimensién fractal
aproximada 0,6309 [4, pag 113].

Peano por su parte encontré una curva descrita por longitudes que logran tener imagen en todo el plano,
la curva que llena el espacio es un fractal de dimensién fractal 2 [4, pag 87].

En este trabajo demostraremos algunas propiedades andliticas y topodlogicas del conjunto de Cantor,
Smith Volterra, haremos una curva que llene el espacio dada por ] Schoenberg y finalmente se ilustraran
con simulaciones en Sage.



Objetivos

Objetivo General

Estudiar algunos fractales clasicos del anélisis matematico elemental como lo son el Conjunto de Cantor,

el conjunto de Smith-Volterra y la curva que llena el espacio.

Objetivos Especificos

1) Encontrar los fundamentos tedricos del andlisis matematico que necesitamos para demostrar las

propiedades.

2) Analizar algunas de las propiedades analiticas y top6logicas del conjunto de Cantor y del conjunto
de Smith-Volterra y ademds estudiar un ejemplo de una curva que llena el espacio.

3) Simular los conjuntos y la curva que llena el espacio en un lenguaje de programacién para asi

comprobar cada una de las construcciones.



CAPITULO 1

Analisis del Conjunto de Cantor

George Cantor naci6 el 3 de marzo de 1845, en San Peterbusgo, Rusia, y muri6 el 6 de enero de 1918, en
Halle, Alemania. Gracias a sus investigaciones sobre los conjuntos infinitos, fue el primero en formalizar
la nocién de infinito bajo la forma de los nlimeros transfinitos (cardinales y ordinales) [3, pag 349].

El presente Capitulo se basard en el estudio de los fractales clasicos del andlisis matematico elemental
como especificamente el conjunto de Cantor y el conjunto de Smith-Volterra, donde se analizaran algunas
propiedades topolégicas y analiticas. Asi, se podrdn comparar observando semejanzas y diferencias de
cada uno de dichos conjuntos.

1.1. Conjunto de Cantor

El conjunto de Cantor fue propuesto por George Cantor en 1883 [4, pdg 18]. Se puede construir de dos

formas: geométricamente y usando la expansion ternaria.

Construccion Geométrica

Tomemos el intervalo [0,1] C R. Se divide y se elimina el tercio del medio, es decir quitdndole el inter-
valo (%, %) Luego quitamos de los dos segmentos restantes sus respectivos tercios [5, pag 45]. En otras
palabras,

Co = [0,1]
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N

oo B2 o

Continuamos asi sucesivamente y se obtiene una sucesién de conjuntos compactos Cj tales que:

a) CooCi DG D .y

b) Cy es la unién de 2 intervalos, cada uno de longitud 317

El conjunto

C= ﬂ Cr
k=0
donde
2k—1
Cr = U I]]'(
j=0
y . .
Ik = {J it 1}
] 3k/ 3k 7

se llama conjunto de Cantor.

Un conjunto C es cerrado en IR” si su complementario R” \ S es abierto. En particular, un intervalo cerrado
[2,b] de R es un conjunto cerrado [1, pdg 63]. Ademds la reunién de una coleccién finita de conjuntos
cerrados es cerrada y la interseccion arbitraria de cerrados es cerrada [1, pag 61]. Con este argumento y
de la siguiente manera se demostrard que el Conjunto de Cantor es cerrado como sigue.

Proposicién 1.1. [1, pdg 218] EI conjunto de Cantor es cerrado.

2k—1
Demostracion. Por definicién C = U I¥, cada I]’-c es cerrado y la unién finita de conjuntos cerrados es
j=0
oo
cerrada. Por lo tanto, para todo k € IN, Cy es cerrado y a su vez por definicion C = 1] C¢ y como Ces la
k=1
interseccién arbitraria de conjuntos cerrados por tanto C es cerrado. |

Para demostrar que un conjunto C es acotado si existe una bola que lo contenga, es decirexiste a € R, y
r > 0 tales que A C B(a,r) para el conjunto de Cantor tenemos que si r = 1 entonces B(a,1) C C por
tanto serd acotado. Los conjuntos compactos en IR” son caracterizados por el teorema de Heine-Borel de
acuerdo a [1, pag 72]. Que dice, si para un conjunto C C R se tiene que C es cerrado y acotado entonces
C serd compacto.
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Proposicién 1.2. [5, pdg 45] El conjunto de Cantor es compacto.
Demostracion. Como C es cerrado y acotado por el teorema de Heine Borel[1, pag 72] es compacto. u

Un conjunto de R se llama perfecto si C = C’, esto es, si C es un conjunto cerrado que carece de puntos
aislados. el conjunto de Cantor cumple estas hip6tesis como se demuestra acontinuacion.

Proposiciéon 1.3. [5, pdg 45] C no contiene ningiin punto aislado.

Demostracion. Sea x € C y M un segmento que contiene a x. Sea I, = | ]k el intervalo de Cy que contiene a
x. Si tomamos N € IN tal que n > N para que Iy C M y sea xy un extremo de Iy tal que xy # x. De la
construccién de C se deduce que x;, € C por lo que x es un punto de acumulacién y como x es arbitrario
se concluye que C no contiene ningtin punto aislado. u

C como expresion ternaria

Todos los ntimeros reales se pueden representar en varias bases, la mds empleada es la base decimal pero
una caracterizacién del conjunto de Cantor es usando expresion ternaria. Es decir, cada elemento del
conjunto C puede ser expresado en base 3 donde solo se utilice {0,2} como se verd a continuacion.

n
Proposicién 1.4. [1, pdg 218] x € C siy sélosi x = 21 g—z con ay, € {0,2}.
1=

J';li]

(e}
Demostracion. Vamos a demostrar la necesidad. Si x € C = ﬂ Ck en particular x € Ci. Sea I]Z‘ = 3

k=1
uno de los 2 subintervalos cerrados que ocurren en Cy. Se supone que la expansién ternaria tiene la

forma
0;“1“2 o« o o akﬁk+1ﬁk+2 o e

lo cual escribiendo la descomposicién aditiva de la base

L% ar | Pri1 | Pri2
371+372+"'+37k+3kﬁ+@+"':

Ahora, si se divide en tres partes iguales el intervalo [ ]k se obtiene

j—13j—-2 3j—2 3j—1 3j—1 j
3k 7 gk+l |7 | 3k+1 7 3k+1 | 7| 3k+1 7 3k

ya que
j=1, 1 _3-3+41_ 3j-2
3k 3k+1 3k+1 3k+1
j—1 2  3-3+2 3j-1
3k 3k+1 3k+1 o3kl
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De esta manera, fx;1 = O en []3;]{1, 33%12} donde se toma la expresién 0.aqa3 - - - 23022 - - - para el punto
?,(—112 en lugar de la expresion 0.aqap - - - 43100 - - - . Asi se llega que para (3311%12, iﬁ—:}) el Byy1 = 1y para
B]k—:ll, 3]—,(} el Bx11 = 2setiene la expresion 0.aqa; - - - 24200 - - - para “Z,]k—;l enlugardelaO.ajay - - - a;122-- - .

Por tanto al quitar el intervalo (?k—:lz, ‘;]k—;ll) el Bx+1 # 1.. Es decir, en los puntos con expansién ternaria

0.1 - - -ock1000 s

0.0(10(2 - ~(xk1222 e

puede tener otra respresentacion dada por
0.0(10(2 - 'Ock0222 s

0.061062 . -leZOOO e

respectivamente. Asf los elementos de Cy 1 tienen la expansion ternaria deseada.

n
. o
Ahora demostraremos la suficiencia. Supongamos que x = Z; 3—2 con o, € {0,2} y veamos que x €
ﬂ Ck, es decir, x € Cy para todo k € IN entonces basta demostrar que x € {3]—,{, ];r—kl
k=0
y sabemos que &, < 2 para cada n € IN. Si tomamos

} . En efecto, sea k € IN

J a1 & K 0 0
T A R e I v I
koA Xk
n 0‘7’!7
=t
y a su vez tenemos que
n
Kn
x:Z37
i=1
X1 [2%) 2573 2 2 2

IN
|
+
|
+
+

11
I =45t
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! 1% Ky 3
x_371+372+“+§+3kﬁ
g & a1
T
_J 1
3k T3k
_j+1
o3k
Por tanto,
o LY Lo a1 K e 1
xe[31+32+.”+3l<+”"31+32+”.+3k+3k]
Asi,

. 2%—1r . .

jojt1 jojtL)

velp i) U e ] e
]:

Como k es arbitrario entonces

xe()C=C.
u

Ningtin segmento es de la forma (315121 , 3’;;2) donde k y m son enteros positivos, tiene un punto en comdn

con C. Se demostrard que como todo segmento («, §) contiene a un segmento (3’%1, 3’;#) entonces C no

contiene ningiin segmento.

Definicién. [5, pag 45] Un conjunto S en un espacio métrico es totalmente desconectado si para algin par
de elementos distintos x, y € S, existen conjuntos separados Aconx € Ay Bcony € Btal que S = AUB.

Proposicién 1.5. [5, pdg 45] C es totalmente desconectado.

Demostracion. Para «, € R tal que o < B existe m € IN tal que,

L _fp-a 1.1)

€8]
3
)}

Por otro lado existe k € IN tal que

3k+1
3m
3"y —1

<k




CAPITULO 1. ANALISIS DEL CONJUNTO DE CANTOR 8

m m
entonces se escoge k = kyu = [24~1] + 1 el menor entero k tal que se cumpla k > 3“4=1. De est4 manera

1< 3"y —1
- 3
3k —
gm =4
Reemplazando en (1.1) se obtiene
6 3k—2
gu b <P
3k—2+6
g <P
3k+4
g <P
3k+2 3k+4
g < <P
entonces se concluye que
3k+1  3k+2
x < e 3 <B
Asi C es totalmente desconectado. |

Otra forma de ver que el conjunto de Cantor no contiene ningtn intervalo es por la expresién ternaria.
En efecto,

Proposicién 1.6. C no contiene ninguin intervalo.

Demostracion. Sea (a, ) C C con p < a'y tal que & = 0.a142a3 - - -(3) y B = 0.bybabs3 - - - (3) estdn descritos
en base ternaria y si tenemos ademds ay = by,ap = by, -+ ,a, = by y b1 > a,41 entonces el intervalo
(«, B) tiene un elemento de la forma

xo = 0.a1az - - - ayla, o

haciendo 4,43 = ay44 = -+ = byy3 = b4 = - - - = 0 luego es claro que xy no pertenece al conjunto de
Cantor por tanto («, ) ¢ C. ]

Otra de las importantes propiedades del conjunto de Cantor se enuncia primero con la siguiente defini-
cién. Un conjunto se dice que es infinito numerable si es coordinable con el conjunto de todos los enteros
positivos y ademds un conjunto es numerable si es o bien finito o bien infinito numerable. Un conjunto
que no sea numerable se llama no numerable [1, pdg 47]. Para demostrar que el conjunto de Cantor es no
numerable se necesita de la siguientes proposiciones

Proposicién 1.7. [5, pdg 43] Si un conjunto X tiene puntos de acumulacion entonces X es un conjunto infinito.
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Demostracion. Supongamos que X es un conjunto finito X = {xl,xz, vy xn} y parax; € Xseae; > 0
existe Be, (¥1) tal que BZ (x1) N X # @, y asi para x; € X sea €; > 0 existe B, (x;) tal que Bf (x;) N X # @.

Sie; = |x’;7x]| parai =1,2,3--- ,nconi # jentonces tomamos min{e;} por consiguiente B¢ (x;) N X = @

lo cual es una contradiccién. [ |

Ahora como ya se vio anteriormente que C es perfecto se puede ver la siguiente demostracion:

Proposicion 1.8. [5, pdg 44] Si un conjunto P C R* es perfecto, entonces P es no numerable.

Demostracion. Como P tiene puntos de acumulacién entonces por la proposicién anterior debe ser infinito.
Supongamos que P es numerable entonces se representan sus puntos por xq,xp, - - - y se construird una
sucesién {V;} de vecindades como sigue: Si x € P y U es un abierto en R tal que U N P # @ entonces
existe V vecindad en RF tal que:

a) VNP #Q
b) Vcu

c) x¢ V.
Ahora si se aplica lo anterior a un punto x; y U = IR para obtener la vecindad V; que satisface

a) VlﬁP;«éQ
b) V3 ¢ RF

o) x ¢ V1.
Si se aplica lo anterior a x; y V; para obtener la vecindad V, que satisface
a) VoNP#Q@

b) V, cW\;

Q) x2 & Vp.
De manera general, aplicamos a x,, y V;,_1 para obtener la vecindad V), tal que satisface

a) Vy,NP#Q
b) VnCVn—l

) x, & V.
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Como todo punto de P es un punto de acumulacién de P, hay una vecindad V.1 tal que

a) Vi1t NP #0
b) Vn+l CVau

Q) xp & Vg1,

Por a), V,,41 satisface la hip6tesis inductiva y puede realizarse la construccién. Se toma K, = V, NPy
como V,, es acotado por cada V-1 y ademads cerrado entonces Vn es compacto. Como x,, ¢ K,+1 ningtn

punto de P pertenece a ﬂ K;.Como K;; C P, esto significa que ﬂ K, es vacio. Pero todo K, es no vacio

n=1 n=1
(0]

por a) y ademés K11 C K, por tanto ﬂ Ky # @ lo cual es una contradiccion. u
n=1

Para asi asegurar que

Corolario 1.1. [1, pdg 218] El conjunto de cantor C es no numerable.
Demostracion. Directamente de la proposicion (1.8) como C es perfecto entonces C es no numerable. W

También emplearemos para demostrar que C es no numerable la representacién de los reales en base 3,
utilizando el teorema diagonal de Cantor que dice que todo conjunto que tenga un subconjunto infinito
numerable es necesariamente infinito. Con esto se puede describir un conjunto infinito como lo es C,
encontrando un subconjunto infinito numerable en él.

Proposicién 1.9. [5, pdg 32] Sea A el conjunto de todas las sucesiones cuyos elementos son los digitos 0 y 2. Este
conjunto A, es no numerable.

Demostracion. Sea E un subconjunto numerable de A y supongamos E es definido por las sucesiones
51,52,53 - - - Construimos una sucesién s de la siguiente manera: si en s, el digito en la posicién # es 2, ha-
cemos que él término n-ésimo de s sea 0, y viceversa. La sucesion s es diferente a E, ya que, cada elemento
de E difiere en al menos un lugar. Por tanto, s € E. Pero s € A ya que s estd escrito en términos de 0,2,
por lo que E es subconjunto propio de A. Con esto hemos demostrado que todo subcojunto numerable
de A es subconjunto propio de A. Asi A es no numerable porque de otro modo A serfa un subconjunto
propio de A, lo que es una contradiccién. |

La idea de la demostracién anterior se debe a George Cantor y se llama proceso diagonal de Cantor
quien la utiliz6 para probar que el conjuntos de los nimeros reales es no numerable demostrando que el
intervalo [0, 1] es no numerable suponiendo que es numerable y llegando a una contradiccion.

Corolario 1.2. C es no numerable.
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Demostracion. Se deduce directamente de la proposicion anterior si tomamos A como el conjunto de todos
los elementos del conjunto de Cantor escritos en expresion ternaria con 0, 2. u

Ahora todo conjunto numerable tiene medida cero. Pero hay conjuntos no numerables (de hecho, perfec-
tos) de medida cero. Puede tomarse por ejemplo C y ver que dicho conjunto tiene medida cero como se
haré a continuacién.

Definicién. [1, pag 207] Un conjunto S de niimeros reales posee medida cero. Si para cada € > 0, existe
un recubrimiento numerable de S por medio de intervalos abiertos, tales que la suma de sus longitudes
sea menor que €.

Si designamos a los intervalos por medio de (ay, by) la definicién necesita que

S C U (ak,bk) .
k

Z(bk —ak) < €.

k
Si la coleccion de intervalos es finita, el indice k recorre un conjunto finito. Si la coleccién es infini-

ta numerable entonces k ird de 1 a oo, y la suma de las longitudes estd dada por una serie infinita
) N

Y. (bx—a) =) (b —a) =0

k=1 k=1
Proposicién 1.10. [1, pdg 218] El conjunto de Cantor tiene medida nula.
Demostracion. Dado € > 0, existe k € IN tal que (%)k < €. Por la construccién del conjunto C existe una

sucesion de conjuntos disjuntos Cy cuya intersecciéon es C, donde cada Cy es la unién de una familia finita
2k

de 2 intervalos de longitud 3%( cada uno. si tomamos Iy = [ay, by] se tiene que C C Cy = U I;. Es decir,
i=1

que la suma de sus longitudes,

, k .
Asi (%) < €, entonces C es de medida cero. [ |

La siguiente proposicién es otra manera de ver que el conjunto de Cantor tiene medida cero.

Proposicién 1.11. [5, pdg 334] El conjunto de Cantor C tiene medida cero.

Demostracién. El complemento del conjunto de Cantor estd dado por C¢ : [0,1] — C y su medida seria

1 2 ® pi=1 ] @ /o\i
C—f — . = — —_
M) =3+ L 2.Z<3>'

9 i=1 i=1




CAPITULO 1. ANALISIS DEL CONJUNTO DE CANTOR 12

Sea

a-§

i=0
Esto es una serie geométrica con razén % < 1y por lo tanto converge a

1

Atl= =-=3

de donde A =3 — 1 = 2 y entonces
1
[ J— =
Ademas por definicién ([0, 1]) = 1 Por tanto,
u(C)=1—-pu(C)=1-1=0.

Ahora conocemos que el conjunto de Cantor es un fractal. Para encontrar la Dimension fractal [4, pag
113] sabemos el conjunto esta formado por dos divisiones que son semejantes al total y que son de razén

D D
1/3. En este caso, la potencia adecuada es: (%) + (g) = 1 entonces 3% y se tiene que 3P = 2 y por

tanto D = log32 = ;Z% ~ 0,6309---.

En resumen, se demostr6 que el conjunto de Cantor es cerrado, acotado por ende compacto. Sus ele-
mentos se pueden describir en base ternaria. Es perfecto, es totalmente desconectado, es no numerable
y ademds tiene medida cero. Si se consideran dos de sus propiedades: Que C es no numerable, en otras
palabras tiene tantos elementos como los reales y ademds C tiene medida cero, es decir, su medida es
como la medida de un punto esto es contraintituitivo.

Observando el conjunto gréficamente como en la Figura 1.1 se puede ver la construccién del conjunto de
Cantor hasta la iteracién 7. Es decir C; y ademds algunos de los puntos que pertenecen a C.
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[e, 1/27, 2/27, 1/9, 2/9, 7/27, 8/27, 1/3, 2/3, 19/27, 2@/27, 7/9, 8/9, 25/27, 26/27, 1]

Figura 1.1: El conjunto de Cantor nivel 7

1.2. Conjunto de Smith-Volterra

Similar al conjunto de Cantor se construye el conjunto de Smith-Volterra tal que el proceso consiste en
tomar el intervalo I = [0,1] en el primer paso se elimina el intervalo central de longitud 1. Es decir, se
quita un % a cada lado del punto central 3. Por ejemplo:

So =1[0,1]
- [2]

=02 ulZ 2ly|R 2,2,
27 T3 32° 32 32° 32 32’

y asi inductivamente se obtuvo una sucesién de conjuntos compactos S, tales que:

a) S0 D51 D5 D

b) Se elimina de cada uno de los 2¢~! intervalos restantes un subintervalo centrado en él de longitud

1
22k *

Si S, es una unién disjunta de intervalos S, = U [ar, by,
k

ay + by 1 ar + by 1
Snt1 = U <|:le, 2 22n+3:| U |: 2 + 22n+3’bk
k

se llama conjunto de Smith-Volterraa S = ﬂ Sn
nelN
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Proposicién 1.12. [1, pdg 72] S es compacto.

Demostracion. Por construccién como S es cerrado y acotado, por el teorema de Heine-Borel [1, pag 72] es
compacto. u

El conjunto de Smith-Volterra, al igual que el conjunto de Cantor, es un conjunto perfecto. En efecto,

Proposicién 1.13. [5, pdg 45] El conjunto de S es un conjunto perfecto. Es decir, es cerrado y todos sus puntos son
de acumulacién.

Demostracion. Dado cualquier x € S, entonces x € Sy para algtin k. En particular x pertenece a uno de los
intervalos de S;. Consideremos x; € S como el extremo mds cercano a x en este intervalo tal que xj # x.

Nosotros tenemos que
1

E.

Dado cualquier k nosotros podemos encontrar al menos un x; € S tal que |x — x;| < % y xx # x. Por lo

1
lx — x| < = <
22k

tanto x es un punto de acumulacién y como x es arbitrario se concluye que S no contiene ningtin punto
aislado. Es decir, todos sus puntos son de acumulacién y como es S es cerrado se tiene que S es perfecto.

El conjunto de Smith-Volterra no tiene ningtin intervalo contenido en él. Se demostrard como sigue:

Proposiciéon 1.14. [5, pdg 45] S es totalmente desconectado

Demostracién. Dado x,y € S con x < y por la propiedad arquimediana existe un n € N tal que |[x — y| <
2% como x,y € S, entonces x,y pertenecen a diferentes intervalos cerrados de S;. Sea I un intervalo
cerrado de S, que contiene a x se sigue que x € S,NIyy € S, — I yademds S, = (S, NI) U (S, —I).

Por lo tanto S es totalmente desconectado. [ |

Ya demostramos que el conjunto de Smith-Volterra es un conjunto perfecto, por ello se puede ver que es
también no numerable.

Proposicién 1.15. [5, pdg 44] El conjunto S es no numerable
Demostracion. Directamente de la proposicion (1.8) como S es perfecto entonces S es no numerable. W

Ya se sabe que todo conjunto numerable tiene medida cero. Pero hay conjuntos no numerables(de hecho,
perfectos) de medida cero como el conjunto de Cantor, y hay conjuntos que son no numerables, perfec-
tos, totalmente desconectados, que no contienen ningtin segmento pero que tienen medida positiva. El
conjunto de Smith-Volterra es un ejemplo de ello.



CAPITULO 1. ANALISIS DEL CONJUNTO DE CANTOR 15

smith Volterra
[e, 9/128, 11/128, 5/32, 7/32, 37/128, 39/128, 3/8, 5/8, 89/128, 91/128, 25/32, 27/32, 117/128, 119/128, 1]

Figura 1.2: Conjunto de Smith Volterra nivel 7

Proposicién 1.16. [1, pdg 307] El conjunto de Smith-Volterra S tiene medida positiva.

Demostracion. El complemento del conjunto de Smith-Volterra estd dado por S¢ : [0,1] — S y su medida

seria -
11 1
cy — = R - _— = =
M) =316 ;22n+2 2

Ademds por definicion p([0,1]) = 1 Por tanto,

pS) =1-u(s) =15 =

Ahora conocemos que el conjunto de Smith Volterra es también un fractal para encontrar su Dimensién
fractal [4, pag 113] como sabemos el conjunto estd formado por dos divisiones que son semejantes al total

D D
y que son de razén % En este caso, la potencia adecuada es: (%) + (%) = 1 entonces 2% y se tiene que

2P =2y por tanto D = l0gy2 = % =1

En conclusién el conjunto de Smith-Volterra puede verse a simple vista tener similitud con el conjunto de
Cantor pero en su andlisis tienen una diferencia muy importante que es su medida y que a diferencia de
C el conjunto S tiene medida positiva. En la figura 1.2 se encuentra la construccion grafica en el nivel 7,
es decir, Sy y alguno de los puntos que pertenecen a S.



CAPITULO 2

Curvas que llenan el espacio

Las curvas que llenan el espacio fueron creadas por el matematico Giuseppe Peano quien naci6 el 27 de
Agosto del afio 1858 en Cuneo, Italia. En 1890, publicé un articulo en el que expone la construccién de
una curva que tiene la propiedad de llenar todo el plano, es decir.

La construcciéon de las curvas que llenan el espacio se remonta al descubrimiento de George Cantor,
acerca de que el intervalo [0, 1] puede hacerse corresponder biyectivamente al cuadrado unidad. Surgié
entonces en aquel tiempo la pregunta de que si tal correspondencia podria ser continua, a raiz de esto se
buscé obtener una funcién continua y sobreyectiva de [0,1] en el cuadrado unidad y alli fue que Peano
construyo la primera curva que cumplia tales caracteristicas. Luego llegaron otros ejemplos como los de
D. Hilbert en 1891; Moore en 1900; Lebesgue en 1904, entre otros.

2.1. Convergencia

Definicién. [2, pag 33] Una sucesion (f,) de funciones converge a f si para todoe > 0y paran € IN
existe N € IN tal que sin > N entonces |f, — f| < €.

1

Por ejemplo, la sucesion (f,) = ( E) N convergente a f = 0. En efecto, dado € > 0 por la propiedad
n

arquimediana existe N € IN tal que 1/N < ey, paran > N, tendremos |% -0 = % < % <e.
Y también si tomamos la sucesion (fy),cn = (—1)" tenemos que no es convergente. En efecto, supon-
gamos que (f,) converge a f y si tomamos € = 1 para obtener N € N tal que | (—1)" — f| < 1 para

16
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n > N. Usando n = 2N tenemos |1 — f| < 1 de donde f > 0y también se tiene que n = 2N + 1 enton-
ces | —1 — f| < 1 entonces se deduce que f < 0 lo que es una contradiccion, asi (fy),cpn = (—1)" no
converge.

Teorema 2.1. [2, pdg 33] Si una sucesién (f,,) converge a f y también converge a g con f, g funciones entonces
f=g

Demostracién. Dado € > 0 por la definicion de convergencia existe N1, N, € N tales que |f;, — f| < §
paran > N1y |fu — g| < § paran > Np. Tomamos N = max{Nj, N, } entonces

€ €
f=gl=f =futfo—gl<|fa =fl+1fu—gl<5+5=¢
luego |f — g| < 0. Es decir, f = g. -

Si tenemos una sucesién dada (f,,) y se forma una nueva sucesién como sigue:

= fitt fam Y fi
k=1

paran =1,2,3,.-- dado esto se tiene la definicién:

Definicién. [1, pag 226] Si tenemos una sucesion dada (f) le asociamos una sucesion (s, ) donde:

= fitot fa= Y fi
k=1

paran =1,2,3,:-- asy, sele llama sumas parciales de la serie y notaremos

o0 n
Y fie=1lim ) fi
k=1 k=1

n—o0

como la serie infinita.

Si la sucesioén s;; converge a s, este se llama suma de la serie y se escribe

S = i fk'
k=1

Por ejemplo, si tenemos un ntimero a escrito en su desarrollo decimal infinito como 0.apa14; - - - entonces
la serie ) — converge en a.
= 10

(e (o)
Por otro lado, se dice que una serie s = ) _ f; converge absolutamente cuando la serie s = Y _ [fi] es
k=1 k=1
(o) [e)
convergente. Y se dice que converge condicionalmente sis = ) _ f; converge peros = Y _ |fi| diverge.
k=1 1k:l

Ademds, si se tiene que |x| < 1la serie 1+ x+ x>+ -+ converge y tiene suma 1 y si x| > 11]a

serie diverge. Esto es la serie geométrica [1, pag 232]. Ahora veremos lo que es convergencia puntual y
uniforme como sigue:
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Definicién. [1, pag 268].
a) Una sucesion (f,) de funciones converge puntualmente a un conjunto A si para cada € > 0 existe
un N, ) € N se tiene que si n > N entonces |f,(x) — f(x)| <e.

b) Una sucesion (f,) de funciones converge uniformemente a un conjunto A si para cada € > 0 existe
Ne € N tal que sin > N entonces |f,(x) — f(x)| < € para cada x € A.

Tenemos que la convergencia uniforme implica la convergencia puntual pero la convergencia puntual no
implica la convergencia uniforme ya que si por ejemplo, tomamos la sucesién f;, para todon > 1

nx si ngg%
fa(x) =< 2—nx si lgxg%
0 si %ngl

entonces f, converge puntualmente. En efecto, lim f, (x) = 0y si fijamos un x # 0 en el intervalo [0, 1],
existe 9 € NN tal que para todo n > ng se tiene que f(x) = 0, y por tanto, nlglc}ofn(x) = 0. Lo que
quiere decir, para todo x € [0,1] el nlglc}o fu(x) = f(x) con f(x) = 0, asi f,(x) converge puntualmente.
Sin embargo f, no converge uniformemente ya que, para € = 1 existe N € IN tal que si n > N entonces
|fu(x) — f(x)| < 1 para cada x € [0,1]. Tenemos también |f,(x) — f(x)| < 0 para todo x € [0,1] por la
convergencia puntual y 1 # 0. asi f,, no converge uniformemente.

El siguiente teorema es conocido como el criterio M-Weierstrass que es un resultado de la convergencia
uniforme.

Teorema 2.2. [1, pdg 272] Sea M,, una sucesién de niimeros no negativos tales que
0< |fu(x)] <My
paran =1,2,3,- - - ycada x en un conjunto A. Entonces Y, f,(x) converge uniformemente en A si 'y, M, converge.

Ademas el siguiente teorema nos serd de ayuda en la siguiente seccién.

Teorema 2.3. [1, pdg 272] Supongamos que Y fo(x) = f(x) uniformemente en un conjunto A. Si cada f, es
continua en un punto xo € A, entonces f también es continiia en x.

2.2. Curvade l.J Schoenberg

Peano en 1890 encontré una curva sobre R que pasa por todos los puntos del cuadrado [0,1] x [0,1]. El
siguiente ejemplo se debe a I.]. Schoenberg [1, pag 272]:
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0.8

0.6

0.4

0.2

0.5 1 1.5 2

Figura 2.1: Funcién ¢

Sea ¢ una funcién definida en el intervalo [0, 2] como se muestra en la figura 2.1 por medio de:

0 si 0<t<}i
3t—1 si 1<t<3
Pp(t) =4 1 si 2<t<4%
—3t+5 si 3<t<3
0 si 3<t<2.

Luego se extiende la definicién de ¢ a todo R por medio de la ecuaciéon

¢t +2) = ¢(t)

¢ es periddica de periodo 2 y se puede ver en la Figura 2.2. Ahora se definen dos funciones fj, fo por
medio de dos series asi como se muestran en la Figura 2.3.

00 2n—2
f =y 20
n=1
y 0o 4)(32"7115)
HOEDY o
n=1
Es decir,
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Figura 2.2: Funcién periddica

3 5
iy = 200 9@ 9

Ambeas series convergen absolutamente para cada real ¢ y su convergencia es uniforme en R. En efecto,
dado |¢(t)| < 1 para todo ¢, aplicando el criterio de M de Weierstrass haciendo M,, = 5. Como ¢ es
continua en R el teorema 2.3 dice que si f1, f, son también continuas en RR. Sea f = (fi, f2) y I' la imagen
del intervalo unidad [0, 1] por medio de f. Se debe demostrar que I’ llena el cuadrado unidad, es decir,
I'=1[0,1] x [0,1].

Proposicion 2.17. T = [0,1] x [0, 1]

. = 1
Demostracion. Se sabe que 0 < f1(f) < 1y 0 < fp(t) < 1 para cada t ya que ZO = 1. Luego I es
o

subconjunto de [0,1] x [0, 1]. Ahora se debe probar que para (a,b) € [0,1] x [0, 1]7esta’1 en I'. En efecto, si

escribimos
(o] ay
a = Z 27
n=1
y
(o] bn
n=1

en donde cada a,, b, es 0 0 1, es decir, cada nimero escrito en base binaria. Sea ahora
[e)
Cn
c=2) =
n=1

— 1
Donde ¢y, 1 =apycyy =bsconn=1,2,---,esclaroque 0 < ¢ < 1yaque?2 2137 = 1. Hay que ver
n=

fi(c) = ay fa(c) = b sise puede mostrar que
$(3%c) = cr1 @.1)

para cada k = 1,2,3,- - - entonces se tendra que ¢(3%"2c) = cp,_1 = an y ¢(3%""Ic) = ¢y = by y esto
dard fi(c) = ay fa(c) = b. Para demostrar (2.1)

k 00
C C
3kc =2 Z n;ik +2 Z niik
n=1 3 n=k+1 3
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G}
0.8

"
0.6

L
0.4

0.2
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0.3

0.2

01f

(a) Iteracion 2

(b) Iteracion 3

(c) Iteracion 5

Figura 2.3: Iteraciones fi, f>
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En donde dj =2 Z ”+k y ya que ¢ tiene periodo 2 entonces

¢(3kc) = p(2r + dy)
= ¢(dy).

Si Cyy1 = 0 entonces
(e )

0<dk_22C”+k< i% 3

Por la definicién de ¢ se tiene que ¢(dy) = 0 por consiguiente ¢(3kc) = 0 = ¢, Ahorasi Ciyq = 1
entonces
0<

WIN

Sd=2) = Z +2Z""+’<<3
n=1

Por la definicién de ¢ se tiene que ¢(d;) = 1 por consiguiente ¢(3*c) = 1 = c;, ;. Asi, queda demostrado
que
$(3“c) = cip1.

Es decir,

n=1 n=1 n=1
S o3 S b
po=y ) —y oy iy
n=1 n=1 n=1

En la figura 2.4 se puede ver algunas de las iteraciones de la imagen de las funciones fj, f, y asi es que se
representa la curva que llena el espacio.

Conocemos que la curva que llena el espacio es un fractal para encontrar la Dimension fractal [4, pag 113]
_log2

log(\/Z

entonces tenemos que D = log NG 2=
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0.1

02 03 04 05 06 07

(a) Iteracién 3

0.8

0.6

0.4

0.2

(d) Iteracion 8

0.4 0.6 0.8 1

(e) Iteracion 9

0.2 0.4 0.6 0.8

(f) Tteracion 10

Figura 2.4: Iteraciones Space Filling Curve

23



CAPITULO 3

Conclusiones

. Podemos concluir que existe un conjunto con tantos puntos como un segmento(o una recta) pero su
longitud(medida) es nula, tanto como la de un punto. (Conjunto de Cantor)

. Existe un conjunto con la cardinalidad de los reales pero que no tiene ningtin segmento en él y
ademads de longitud(medida) positiva. Es decir, es un conjunto que tiene longitud pero no tiene
ningtn segmento. (Conjunto de Smith-Volterra)

. Los fractales no se pueden describir con la geometria euclidiana y siempre encontramos una auto-
similitud en cada uno de ellos.

. En general sabemos que las curvas por ser unidimensionales es imposible que cubran un 4rea. Sin
embargo las curvas que llenan el espacio son capaces de llenar un espacio o cualquier regién del
plano en este caso el cuadrado unidad.

24
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Cantor Set

#cantor
def cantor(n):
if n==0:

if n>0:

x=[0,1]

return x

w=cantor (0)

for i in [1..n]:
x=[0..27(i+1)—-1]
for j in range(len(w)):

x[jl=wljl
#print(x)
c=len (w)
#print(c)
for j in range(len(w)):
if joR ==1:
continue
else:
p=wljl+w[j+1]
x[c]=(p*37i+1)/(2%3"i)
x[c+1]=(p*3Mi —1)/(2%371)
c=c+2
#print(x)

for i in range(len(x)):
for j in range(len(x)—1):
if x[jl>x[j+1]:
aux=x[j ]
x[j1=x[j+1]
x[j+1]=aux
#print(x)

25
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W=X

return x

def graficar2(n):
g=line ([(0,0) ,(0,0)1)
f=point ((0,0))
for i in [0..n]:
for j in range(len(cantor(i))):

f=f+point ((cantor(i)[j],i))
q=2"(i+1)
j=0
while j<q:
g=g+line ([(cantor(i)[j],i), (cantor(i)[j+1],i)])
j=j+2

print ("Cantor")

print cantor(n)

return f+g

show(graficar2(7) ,axes= False)
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Smith-Volterra Cantor

27

# Smith Volterra
def s(n):

if n==0:

if n>0:

#s(0)
def graficarl(n):

x=[0,1]
return x

w=s(0)
for i in [1..n]:
x=[0..27(i+1)—-1]
for j in range(len(w)):

x[jl=wl[j]
#print(x)
c=len (w)
#print(c)
for j in range(len(w)):
if joR2 ==1:
continue

else:
p=wljl+w[j+1]
x[e]=(p*(2) A(2#i)~1)/ (27 (2%i+1))
x[c+1]=(p*(2) "(2xi)+1) /(2N (2%1+1))
c=c+2
#print(x)
for i in range(len(x)):
for j in range(len(x)—1):
if x[jl>x[j+1]:
aux=x/[j]
x[jl=x[j+1]
x[j+1]=aux
#print(x)
w=x

return x

g=line ([(0,0) ,(0,0)1])
f=point ((0,0))
for i in [0..n]:
for j in range(len(s(i))):
f=f+point ((s(i)[jl,i))
q=2"(i+1)
j=0
while j<q:
g=g+line ([(s()[j1,i), (s(i)[j+11,i)])
j=j+2
print ("Smith Volterra")
print s(n)
return f+g
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show(graficarl (7) ,axes= False)
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Space Filling Curve

var('k, n, N’)
f = Piecewise ([[(0,1/3),0], [(1/3,2/3),3xx — 1], [(2/3,4/3),1], [(4/3,5/3), =3xx + 5], [(5/3,2)
,011, x)
def ff(x):
if (x >> 0 and x<= 1/3):
return 0.0
elif (x>=1/3 and x<=2/3):
return 3xx — 1
elif (x>=2/3 and x<= 4/3):
return 1.0
elif (x>=4/3 and x<=5/3):
return —3xx + 5
elif (x>=5/3 and x<=2):
return 0.0
else:
return 0.0
def phi(x):
k = floor((2 + x)/2) — 1
newx = x — 2xk
return ff (newx)
plot(£ff,(0,2))
plot(lambda x: phi(x),(—4,10), aspect_ratio = 1)
def f_1(x, N):
g=20
for i in range(N):
g = g + phi(B#%(2xi—2)%x)/(2%x1i)
return g
def f_2(x, N):
g=20
for i in range(N):
g =g + phi(Bx*(2%1i—1)xx) /(2%x1i)
return g

@interact
def _(n = slider(2,8,1)):
dibl = plot(lambda x: f_1(x, n) ,(0,1), aspect_ratio = 1, plot_points = 300)
dib2 = plot(lambda x: f_2(x, n) ,(0,1), aspect_ratio = 1, plot_points = 300, color =’
green’)
show (dib1l + dib2)

@interact
def spacefillingcurve(n = slider(3, 10, 1), pts = 500):
a = parametric_plot([lambda x: f_1(x, n), lambda x: f_2(x, n)], (0, 1), plot_points = pts,
aspect_ratio = 1)
show (a)
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