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INTRODUCCION

Podemos enmarcar el problema de la cuerda vibrante y su desarrollo en los siglos XVII, XVIII y XIX. El
matematico ingles Brook Taylor (1685-1731) fue el primero en dar una soluciéon formal, aunque errénea,
del problema de las cuerdas vibrantes. Este problema se plantea como una ecuacién con derivadas parciales

de segundo orden de la forma

Pu  ,0%
— =a—.
ot? ox?

Posteriormente D’Alembert y Euler en 1747 establecen una solucion general de la siguiente manera,
u(z,t) = f(x +t)+ g(x — t); donde f y g son funciones arbitrarias.

La confusion se acentu6 cuando Daniel Bernoulli [1753] afirma, por razones fisicas, que una solucion general

de la ecuacién de onda podria ser expresada por una férmula, la serie trigonométrica infinita

u(z,t) = Z ap sin(nmwz/L) cos(nrat/L).

n=1

Sin embargo, Daniel Bernoulli no dio ningtin método para el célculo del coeficiente a,,. Para ese entonces
dichas solucién no podia ser la misma que la solucion de Euler y D’Alembert. Ahora sabemos que su
intuicion era correcta y que la forma de la ecuacion de onda es representable por una serie trigonomeétrica.
Sin embargo, esto se consigue hasta entrado el siglo XIX cuando gracias a los trabajos de de Lagrange
(1759) y Fourier (1807) se consigue una comprension clara de las series trigonométricas. Logrando asi

establecer que las dos soluciones coinciden.

Este trabajo de desarrolla esencialmente en cuatro capitulos. En el primer capitulo se encuentran algunos
preliminares del analisis funcional tales como derivada de Frechet y Gateaux, espacios LP, espacios de

Sobolev, funciones convexas, topologia débil, entre otras. Los resultados aqui presentados en su mayoria se



presentan sin demostracion a menos que sean de vital importancia para nuestro proposito, esto con el animo
de no extendernos en el trabajo.Las demostraciones podemos encontrarlas en los diferentes libros que se
relacionaron en la bibliografia. En el segundo capitulo se desarrollan los conceptos generales de la ecuaciéon
de onda y el problema homogéneo. En el tercero se desarrolla el problema no lineal y algunos estimadores
para el operador 00 y (0~ !.Finalmente se desarrolla en el capitulo cuatro el Teorema fundamental de este

trabajo que demuestra la existencia de una solucién débil no trivial al problema planteado



CAPITULO 1

PRELIMINARES

1.1. Derivada de Fréchet

Sean X, Y, Z espacios de Banach, con norma notada en ambos || - ||.

Definiciéon (Derivada de Fréchet). Sea U C X un conjunto abierto, xg € U; decimos que f : U — Y es
Fréchet Diferenciable (o F-diferenciable) en xg, si existe A € L(X,Y), tal que

f(zo+h) = f(xo) = A(h) + o([[]]),
donde r(h) = o(||h]|) es tal que

O
SR T

A = f'(a) es llamada la F—derivada de f en 2 y a la funcion r(h) se le denomina el resto de la diferencial.

Si F' es F—diferenciable en cada punto de U 'y x — f’(x) como funcion de U en L(X,Y") es continua en xq,
entonces decimos que f es continuamente diferenciable en xg, y si f es continuamente diferenciable en cada
punto, entonces decimos que f es continuamente diferenciable sobre U (f € C'(u,y)). Ademas en la defini-
cion se entiende que como zy € U y U es abierto, existe r > 0 tal que B, (xg) = {z € X : ||z—ao|| <r CU}.
Luego si h € X es tal que ||h|| < r entonces zo + h € U.

Es conveniente escribir la condicién de ser F'—diferenciable en z¢, de la siguiente manera:

f(ao +h) = f(zo) = A(h) + p(h)|[4l|,  donde lim p(h) = 0.



lo que es equivalente a decir

=0.
h—0 IA|l

1.2. Derivada de Gateaux

Definiciéon (Derivada de Gateaux). Sea U C X un conjunto abierto, xog € U; decimos que f : U — Y
es Gateaux Diferenciable (o G-diferenciable), si para todo h € X, existe df (xo,h) € Y tal que

[f (o + th) — f(xo) — tdf (zo, h)|| = o(t),

donde t — 0, para todo (xo + th) € U. Llamamos a df (zg, h) la G—derivada de f en xo.

La definicién anterior equivale a decir que

L fo - th) — f(xo)

t—0 t

existe.

Si f es G—diferenciable en g, entonces df (xg, h) se determina de manera tunica debido a la unicidad del
limite.

Veamos algunos resultados importantes tomados de [6, p.23] que relacionan el hecho de ser F'—diferenciable

y G—diferenciable:

Teorema 1.1. Si f es F—diferenciable en xq, entonces f es G—diferenciable en xg, con df(xzg,h) =
f'(zo)h, para todo h € X.

El reciproco del teorema anterior no es siempre cierto, veamos la condicién necesaria para que esto se de:

Teorema 1.2. Supongase que f : U — Y es G—diferenciable, y que para todo x € U, existe A(x) €
L(X,Y) que satisface que df (x,h) = A(x)h para toda h € X y ademas la funcion

fU  —  LX)Y)

x — Ax)

es continua en xg, entonces [ es F—diferenciable en xg, con f'(x¢) = A(xo).

Demostracion. Ver por ejemplo [6, p. 3]. |



1.3. Los espacios L?

En lo que sigue, Q designa un abierto de R™ dotado de la medida de Lebesgue. Supondremos que se esté
familiarizado con nociones de funciones integrables y funciones medibles; ver, por ejemplo [3]. Se designa
L1(Q) el espacio de las funciones integrables de Q en R. Cuando no hay ambigiiedad se escribe L! en lugar
de L'(Q), y [ f en lugar de [, f(x)dx. También se usa la notacion

Il = Jo lf(@)ldz = [|f].

Como es habitual, se identifican dos funciones de L' que coinciden c.t.p. (son iguales excepto en un conjunto
de medida cero ).

Definicién. Sea p € R con 1 < p < oo; se define

LP(Q) ={f:Q— R: f medible y |f|P € L*(Q)}

Il = | [ @] "

L*(Q) ={f: Q@ — R; f medible y existe una constante C tal que |f(z)| < C c.t.p. en N}

y se nota la norma como

Definicion. Se define:

con la norma

[|fllre = Inf{C;|f(z)| < C c.t.p en Q}.
Nota. Si f € L™, entonces |f(z)] < ||f||~ c.t.p en Q.

Definicion. Sea 1 < p < 00; se dice q el exponente conjugado de p si

S4s=1
poq

Teorema 1.3 (Desigualdad de Holder). Si f € LP y g € LY, donde p > 1, q y p exponentes conjugados.
Entonces fg € L y||fgll < I|fllzellgllza-

Demostracion. Ver por ejemplo [3, p. 56]. [ ]

Teorema 1.4 (Desigualdad de Minkowski). Si f y h son funciones en LP, p > 1, entonces f + g estdn
en LP y
Lf + Rllze < [Ifl[e + [IR]]e-

Demostracion. Ver por ejemplo [3, p. 57]. |



1.4. Espacios de Hilbert
Definiciéon. Sea H un espacio vectorial. Un producto interno (u,v) es una forma bilinial de H x H en
R, simétrica, definida positiva, es decir (u,v) > 0,Yu € H y (u,u) > 0 si u # 0.

Teorema 1.5 (Desigualdad de Cauchy Schwarz). Si H es un espacio vectorial con producto interno,

entonces es valida la siguiente desigualdad

|(u,v)| < (u,u)"?(,0)"?  Yu,v e H.

Demostracion. Ver por ejemplo [5, p. 7] |

Definiciéon. Un espacio de Hilbert es un espacio con producto interno (H,(-)) que es completo para la

norma definida por ese producto interno.

1.5. Espacios de Sobolev

En el resto de este tema, € denotara un abierto no vacié de RY, p € R, con 1 < p < oo.

Definiciéon. Sea ¢ € C(Q2). Llamamos soporte de ¢ (denotado supp ), a la adherencia del conjunto
{2 € Qyp(z) # 0}

El conjunto supp ¢ es un cerrado contenido en .

Definicion. Diremos que la funcidn ¢ tiene soporte compacto si el conjunto supp ¢ es compacto. Para el

caso nuestro este serd un cerrado y acotado por el Teorema de Heine-Borel [5, p. 27].

1.5.1. Concepto de derivada débil

Definicion. Sea u € L, (), decimos que g; € L}, .(Q) es la derivada débil de u con respecto a x; si

/u&p dm:—/ gipdr Vo € CHQ) (1.1)
o Oz Q

0 0 0
Nota. g; = —u, Vv = —u, e % ). La funcién v; es Unica.
83% 8951 aSL’N

1.5.2. Los Espacios de Sobolev W'?(Q), H'(Q), W, ?(Q), H}(Q)
Definicién. El espacio de Sobolev WP (Q) es definido por:

g1, ..., gn € LP(Q) tal que
WhP(Q) =< ue LP(Q) / (1.2)

“%Z—/gm Voe CX(Q) Vi=1,..,N
o 0w



En otras palabras W1P(Q) consiste de todas las funciones u € LP() tales que para cada i = 1,..., N existe

0
la derivada débil con respecto a x; y au e Lr(Q)).

X

Se define el espacio

HY'(Q) = Wh2(Q). (1.3)

El espacio WP(Q) esta equipado con la norma

Y| ou
ullwrr = Tullp +Z 9z, || (1.4)
i=1 p
la cual es equivalente a la norma
N 1/p
ou ||” )
<||u|£ + Z oz, ) sil<p<oo. (1.5)
i=1 p
Nota. || ||, = || - ||zr v seguira siendo notada asi en adelante.
El espacio H!(f2) es equipado con el producto escalar
N N
Ju Ov ou v
_ f Zr 2 = 1.6
(u,v) 2 (u,v)Lz—i—;(axi,axi)LQ /qu—l—;awiaxi (1.6)
y la norma asociada es:
ou

8(Ei

N o\ 1/2
[l = <|u||§+z > : (L.7)
i=1 2
Proposicién 1.1. El espacio W1P(Q) es un espacio de Banach para 1 < p < oo.

Demostracion. 1. ||+ |lwi.r es una norma.

i) Sea u € WP(Q), entonces u € LP(Q) y ademas % € LP(Q), asi ||ul[, >0y ||37“|| > 0 luego
||UHW1,p Z 0

ii) Supongamos ||u||,1.» = 0 entonces

ou
61‘i

N
lull, +>
=1

como los dos miembros de la ecuacion (1.8) son términos no negativos se tiene que ||ull, =0y

N
Y 5

=0 (1.8)

» =0. Como || - ||, es una norma entonces debe ser u =0 c.t.p en €.



iii) Sean u € WLP(Q), A € R.

N o
Dl = [l + 30|22
i=1 vip
N
ou
= [Allfullp +[Al Z oz,
i=1 p
= Wil
porque || - ||, es una norma y |A| es constante en la suma.
iv) Desigualdad triangular.
Sea u,v € WHP(Q).
N
O(u+v)
llu+olwre = ||U+U||p+z o (1.9)
i=1 T P
N
Ou  Ov
= 1.10
kol + 3 | + (1.10)
i=1 p
N N
ou Ov
<l + llell+ 3 |||+ |5 (111)
i=1 p =1 p
= lullwre + [[ollwr (1.12)

en donde se aplico la desigualdad de Minkowski para pasar de 1.10 a 1.11. En conclusién

[lu+vllwre < ||ullwre +|v|lwie ¥ por lo tanto queda demostrado que || - ||y1.» €s una norma.

2. WLP(Q) es completo.

Ouy,

Sea (un)pen una sucesion en WP entonces (un)nen ¥ (922 )nen (1 < @ < N) son sucesiones de
Cauchy en LP(2).

Como LP(2) es un espacio de Banach (Teorema de Fischer—Riesz)[4, p. 93], existen u, uq,...,uy €
LP(Q) tal que:

u, — u € LP(Q) (1.13)
ouy,

al’i

Por lo tanto, bastara ver que u € W1P(Q), 68;. =u; (i=1,...,N).

s e LP(Q) (i=1,..,N). (1.14)




En efecto, sea ¢ € C2°(Q2), entonces:

u Op = lim [ u, 0 dz (1.15)
q O n—oo [q x;
= — lim au"gp dz (1.16)

= —/u,;(p dx (1.17)
Q

donde se hizo huso del Teorema de Convergencia Dominada [4, p. 90] en (1.15) y también se aplica
la hipotesis de que (u,)nen es una sucesion en W1HP(Q).

De esta manera u € WHP(Q) y u,, — u en WP(Q) que es precisamente lo que se queria mostrar.
]

Nota. De la proposicion anterior se deduce que, H*(£2) es un espacio de Hilbert.

Definicion. Sea 1 < p < oo, denotamos por Wy () a la clausura de C°(Q) en WHP(Q). De igual modo,
denotamos:

HL(Q) = Wy 2(Q). (1.18)

El espacio W, *(Q) es equipado con la norma de W1P(2) (1.4) y el espacio Hg(2) es equipado con el
producto escalar de H'(2) (1.6).

Ejemplo. Sea I = (—1,1). Compruebe que
1
i) La funcion u(z) = §(|x| + ) pertenece a WP (I) para todo 1 < p < oo y que u' = h donde

1 st0<z<1
h(z) = =
(z) { 0 si —1<az<0.

i) La funcion h no pertenece a WHP(I) V << p < oo .
Solucién:

i) Tenemos que
whP(I) = {u € LP(I); 4g € LP(I) tal que /ugp’ = —/gu Yo € C’i([)}
I I

Dado que toda funcion continua es medible tenemos que u(z) es medible.

Podemos expresar u como sigue

u(z) =

0si —1<zxz<0
rsi0<z<l. '

Ademés



/ o) Pde /_ 01 lu()[Pdz + /O (o) Pde

1
0 1
= /Opdx+/ rPdx
1 0
1
= /:cpd:r
0

AR

T prn -

Por lo tanto v € L?(I).

resta ver que para h = u’

Esto es

Il
|
S—
i

S
—~

S
S—
joH

X

Il
|
S—
2.
>
—

8
N~—
BS)
—

K
S—

jSH

8

Asf que u € WhHP(I).

ii) Para demostrar que h no pertenece a WHP(I) V << p < oo basta encontrar una funcion ¢ € C1([)

/Ihw#—/lg%

tal que

En efecto, sea ¢ € C}(I) entonces

1 1
[ = [ edn =) - 60) =400
-1 0
porque ¢ es de soporte compacto.

Por lo tanto si existiese ¢ = h’ tendria que ocurrir

10



Jao=e) veeci,
Tomando ¢ tal que ¢(0) =0, g =0 c.t.p en I pero si ¢(0) # 0 entonces no se cumple la igualdad y

asi h no pertenece a WhP(I) V << p < oc.

1.6. Espacios de Holder Continuas

Denotamos con M a la variedad producto [0, 7] x T, identificable con Q y definimos en M, el espacio de
las funciones Holder continuas de orden « € (0, 1) como el conjunto de todas las funciones u € C'(M) tales

que

lu(z,t) —u(y,s)| . ) . ) o
-yl s Bt ws) My (@67, )}<

|u|ce := sup {(

Dotamos a C'% con la norma

lulloe = llullze + [ulca-

Con la norma ||u||ca, C* es un espacio de Banach (ver demostracion por ejemplo en [7, p. 6-8]).

1.7. Funciones Convexas Conjugadas

Consideremos funciones ¢ definidas sobre un conjunto X y con valores en 8 — 0o, +o0]; es decir ¢ puede

toma el valor de 400, pero el —oco queda excluido. Se designa con D(p) el dominio de ¢ es decir el conjunto

D(p) ={x € E;p(z) < 400} (1.19)
Definicion. Definimos el epigrafo de ¢ como el conjunto
epi o = {[x,\] € E x R;p(x) < A} (1.20)

Se supone ahora que X es un espacio topoldgico.

1.7.1. Semicontinuidad Inferior
La instauracién de la teoria de funciones de variable real por parte de Baire, Borel y Lebesgue, a comienzos

del siglo veinte, dio lugar simultdneamente a la introduccién de nociones mateméticas designadas por pro-

piedades topoldgicas radicalmente nuevas. Estas nociones se convertirian en objetos naturales del “nuevo

11



analisis” en la medida que los matematicos fueron descubriendo que sus propiedades tenian aplicaciones
fecundas en varios campos matematicos. Una de estas nuevas nociones fue la “semicontinuidad”; la cual, en
un principio, aparecfa como una simple nocién auxiliar utilizada en la demostracion de los teoremas que
caracterizaban las funciones de las clases de Baire ([10, p. 78]). Hoy sabemos que la nocion de semicon-
tinuidad ha sido considerada en diversas conceptualizaciones del analisis clasico y del analisis funcional.
En nuestro trabajo el concepto de semicontinuidad constituye el soporte teérico usado por Fréchet para

definir y caracterizar la transformada de Fréchet.

Definicion. Sea (X, T) un espacio topoldgico, y sea ¢ : X — (—o00, +00]. La funcion ¢ se dice semicon-
tinuo inferiormente(s.c.i.) en xqy si la imagen inversa de cualquier semiabierto de la forma (r,+o0], con

o(xg) € (r,+00] contiene un abierto U C X que contiene a xg.

FEsto es:

o(x0) € (r,+00] = U € 1320 € U C 5 (r, +] (1.21)

Como en el caso de la continuidad, una funcién ¢ es semicontinua inferiormente sobre un espacio topolégico

X, si esta es semicontinua inferiormente en cada punto de X.

Se presentan algunos hechos elementales conocidos sobre funciones semicontinuas inferiormente los cuales
fueron tomados de [4, p. 10-11]

Proposicion 1.2. Si ¢ es s.c.i., entonces epi ¢ es cerrado en V X R y reciprocamente.
Proposicion 1.3. Sea (X,d) un espacio métrico , un funcional ¢ : X — (—o00,+00] es semicontinuo
inferiormente en el punto xg € X si

o(xo) < liminf p(x).

T—xTo

Demostracion. Supongamos ¢ semicontinua inferiormente en xy € X.

Tenemos que

lim inf = su inf ).
T—=T0 r>1(t)) z inB,(xo) QO( )

Por la definicién de semicontinuidad inferior, para cada e > 0, existe r. (depende de €) tal que
p(zg) —e < p(x) Va € B, (x0)

To) — €< inf T
pleo)—e<__int  o(r)

esto implica que

12



o(zp) <sup inf ()
r xEB,(x0)

es decir
o(zo) < liminf p(z).
T—T0o

Si suponemos ahora que ¢ no es semicontinua inferiormente en xg, es decir para cada t < ¢(zp) y cada
r > 0, existe un 2’ € B, (xo) tal que p(z’) < t.

Ahora, para cada r > 0,
inf o(x) <t

€ By (o)
Pero,
t<p(xg) <sup mnf @z)<t
r>0 E€EB(xg)
lo cual es absurdo, por lo tanto ¢ debe ser semicontinua inferiormente. |

El siguiente teorema nos proporciona la condicién necesaria para que una funcion sea semicontinua infe-

riormente por sucesiones:

Teorema 1.6. Si (X,d) es un espacio métrico y ¢ : X — (—o00,400| una funcion, entonces ¢ es

semicontinua inferiormente si y solo si la sucesion convergente (Tn)nen en X implica que
o(limz,) < liminf p(z,).
El Teorema 1.6 nos indica que ¢ es secuencialmente semicontinuo inferiormente.

Demostracion. Prosigamos como sigue:

i) Supongamos que ¢ es semicontinua inferiormente y que x,, — x¢. Es decir, si t < ¢(xq), por ser ¢

semicontinua inferiormente %(L oo] € 7.

Como ademas zg € ?(t, oo] y &, — xo entonces, existe Ny tal que si n > Ny entonces z,, € ?(t, o).
Esto es, si n > N; entonces p(z,) > t.

Lo anterior implica que lim inf ¢(x,,) > t. Pero esto es verdad para todo t < ¢(xg) asi que

o(xo) < liminf p(x,).

13



ii)

Supongamos ahora que z, — zo y que ¢(xg) < liminf(z,) y veamos que ¢ es semicontinua

inferiormente.

En efecto, sea t € Ry sea U = S5(—00,t). Si zp € U, existe una sucesién (x,) en U tal que
x, — xg. Por hipotesis tenemos que p(zo) < liminf ¢(x), entonces, por la definicion de U se tiene
que p(z,) <t Vn € N. Luego p(x¢) < t.

Es decir 2y € U lo que muestra que U = U por lo cual U es cerrado y su complemento X — U sera

abierto, pero X — U = %(t, ~+00] lo que termina la prueba.

Como ventaja de haber introducido el concepto de semicontinuidad secuencial, tenemos el siguiente teorema
tomado de [2, p.14]

Teorema 1.7. Sean X un espacio topoldgico compacto, y ¢ una funcion s.c.i. en X entonces ¢ alcanza

su mintmo en X.

Demostracion. Dividamos la prueba en dos partes:

i)

ii)

Veamos primero que ¢ es acotado inferiormente.
En efecto, supongamos que no lo es, entonces para cada n € N existe x,, € X tal que p(z,) < —n.

Estos xz,, forman una sucesién en X que por hipétesis sabemos que es compacto y por lo tanto existe

una subsucesion (x,, ) de (z,) la cual es convergente en X.

Es decir, existe g € X tal que x,, — xo, pero ¢ es s.c.i. asi que

QO(xnk) > @(x0>

para casi todo n, lo que implica que ¢(x,, ) seria acotada inferiormente, lo cual es una contradiccion

y asi ¢ es acotada inferiormente.

En la primera parte se mostré que ¢ es acotada inferiormente asi que inf p(z) existe. Llamemos

a = inf p(z). Demostremos ahora que este es adquirido en X.

Como a € ¢(X), existe una sucesion (2, )nen tal que ¢(z,) — a. Por hipdtesis tenemos que X
es compacto. Asi que sin perdida de generalidad podemos suponer que x,, — T, pPor ser ¢ s.c.i.

limp(z,) = a > p(xg) pero, a es el inf, asi que tendra que ser a = p(xg), es decir a € X.

1.7.2. Funciones Convexas

Se supone ahora que X es un espacio vectorial.
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Definicién. Una funcion ¢ : X — (—o0,+00] se dice convexa si

pltr+ (1 —t)y) <tp(x)+ (1 —t)p(y) Vr,ye X, Vte (0,1) (1.22)

Podemos nombrar algunas propiedades fundamentales de las funciones convexas, para esto, la siguiente

Proposicion 1.4.

a) Sip es una funcion convexa, epi p es un conjunto convexo en X X R y reciprocamente.
b) si 1,2 son funciones convexas, entonces p1 + p2 es convezra.
c) si(pi)icr es una familia de funciones convezas, entonces la envolvente superior (sup; ;) es conveza.

Demostracion.  a) Supongamos ¢ convexa y veamos que epi ¢ = {[z,\] € X x R; ¢(x) < A} es convexo.

Recordemos que un conjunto S se dice convexo cuando Vz,y € S y Vt € (0,1) se cumple que
(tz+ (1 —1t)y) €S.

Tomemos [z, M1], [y, A2] € epi ¢ entonces

plz) <A1, e(y) < Ao (1.23)
Ahora, sea t € (0,1),
tlz, M)+ (1 —t)[y, o] = [t + (1 — t)y, tA1 + (1 — £) A2 (1.24)
COmo @ €s convexa,
pltr+(1—-t)y) < to(x)+(1—1)e(y) (1.25)
<t + (1=t (1.26)

Luego (1.24) pertenece a epi . Es decir, éste es convexo.

b) Supongamos @1, o convexas entonces:

(1 +p2)(tz+(1—t)y) = @itz + (1 —1t)y)+p2(tz+ (1 —1t)y)
to1(z) + (1 —t)p1(y) + tpa(w) + (1 — t)pa(y)
t(pr + p2) () + (1 = 1) (p1 + p2)(y)

IN

Luego ¢1 + 2 es convexa.

15



1
Ejemplo. La funcion G definida por G(u) = —|ul?P es estrictamente conveza.
p

Solucion: Sean u,v € HY2([0,7] x R), u#v yt € (0,1) entonces:

G(tu+ (1 —t)v)

1
—ltu+ (1 —t)v|?
pl (1—1t)v|

IN

1 p — t)vlP
5 ([l + (1 = 1)of?)

1 1
= —[t|Pluf’ + = (J(1 = t)[P|v|?
Sl + (A =)o)

como t € (0,1) entonces obtenemos la siguiente desigualdad

1 1
*tpup-i-* 1_tpvp
pll\l p(l( )P[ol?)

A

1 1

—|tP|ul® + = (|(1 = t)||v|?

p\lll p(I( )[vf?)
1 1

= t=|ulP+(1—-¢t)=|v|?
pll ( )pll

= tG(u) + (1 - G ().

Es decir

Gltu+ (1 - t)w) < tG(u) + (1 — )G (v)

y por lo tanto G es estrictamente conveza.

1.7.3. Transformada de Legendre-Frenchel

En lo que sigue, V' denota un espacio de Banach.

Definicion. Un hiperplano afin es un es un subconjunto de la forma

H={zeV;f(x)=0a} (1.27)

donde f es un funcional lineal en V', no idénticamente nulo y o € R es una constante. Escribimos H =

[f =] y llamamos f = « la ecuacion de H.
Ejemplo.
= Un hiperplano en R es el conjunto de puntos satisfaciendo la ecuacion de la forma ax = ¢, por tanto
un punto.
= Un hiperplano en el plano es una recta.

= Un hiperplano en el espacio es un plano.
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Figura 1.1: Hiperplano que separa A y B

Proposicion 1.5. El hiperplano H = [f = o] es cerrado si y solamente si f es continuo.

Definicion. Sean A, B subconjuntos de V' se dice que el hiperplano H = [f = o] separa A y B si

flz)<a VeeA y f(x)>a VreB. (1.28)

Se dice que H separa A y B en el sentido estricto si existe € > 0 tal que

flr)<a—e YzeA y f(x)>a+e VzeB. (1.29)

Podemos ver la Figura 1.1 para hacernos una idea geométrica.

Con el animo de enunciar y demostrar el Teorema de Hahn-Banach, primera forma geométrica presentamos

primero los siguientes dos lemas tomados de [?, p. 5-7|Brezis.

Lema 1.1. Sea C CV un conjunto abierto convezxo tal que 0 € C'. Para cada x € V se define

po(z) = inf{a > 0;a 'z € C} (1.30)
pc es llamado el funcional de Minkowski de C'.

Entonces p verifica:

p(Ar) = Ap(x) x€V yVA>0 (1.31)
px+y) < pl@)+ply) Vo,yeV. (1.32)
Ademds, existe M tal que
0<p(x) < Mlz||] VeV (1.33)
)
C={xeV;px) <1} (1.34)
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Demostracion. p(Ax) = Ap(x) =€V y VA >0.

En efecto, sea A > 0 entonces

pc(Ax) = inf {t; %x € C}

)\inf{t;)\x € C}
At

= Apc(w).

Para mostrar la propiedad 1.32 asociemos a cada xz € V el conjunto

Ho(z) = {t>0;t 'z € C}. (1.35)
Como 0 € C entonces He(z) # 0.

Supongamos t € Ho(x) y s > t, asi t "tz € C'y como C es convexo tenemos

t t 1
Tl 4 (1 - 0) =-ze(C
s s s

es decir s € Ho(x).

Supongamos ahora que po(x) < s, pc(y) < t, y pongamos u = s + ¢t. Entonces

sTlreC y tlyeC
la convexidad de C nos garantiza que
S 1 b1
—sTx+—tTy=u (z+y)eC.
U u

Por lo que
pe(z+y) <u=s+t,

tomando ahora el infimo con respecto a s y t obtenemos

pe(z+y) < pe(x) +po(y).

Mostremos ahora 1.33.
Como C' es un con junto abierto que contiene a 0 entonces para r > 0, B(r,0) C C, luego como pc(z) =

inf{a > 0;a~ 'z € C} entonces

1
pe(z) < ;||ac\| Vr e V.
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Figura 1.2: Idea geométrica del lema 1.2

Finalmente probemos 1.34.
Primero, supongamos que x € C, como C es abierto, dado € > 0 entonces B(e,z) C C, luego (1 +¢€)x € C

para € lo suficientemente pequeno y por lo tanto

1
1+e

po(x) < < 1.

Reciprocamente, si p.(z) < 1, existe a € (0,1) tal que a~tx € C, como C es convexo y 0 € C entonces

para el mismo « tenemos

alatr)+(1-a)0=zcC

lo que muestra que

C={xeV;pc(z)<1}.
|

Lema 1.2. Sea C CV un conjunto abierto no vacid y Convexo y sea xg € V con xg ¢ C. Entonces existe
f € Vxtal que f(z) < f(xo) Vo € C. En particular, el hiperplano [F = f(xo)] separa {zo} y C.

Demostracion. Podemos suponer sin perdida de generalidad que 0 € C, y sean G el subespacio generado
por xg v el funcional g : G — R definido por

g(tzo) =t, teR
ahora, por la definicion de pco(z) y la suposicion de que zp ¢ C tenemos

g9(z) <po(x) Ve ed.

En virtud del teorema de Hahn-Banach (ver por ejemplo [8, p. 214]) sabemos que existe una extension
lineal f de g que satisface

f(x) <pclx) Yo eV.
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Segun la propiedad (2.58), f(x) toma valores menores a 1 en el conjunto C' y un valor mayor o igual a 1

en rop.

En particular, f(zg) = 1 y ademas, por (2.57), f es continua. Es decir

f(z) < f(xo) VzeC.
]

El siguiente teorema nos muestra una de las propiedades de los conjuntos convexos, tomado de [4, p. 5].

Teorema 1.8 (Hahn-Banach, primera forma geométrica). Sean A C V y B C V dos conjuntos
convexos no vacios tales que AN B = ), y supongamos A abierto. Entonces existe un hiperplano cerrado

f que separa A y B.

Demostracion. Sea C = A — B, como A y B son convexos por hipotesis entonces C' es convexo. Podemos
ademas escribir C' como sigue

C=Uyep(A-y)
y dado que A es abierto entonces C' es abierto.
Por otro lado, 0 ¢ C ya que AN B =, aplicando el lema 1.2, tenemos que existe f € V* tal que

f(z2) <0 VzeC.

Esto es,

flz) < fly) Ve € A, Yy € B.

Ahora, fijando o € R tal que se satisfaga

sup f(z) < a < inf f(y)

T€A yeB
y claramente el hiperplano [f = o] separa A y B. [ ]
El siguiente teorema al igual que el Teorema de Hahn-Banach en su primera forma geométrica nos muestra

una de las propiedades fundamentales de los conjuntos convexos, con una hipotesis adicional de compacidad
y cerradura. Tomado de [4, p. 7].

Teorema 1.9 (Hahn-Banach, segunda forma geométrica). Sean A C B y B C V dos conjuntos
converos no vacios tales que AN B = (). Asumamos que A es cerrado y B es compacto. Entonces existe

un hiperplano cerrado que separa estrictamente A y B.
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Demostracion. Ver por ejemplo ([4, p. 7]). |

Definiciéon (Transformada de Legendre-Frenchel). Para una funcion G : V — (—o0, 400, tal que

G # +00, es decir D(G) # 0, no necesariamente conveza, la funcion G* : V. — (=00, +00], dada por

G*(v*) = sup {{v*,v) — G(v)} (1.36)

veV
define la Transformada de Legendre-Frenchel de G.

Nota.

1. Notese que G* es una funciéon convexa s.c.i. En efecto, para cada v € V fijo, la funcion v* —
(v*,v) — G(v) es una funcion lineal continua afin, y por lo tanto la envolvente superior (como v

recorre V') es convexa y S.C.i.

2. Por la definicion de G* se tiene que (v*,v) < G*(v*) + G(v).

La siguiente proposicién muestra que la definiciéon de la Transformada de Legendre-Frenchel tiene sentido.
Tomada de [4, p. 12].

Proposicion 1.6. Supongase que G : V — (—o0, +00] es conveza, s.c.i. y G £ +oo. Entonces G* £ 400
y en particular G es acotada inferiormente por una funcion continua afin.

Demostracion. Sea vy € D(G) y sea Ao < G(vp). Podemos aplicar el Teorema 1.7.3 (Hahn Banach segunda
forma geométrica) en el espacio V' x R, tomando a =epi G que por la Proposicion 1.7.1 sabemos que es
cerrado y B = {[vg, Ao} que es compacto pues consta de un solo punto. Asi, existe un hiperplano cerrado
H =[® =a] en V x R que separa estrictamente A y B (ver figura 1.7.3).

R

A =epi ¢

Xol (w0, Xo)=B

o v
Figura 1.3: Esquema geométrico de la Proposiciéon 1.6

Notese que la f uncion v € V.— ®([v,0]) es una forma lineal continua en V' y asi podemos escoger algin
v* € V* tal que ®([v,0]) = (v*,v).

Tomando k = ®(][0, 1]) tenemos
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®([v, A]) = (V*,0) + kX V[o.A] € V x R.

Escribiendo @ > « sobre A y ® < a sobre B, obtenemos

(W, 0y + kA > a Y[v, A\ €epi G

<’U*,’Uo> + kX < a.

En particular,

(v*,v) + kG(v) > a Yv € D(G). (1.37)

Asi,
(", v9) + kEG(vo) > a > (v, vg) + kXo.

Lo que muestra que £ > 0 y por 2.16

y por lo tanto
G* Ly <+
——0 0.
k

Una caracterizacion de la Transformada de Legendre-Frenchel es mostrada en el siguiente Lema tomado
de [14, p. 59].

Lema 1.3. Supongase G : V. — R U 400 semicontinua inferiormente y convera. Si G es (Gateauz)
diferenciable en v, entonces OG(v) = {DG(v)}. Reciprocamente, si G es localmente acotada cerca a v y si
0G(v) = {v*} es dnico valor, entonces G es Gateauz diferenciable en v con D, G(v) = (w,v*) para todo
weV.

Demostracion. Si G es Gateaux diferenciable en u es claro que G'(u) € 0G(u); sean v € V y w = v — u,

tenemos

G(u+w) — G(u)
G(v) — G(u)

Y

G w) = (w, G (u))
(v —u,G'(u)).

V
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Alternativamente si u* € 0G(u), tendriamos que para todo w € V' y para todo A > 0:

G(u+ \w) — G(u) > Mw,u™)

dividiendo por A y tomando el limite se obtiene:

(w, G (u))
(w, G (u) —u")

V
E
S
N

\Y
o

Como w es cualquier punto de V, u* = G'(u).

Reciprocamente, como G es convexa, se tiene que para todo v € V, para todo A € R:

G(u) + A\G'(u;v) < G(u+ \v).

Geométricamente, esto significa que en V' x R, la linea recta:

L={(u+Iv,G(u)+ G (u;v)); A € R},

no pasa por el interior de epi G. Pero el interior del epi G es un conjunto abierto y convexo porque epi
G es convexo, este es no vacidé porque G es continua y finita. Por el teorema de Hahn-Banach, existe un
hiperplano afin cerrado K que contiene a £ que no intercepta al interior de epi G. Es facil ver que K es el

grafo de una funciéon continua afin casi toda parte excepto en G y exacto en u.

Como u* fue supuesto tnico, la pendiente de K es u* y como K contiene a L:

G’ (u;v)0(v, u*)
lo que prueba que G es Gateaux-diferenciable en u con diferencial u*. |

El siguiente teorema tomado de [4, p. 13] muestra la condicion necesaria para que la doble transformada
de Frenchel de una funcion sea ella misma.

Teorema 1.10 (Frenchel-Moreau). Si G : V — (—o0, +00] es una funcion conveza, s.c.i. y G # 400
entonces G** = G.

Demostracion. Dividimos la prueba en dos partes:
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1. Supongamos que G > 0 y recordemos la definicién de
G (v) = sup {{v",v) —G*(v")}.
v*eV*

Tenemos ademas que

(v*,v) — G*(v*) < G(v)

y como v* recorre todo V*, entonces
sup {(v*,v) — G*(v")} < G(v)
vreVv*
es decir G** < (.

Con el fin de probar la desigualdad G' < G**, supongamos por contradiccién que no se cumple esto,
es decir existe vg € V' tal que G** < G(vp).

Podriamos tener el caso en que G(vg) = +00 pero G**(vg) es siempre finita por hipotesis .

Ahora, por la Proposicion 1.7.1 tenemos que epi G es un conjunto cerrado en V x R, asi que si
aplicando el Teorema 1.7.3 tomando A =epi Gy B = {[vo, G**(v9)]} quien es trivialmente compacto,

tenemos que existen (como en la demostracion de la Proposicion 1.6) v* € V, k, o € R tal que
(", vy + kA > a Vv, \] € epi G, (1.38)
(v, v0) + EG™ (1) < . (1.39)

Si ahora fijamos v € D(G) y hacemos tender A a co en 1.38, tenemos que k > 0.

Luego, sea € > 0, como G > 0, por (1.38)

(w*,v) + (k+€)G(v) > a Yve D(G)

y asi

(v*,v) e
>
k+e +G0) = k+e
(v*,v) a
_ _ < _
k+e (v) = k+e

por lo tanto,
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Por otro lado, dado que

entonces

G**(’Uo)

IV
S
|
N
+| %
[

<

o
~_—

|

Q

¥
/T\
N
+| %
[
N————

vV
N
|

l

+ | %
12

S
~_
Nl

4+ |2
15

De esta manera

(v*,v0) + (k +€)G™(v0) > «
lo cual contradice 1.39. Asi que G < G**.

. Caso general.

Por la proposicion 1.6 tenemos que D(G*) # (), asi que podemos tomar v € D(G*) (fijo) y definamos

G(v) = G(v) — (vg, v) + G*(v§). (1.40)

Como G y G* son funciones convexas y s.c.l. entonces G es convexa y s.c.i. y G # +o0o. Ademas
y ,

(vg,v) < G(v) = G"(vp)-

Luego

(vg,v) = G*(vg) < G(v).

Asi
G(v) = (vg,v) + G*(v5) > 0.

Es decir, G > 0.

Haciendo uso de lo mostrado en el paso 1 tenemos que G =3G.

Calculando ahora G y 5**, esto es:

G (v") = Q" + v5) — G"(vp)

— %k

G (v) =G (v) = (vg,v) + G*(v),
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1 . —k sk —_—
escribiendo G = (i, obtenemos

G(v) = (vg,v) + G"(vg) = G™"(v) = (vg, v) + G"(vp)-
Por lo tanto G = G**.
|
Por lo tanto G** es la mayor funcién convexa semi-continua inferior < G, y G** = G si y s6lo si G semi-

continua inferiormente y convexa. Nuestra discusiéon anterior nos proporciona el siguiente Lema, tomado
de [14, p. 59]

Lema 1.4. Supongase que G : V. — R U 400, G # +o00, es semicontinua inferiormente y convezra, y
sea G* su transformada de Legendre-Frenchel. Entonces 1.3 es equivalente ya sea a una de las relaciones
v € 0G*(v*) o v* € OG(v)

Demostracion. En efecto, si v € 0G*(v*), existe 8 € R tal que [*, definido por

pertenece a L« y satisface

Como, por definicion,

G*(v7) = (v,v") = G(v),
se concluye que G(v) > f. Por otra parte, como G = G** < (I*)*. Se tiene

Gv) < sup {{v,w) = I"(w")} = f

y se sigue que G(v) = f3. Es decir, se obtuvo 1.3. Usando un razonamiento similar se muestra que v* € 9G(v)
implica 1.3. |

Ejemplo. Consideremos la funcion G : R — R dada por G(z) = x? y calculemos G*

Solucién: Como es bien sabido R* = R, asi que los elementos que pertenecen a R* son nameros reales «
y por lo tanto

G*(a) = ilelﬁ{ax — 2%} (1.41)
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Figura 1.4: Transformada de Frenchel para la funcién G(z) = 22

2

y por lo tanto G*(a) coincide con el maximo de la funcion ax — x* (ver figura) asi, sea

f(z) = ax — 2?

entonces
flx)=a—2z
y los puntos criticos seran:
. !
1. Si o > 0 entonces x = 3
. !
2. Si @ < 0 entonces x = —3
2 2
. . o [0} J— a
Por lo tanto f tiene un maximo en f (i§) = v as G*(a) = T

2

Dado que la funcién G(z) = x* es convexa, continua y por tanto s.c.i. entonces el Teorema 1.10 nos afirma

que su doble transformada Frenchel debe ser ella misma, veamos que en efecto eso es asi.

Aplicando la definicion de G** tenemos:

6(5) = s {pa -2}

z€R

2
x
luego para obtener G** calculamos el méaximo de la funcion f(z) = Sz — T la cual tiene como puntos

criticos x = 23, y por tanto G**(3) = 32(ver figura 1.4).
Ejemplo. Transformada de Frenchel para la funcion G(u) = %|u|p V1< p<oo.

Solucion: Escribamos la transformada de Frenchel como:
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G*(v) = sup{u'v — 1|u\P} (1.42)
u€R p

procediendo de manera similar que en los ejemplos anteriores tenemos:

1
0 = 0O (utv—u|p)
p

0 = v—|u|p_1l
Jul
v o= |uf%u
o] = Julr™!
[ul = [l
v
u = —
ol

sustituyendo el valor de u en la funcion 1.42 obtenemos:

t
1
G'(0) = v ol
o<1 P
v|P=
PP 1 e
T
v|P=1
= pPEE et
p
e
p
1 1
- (e
p
1 1
= .
1—X
P
Luego si llamamos q = T tenemos:
1-3
1
G*(v) = =|v|? (1.43)
q
1 1
con —+ — =1.
p q

1.8. Definicién y Propiedades Elementales de la Topologia Débil
o(E, E*)
Sea F un espacio de Bnach y sea f € E*. Se designa por ¢y : F — R el funcional lineal dado por

f(x) = (f,z). Cuando f recorre E* se obtiene una coleccion (¢¢)f € E* de aplicaciones de E en R. Bajo

esta observacion definimos una nueva topologia (tomado de [4, p. 57]) sobre el conjunto F como sigue:
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Definicién. La topologia débil o(E, E*) sobre E es la topologia menos fina sobre E que hace continuas a

todas lass aplicaciones (¢y)f € E*.

Nota. Si una sucesion (z,,) en E converge a x en la topologia débil o(E, E*) escribiremos

Ty — T.

Para evitar confusiones se dice "z, — = débilmente en o(E, E*)". Con el propdsito de ser aun mas claros

se dird "x,, — x fuertemente", lo que significa que ||z, — z|| — 0.

La siguiente Proposicion tomada de [4, p. 58| presenta algunas propiedades de la topologia débil:

Proposicion 1.7. Sea (z,,) una sucesion en E. Se verifica:

1. [z, — x débilmente en o(E,E*)| < [(f,xn) — (f,z) Vf € E*].
2. Si x, — x fuertemente, entonces x,, — x débilmente en o(E, E*).

3. Si x, — x débilmente para o(E, E*), entonces (||zn||) estd acotada y ||z|| < Uminf ||z,||.

4. Sixp, — x débilmente en o(E,E*) y si f, — f fuertemente en E* (es decir, ||fn — f||lgx — 0),
entonces {fn, Tn) — (f, ).
Demostracion. Ver por ejemplo en ([4, p. 58]). [ |

Nota. Cuando FE es de dimensioén infinita existen en general sucesiones que convergen débilmente pero que

no convergen fuertemente (podemos encontrar un ejemplo de esto en [4, p,60]).

Todo conjunto cerrado en la topologia débil o(E, E*) es cerrado en ta topologia fuerte. Pero el reciproco

es falso en dimension infinita. Sin embargo, para los conjuntos convexos estas dos nociones coinciden.

Ejemplo. La esfera unitaria S = {x € E; ||z|| = 1}, con E un espacio normado de dimension infinita,

Nunca es cerrada en la topologia débil. (Ver demostracion en [4, p. 59]).

Teorema 1.11. Sea C un conjunto convexo de E. Entonces C es cerrado en la topologia débil si y sélo si

es cerrado en la topologia fuerte.

Demostracion. Ver por ejemplo ([4, p. 60]). [ ]

1.9. Espacios Reflexivos

Definicién. Sea E un espacio de Banach y sea J : E — E** la inyeccion candnica de E dentro de E**.

El espacio E se dice reflexivo si J es sobreyectiva, es decir, J(E) = E**.
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Nota. Muchos espacios importantes en analisis son reflexivos. Claramente, espacios de dimension finita
son reflexivos ya que dim F = dim E* = dim E**. Se puede demostrar también que los espacios LP son
reflexivos para 1 < p < co. Sin embargo, espacios con la misma importancia no son reflexivos, por ejemplo:
C(K) que representa el espacio de las funciones continuas sobre un espacio métrico compacto infinito K
(Ver ejercicio (3.25) de [4]).

En conexion con las propiedades de compacidad de espacios reflexivos se tienen los siguientes dos resultados
obtenidos de [4, p. 69-70]:

Teorema 1.12 (Eberlein Smulian). Supongamos E un espacio de Banach reflexivo y sea (x,,) una sucesion

acotada en E. Entonces existe una subsucesion (T, ) que converge en la topologia débil.

Teorema 1.13. Supongamos E un espacio de Banach tal que toda sucesion acotada en E admite una

subsucesion convergente débilmente en o(E, E*). Entonces E es reflexivo.
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CAPITULO 2

ECUACION DE ONDA Y EL PROBLEMA HOMOGENEO

2.1. Deduccion de la ecuaciéon de onda

Consideremos una cuerda de longitud 7, tensada entre dos puntos en el eje x, por ejemplo xt =0y z =7
(figura 2.1).

Cuando la cuerda ¢omienza.? vibrar, suponemos que el movimiento tiene lugar en el plano zu de tal manera

que en cada punto de la cuerda se mueve en direccion perpendicular al eje z (figura 2.2).

Sea u(x,t) el desplazamiento vertical de cualquier punto sobre la cuerda, medido desde el eje = para ¢ > 0.

Ademas supongase:

>
»
X

Figura 2.1: Cuerda de longitud =
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/ uxt)

Figura 2.2: Cuerda vibrando

s La cuerda es perfectamente flexible.

= La cuerda es homogénea, es decir, su masa por unidad de longitud es constante.

= Los desplazamientos u son pequenos en comparaciéon con la longitud de la cuerda.

= La pendiente de la curva es pequena en todos los puntos.

= La tension T actia tangente a la cuerda, y su magnitud es la misma en todos los puntos.
= La tension es grande comparada con la fuerza de gravedad.

= No actian fuerzas externas a la curva.

»
>
X

X X+Dx
Figura 2.3: Detalle del segmento

Las tensiones T} y T son tangentes a los extremos de la curva en el intervalo [z, + Az]. Para 6 y
0> pequenos, la fuerza neta vertical que actiia sobre elemento As correspondiente de la cuerda, es por

consiguiente,

T sin @y — T sin 04

Q

Ttan92 — Ttan91
= T(tanf; — tanbs)
= T(ug(zx+ Az, t) — u,(z,t))
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donde T = |T1| = |T5|.

Ahora como pAs es la masa del resorte en [z,z + Az], y por lo tanto, de la segunda ley de Newton se

obtiene

T(uz(x + Az, t) — ug(x,t)) = pAzuy,
o bien,
ug (7 + Az, t) — ug(z,1) P

= —Utt.

Az T

Si se toma el limite, esta ultima ecuacién se transforma en:

1t ug (7 + Az, t) — ug(z,1) _ P
Az=0 Az Tt

que por supuesto es una ecuacion diferencial parcial

2, %u  0%u

o2 T

2

Para nuestro propoésito consideramos, a* = 5 = 1.

vl

De esta manera, el desplazamiento vertical u(z,t) de la cuerda vibrante de longitud 7 se determina de

Pu _ P
ox?2 o2
u(0,t)= 0 =u(mt), t>0
w(z,t) = wu(z,t+2m), 0<z<m.

A esta ultima condicién de le conoce como condicion de Dirichlet.

Se presentan a continuacion soluciones generales al problema.

0*u  9%u

2 9%

Es decir, no consideremos condiciones iniciales o de frontera todavia.

2.2. Solucién de D’Alembert

En 1747, S. D’Alembert calcula la solucion general de la ecuaciéon 2.4 haciendo el siguiente cambio de

variables independientes
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E=x+t y n=x—1t. (2.5)

Con este cambio de variables, (2.4) se convierte en

2
0%u —0
ey
Integrando con respecto a £ y 1 obtenemos que
u(§n) = F&) +Gn) = Flz+1) - Gz —1) (2.6)

Podemos verificar que esta ultima ecuacién es solucion de 2.4.

Si tenemos u como funciéon de € y n podemos obtener las derivadas con respecto a ¢ como sigue:

Ou  Oudf  Oudn

— ===+ ——. 2.7
ot 0ot om or 27)
) ) ) ) . ) 0 On
Ademés, podemos obtener expresiones simples por medio de la solucién de D “Alembert para a5 y En ya
que F' es funcion de € y G es funcion de n solamente, asi,
ou 0 dF(€) ,
= F = —=F 2.
5 = 5O+ G = T = F(© (28)
dF(§) d*F(§)
F(&=—>% F'(¢= 2.
© =" FO=-"5 (29)
De manera similar, podemos escribir
ou 0 dG(n) ,
= F = — 2.1
o= PO+ ) = =) (2.10)
Finalmente, la definicion de £ =z +t y n = = — ¢ nos proporcionan las derivadas parciales
23 on
— =1 — =—1. 2.11
o~ Y ot 211)
Combinando las ecuaciones 2.7 y 2.8, 2.10 obtenemos:
Ju
— =F -G 2.12
T (2.12)

Asi mismo, podemos obtener la segunda derivada
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Pu 00w €U OmOOu O ., O i w w

Procediendo de igual manera podemos obtener las derivadas para x, esto es:

85_1 on

=L =1 (2.14)

y también,

$:$$+$$:wmgam+wmgam:F@+mm 2.15)

Derivando nuevamente respecto a x obtenemos la segunda derivada

82u_88u_8£88u on 0 Ou 9, , a, ., PN 1
9a2 ~ Bzdc 6z 0€0s T Dwdyds  BEC TC) V(M TCI=FIAGT 219

Calculadas las derivadas con respecto a t y x podemos ver por medio de 2.13 y 2.16 que se satisface 2.4.

Por lo tanto, la solucion de D'Alembert u = F(z + t) + G(xz + t) donde F' y G son funciones arbitrarias
satisface la ecuacion diferencial.

Mostraremos ahora como podemos utilizar esta solucién para resolver el problema de la cuerda vibrante
bajo condiciones de Dirichlet-periodicas, es decir

u(z,t) = u(z, t + 2m).

Imponiendo la condicién

u(0,t) =0
obtenemos
u(0,t) = FO+t)+G0—-1t)=0
G(-t) = —-F()
por lo que,
G(—(t—2)) = —F(t — )
Asi,

u(z,t) = Fx +t) — F(x —t).

Imponiendo ahora la condicién de periodicidad en el tiempo tenemos que F' debe ser una funcién 2w —periodica.
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2.3. Solucién por separaciéon de variables

Consideremos nuevamente el problema con condiciones iniciales y de Dirichlet:

627u = 627u 0<x<m t>0
o2 Oa? I
w(0,t) = wu(mt)=0
u(z,t) = wu(z,t+2m)

y supongamos

u(z,t) = X (x)T(t).

Al calcular

0%u 0%u
w = XTN Yy @ = X//T (217)

se aprecia que u(x,t) = X (2)T'(¢) es una solucion de la ecuacion de onda uy = Uy, Si

XT" =X"T, (2.18)
o bien si,
T// X//
— = 2.19
T =X (2.19)
Dado que el primer miembro de 2.19 depende tinicamente de t y el segundo depende tnicamente de x se
tiene que:
T/I X/I
T -\ = 2.20
T X (2.20)

para una constante .

Las condiciones, 0 = u(0,t) = X (0)T(¢) y 0 = u(w,t) = X (7)T(t) implican que X (0) = X (7) = 0, por lo

que u(z,t) sera solucion si:

X"4+AX = 0; X(0)=X(m)=0 (2.21)
T +XT = 0 (2.22)

cuyas soluciones dependen del signo de A
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1. Si A = —a? es un niimero negativo, entonces la soluciéon general de X" (z) + AX (z) = 0 es X (z) =

c1€%" + coe” " y, al imponer X (0) = X (7) = 0, nos queda unicamente la solucion trivial X (z) = 0.

2. Si A = 0, entonces la soluciéon general de X" (z) + AX (x) = 0 es X(x) = ¢1 + cox y, al imponer

X (0) = X (m) =0, de nuevo nos queda tnicamente la solucion trivial X (z) = 0.

3. Si A = a? es un ntimero positivo, entonces la solucién general de X" (x) + AX(x) = 0 es X(x) =
¢y sin(ax) + ¢ cos(ax). Ahora, al imponer la condicion X (0) = 0, nos queda X (x) = ¢ sin(ax) y al
imponer X (7) = 0 nos queda ¢; sin(ar) = 0. Esto nos vuelve a dar la solucion trivial salvo que am

sea un multiplo entero de 7 ; es decir salvo para o = 1,2, 3, ....

En resumen, el problema de contorno

X"(z)+AX(x) =0 con X(0)=0y X(7)=0

2

Gnicamente tiene solucién no trivial para una sucesiéon de valores de A que son A\, = n” con n = 1,2, ...;

dichas soluciones son

Xn(x) =sin(nz) (n=1,2,...).
Al sustituir estos valores de A en la ecuacion que verifica T'(t), ésta nos queda
T"(t) +n*T(t) =0 (2.23)
cuya solucion general es

T(t) = c1 sin(nt) + co cos(nt) (2.24)

El método de separacion de variables nos ha proporcionado una coleccién de funciones

Un (x,t) = sin(nx)[cy sin(nt) + ca cos(nt)] (n=1,2,...) (2.25)

que verifican la ecuacion de ondas y las condiciones de contorno. Luego por el Principio de superposicion

obtenemos que

u(z,t) = Z sin(nx)[a, sin(nt) + by, cos(nt)] (2.26)

n=1

sera la solucién buscada.
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2.4. Normalizacion del nuacleo

Tenemos que si u(x,t) € C? vy uy — uge = 0, entonces u tendra la forma

u(z,t) =p(x+1t)+ q(t — ).

Si ademéas consideramos las condiciones u(0,t) = wu(w,t) = 0 y las condiciones de Dirichlet como se

demostr6 anteriormente, se tiene que

u(z,t) = p(x +1t) = p(t — )

donde p es una funcion 2w —periodica, dicho esto, podemos definir:

N = {u € C*([0,7] x R); u(z,t) = p(x +t) — p(t —x), p 21 — periodica sobre t}. (2.27)

Ahora, si u € N, entonces u no es determinada de manera tnica, es decir existen infinitas p que me
determinan a u. Por ejemplo si u es de la forma, u(z,t) = p(z 4+ t) — p(t — x), entonces p + ¢ también

determinan a u, para c cualquier constante.

Podemos normalizar p si exigimos que,

2
W= [ »=0 (228)
0
y la normalizacién de 2.27 estara dada por:

2m
N = {u € C*([0,7] x R); u(x,t) = p(x+1t)—p(t —x),y p es 27 — periodica sobre t y / p=0}. (2.29)
0

Las funciones v € N son usualmente llamadas soluciones clasicas al problema de la cuerda vibrante con
condiciones de Dirichlet. Este proceso se conoce como normalizacion del nicleo (ver [11, p. 150] para mas
detalles ).

2.5. Equivalencia entre las soluciones

Anteriormente se dijo que las funciones u que satisfacen 2.1, 2.2, 2.3 tienen la forma u(z,t) = p(t + z) —
p(t — x), donde p es una funciéon 2w-periddica, asi que podemos considerar la expresion en serie de Fourier

[1, p. 309] para p(t + x) y p(t — z) como sigue:

p(t+2x)= Z Cpe™ttE) e C (2.30)
nez
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p(t—z) = Z cme™® e C (2.31)
meZ
ahora,
pt+z)—plt—z) = Z cpetmtte) _ Z CppemE=2)

nez meZ

_ ch(eik(t+$) _ eik(t—m))
kEZ

— Z Ck (eikteikz _ eiktefikm)
keZ

_ Z Ckeikt(eikw _ e—ikw)
keZ

= Z cre®t(2isin(kzx))
keZ

= Z C(cos(kt) — isin(kt)) sin(kx)
keZ

= Y Ci(cos(kt)sin(kz) — isin(kt) sin(kx))
keZ

= Z Ay, cos(kt) sin(kz) + By sin(kt) sin(kx))
k=1

por lo cual u(x,t) =Y po Ay cos(kt) sin(kz) + By sin(kt) sin(kx)) que es lo que se querfa mostrar.

2.6. Funcional de Energia para la Ecuacién de Onda

El principio fundamental de la mecéanica es el Principio de Minima Accion [9, p. 2], el cual afirma que entre
los movimientos admisibles de un sistema de puntos materiales se efectiia el movimiento que da un valor

estacionario a la integral

/ ﬂ(T —V)dt. (2.32)

to

Apliquemos este principio para deducir la ecuacion de onda.

Tomando la tensiéon y densidad homogénea de la cuerda igual a uno, tenemos que la energia potencial de

toda la cuerda viene dada por:

= /W(ux)Qda: (2.33)
0
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y también, la energia cinética es:
1 s
3 /O (u)*dz. (2.34)

Luego, la accion para una funciéon v dada, se define como la integral en el tiempo de la diferencia de estas
dos energias, por lo cual:

1 27 ™
B(u) = * / / (ue)? — (up)2dadt, (2.35)
2Jo Jo
Podemos mencionar sobre E que:

Proposicion 2.8. E es Frechet-diferenciable.

Demostracion. Sea Q = (0,7) x R, h € H2(Q),

E(u+h)—E(u) = %/Q((u +h)e)? — ((u+ h),)?dvdt — %/ﬂ(ut)Q — (ug)?dxdt

1 1
= = / (g + he)? — (ug + hy)?dadt — = / (ug)? — (ug)*dadt
2 Jo 2 Ja

1 2 2 ()2 + 2u 233—1 w)? — (u)2d
- §/Q(ut) + 2uths + (he) ((ug)® + 2ughy + (hy)®)dadt 2/Q( ‘) (u,)?dadt

1 1 1
_ 7/(%)2— (uI)2+/ wshy — phydadt + f/(ht)Q—i—(hw)zdxdt— f/(ut)Q ~ (uy)2dwdt

1
= / uthy — ughydrdt + = / (he)? + (hy)?dxdt
Q 2 Ja

En la ultima igualdad,es claro que la parte del lado izquierdo es una aplicacién lineal en h, se mostrara
que el segundo miembro es una o(||h||), en efecto:

Sea € > 0, § = 2¢ tal que ||h||g1.2 < § entonces

1 1
§f9h%+h§: §(Hht||2Lz+Hhx||i2) (2.36)
|[P] 1.2 —lle + hellzz + [|hel| L2 '
< 1 (Hht||L2 + HthL?)Q (2.37)
= 2|[hllgz + [|hellL2 + [[hal| L2
< 1 (|2l + el 2 + [lhell2)? (2.38)
2 ||hllzz + [|hellz2 + [Pl L2
1
= §(||h||L2 + ||hell L2 + ||hal|22)? (2.39)
1
= §Hh”H1v2 (2.40)
1
< 5 (2.41)
1
= 526 =e. (2.42)
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A(h) = /Qutht —ughydxdt, o(||h|]) = %/ﬂ(h,g)2 + (hy)?dzdt. (2.43)

Por lo que
E(u+h) — E(u) = A(h) + o(||R]]) (2.44)

lo que termina la prueba. |

El principio de minima acciéon afirma que si u es un minimo. Supongamos ahora h € C2(f2) debe pasar

que:

E'(w)[h] = 0. (2.45)

Esto es,

/ uihy — ughzdxdt = 0. (2.46)
Q

Aplicando la linealidad de la integral obtenemos que,

/ uthydxdt — / uzhydrdt = 0. (2.47)
Q Q

Consideremos cada una de estas integrales por separado, esto es

2 ™
Q 0 0

Utilizando el teorema de Fubini[3, p. 119] obtenemos,

2 ™ T 27
0 0 0 0

y podemos hacer esta integral recurriendo a la integraciéon por partes mediante la siguiente sustitucion,

z=u > dz=uudt y dw=h; - w=h.

Por lo que

o

27w ™ 2m
/ /uthtd:pdt = /{uthm—/ utthdt]dx (2.50)
0 0 0
™ 2m
0 0
2m ™
0 0

Q
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ahora,

27 s
/ Uy hydrdt = / {/ uxhxdz] dt (2.54)
Q 0 0

y podemos nuevamente recurrir a la integraciéon por partes mediante la siguiente sustitucion,
Z2=Uy > dz =Ugedr v dw=hy > w=h

por lo que:

[ o = [ [ v -

27 T
— / / Ugprhdxdt (2.56)
0 0

= —/ Uz hdxdt (2.57)
Q
Combinando 2.53 y 2.57 obtenemos,
/ (Uze — uge)hdxdt = 0. Yh € C*(Q) (2.58)
Q
por lo cual
Utt — Ugy = 0 (259)

Que es precisamente la ecuaciéon de onda homogénea.

Notese que los célculos anteriores son posibles siempre que u sea por lo menos de clase C? sobre ().
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CAPITULO 3

EL PROBLEMA NO LINEAL

Consideremos el problema de encontrar una solucién periédica en el tiempo y no contante u = wu(z,t),
0<z<m, teR,deel problema

Ou = ugs — Upe = —ululP™? en (0,7) xR (3.1)
u(0,9) = wu(m-)=0 (3.2)
u(t+2m) = w(,t) VteR (3.3)

donde p > 2.

Proposicion 3.9. El problema (3.1-3.8) puede ser interpretado como las ecuaciones de Euler— Lagrange

asociadas con un problema de minimos para el funcional:

27 T
E(u) = %/0 /o (Jug|* — |ugl?) dx dt (3.4)

en el espacio

H={ue H?([0,7] xR) ; u satisface (3.2,3.9)} (3.5)

loc

dotado con la norma de H%? sobre Q = [0, 7] x [0, 27], sujeto a la condicion

|[ull ey = 1. (3.6)
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Demostracion. En efecto, en la proposicion 2.8 se mostré que el funcional E definido como en 3.4 es
Frechet- diferenciable, posteriormente mediante algunos céalculos sencillos se deduce que al minimizar este
funcional podemos obtener la ecuacion de honda homogénea u;; — uy, = 0 siempre y cuando u tenga por

lo menos dos derivadas. Para nuestro proposito, restaria ver que la funciéon F' definida por

F(u) = |[ul | oy = /Q Juf? (3.7)

es también Frechet- diferenciable, para esto:

1 1
‘m = _ — lm = p_ P
}gr(l) " (F(u+th) — F(u)) tl—%t (/Q |u 4+ th| /Q\u| ) (3.8)
1
- lm = P _ |ylP
~ i ! (/Q lu+ th]? — Ju] > (3.9)
P _ |ylP
— / lim [u+ th)? —[ul? (3.10)
qt—0 t

= / uplulP 2", (3.11)
Q

Por tanto F' es Gateaux diferenciable y por el teorema 1.2 esta derivada coincide con la derivada de Frechet.

Luego, u sera méximo para F' siempre que

p/ ululP~2h =0 (3.12)
Q
En la seccion 2.6 se obtuvo ademas que

/ Uxhx - Utht =0 (313)

Q

combinando 3.12 y 3.13 se tiene que

Upy — Upy = —u|ulP >

]

Por otro lado, el operador [J = 97 — 92 en relaciéon con la segunda variaciéon de E tiene un niimero infinito
de valores propios positivos y negativos y también posee un niicleo de dimensién infinita, como se vera

més adelante.
Por lo tanto los métodos variacionales directos para la solucion al problema no se aplican inmediatamente.

Con el fin de convertir (3.1-3.3) en un problema que podemos manejar, escribimos 3.1 como un sistema
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v = [Ou (3.14)
—v = uulf~? =VG(u), (3.15)

1
donde G(u) = —|ulP. En la seccion 1.7.2 se mostrdo que G es estrictamente convexa y posteriormente su

transformada de Frenchel. Asi, 3.15 puede ser interpretada usando esta ultima como

1 1
G*(v) = sup{uww — —|ulP;u € R} = —|v|?
p q

donde 1 < g < 2 es el exponente conjugado de p, satisfaciendo % + % = 1. Luego, por el lema 1.4, 3.15 es
equivalente a la ecuacion
u=VG*(—v) = —vfv|T? (3.16)

3.1. Estimadores para el operador []

3.1.1. Nucleo en [P

Denotemos con T al espacio cociente R/(27Z). T es una variedad de clase C*¥ modelada sobre R. A la
variedad T la llamamos el toro y puede ser visto como el conjunto de nameros z € C tales que |z| = 1. Es
decir, los ntiimeros complejos tales que z = e’ para algtin t € R [12, p. 183]. Decimos que una funcién a
valor real es 2w — peridica si dom(f) = T o equivalentemente, si f : R — Ry que f(z) = f(z + 27) para
todo x € R [13, p. 88].

Para p € [1,00), definimos L% como el espacio de las funciones f : T — R de promedio nulo tales que |f|
es integrable en el sentido de Lebesgue.

Entendemos ahora una soluciéon débil en [P al problema lineal homogéneo si

(u,Op) =0 (3.17)

para toda ¢ € C2(M) (se entiende M como la variedad producto (0,7) x T y C?(M) como el espacio de
las funciones continuas dos veces diferenciables a soporte compacto definidas en M). Notamos con N al

conjunto de todas las soluciones débiles al problema lineal homogéneo en L!(Q), o de manera equivalente

N = {u € L'(Q);u = p(t+ ) — p(t — z); donde p(s+ 27) = p(s) p.cts, y / Trp dzr = 0} (3.18)
0

La ultima condicién que aparece en la definicién de N es una condicién de normalizacion.
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3.1.2. Espectro de []
Definicion. Se define el espectro del operador I como:
o(@)={/* -k ; jkeN} (3.19)

Antes de seguir definamos las siguientes trasformaciones:

Z: LY - LYQ) (3.20)

tal que
(2p)(z,t) :=p(t + x) — p(t — )

y también

Q: 1Y) — LY (3.21)

mediante la formula

(Qu)(r) := % /Ow(u(s,r —8) —u(s,r + s))ds.

Proposicion 3.10. La aplicacion Z definida en (3.20) es una transformacion lineal, continua e inyectiva.

Demostracion.  a) Primero que todo veamos que Z es una aplicacion lineal.

En efecto, sean «, 8 ntimeros reales entonces

(Z(ap+Bp))(x,y) = (ap+Bp')(t+x) — (ap+ Bp)(t — x)
= (ap)(t +z)+ (Bp)(t +2) — (ap)(t — ) + (Bp')(t — 2)
= ap(t+z)+Bp/(t+2) —ap(t — )+ Bp/(t — z)
= a(p(t+z) —p(t—2))+ P (t+2z)+p'(t - 2))
= a(2p) + B(2P).

b) Z es continua.

Sea p € LY entonces
IZp) (@, )l = /Q|p<t+x>—p<t—x>\
< /Q|p<t+x>|+\p<t—x>|
= [ terai+ [ we-a)

< 2/Q|p<t+x>|
= 2Ylp(a 1)l
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lo que implica que Z es continua.

c) Para ver que Z es inyectivo, supongamos que Zp = 0. Esto implica que

p(t+z)=pt—x) Va,t
asi que para x =t tenemos que

p(2t) = p(0) VteT

integrando a ambos lados de la ultima ecuacién tenemos que
2m 27
/ p(2t) = / p(0) VteT
0 0

y dado que p es de promedio nulo obtenemos que 27p(0) = 0 lo que implica que p = 0.

Esto demuestra finalmente que Z es lineal, continua e inyectiva. |
Nota. Notese que N = rng(Z2).

Proposicion 3.11. Las siguientes afirmaciones son vdlidas:

1. La aplicacion Q definida en (3.21) es lineal continua.

2. QZ =1 donde I es la identidad en L

Antes de empezar con la demostracion debemos constatar que la aplicacion Q esta bien definida, para esto

es necesario mostrar que si v € L'(Q) entonces Qu € LY.

En efecto, es claro que Qu esta definida en T. Resta ver que ademas tiene promedio nulo, para esto:

EE /02" (s [ wtar= ) ot s

= / , 7 —58) —v(s,r + s))dsdr

2
= / / (s,r— ) —wv(s,r+ s))drds

= 5%, [/0 v(s,r — s)drds —/0 (s, r—i—s)drds]

Realizando un pequeno cambio de variable tomando u = r — s para el primer caso y u = r+ s en el segundo
tenemos
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Demostracion.

2.

2m 1 ™ 2T—u
/0 Qv = o ), {/_u v(r,u)drds—/u

1 ™ 2m 2m
= 5 i {/o v(r,u)drds—/ v(r,u)duds]

= 0.

continuidad, procedamos de la siguiente manera

27
Qe = /

1

1
2T

2 0

IN

IN

= vl
lo que muestra que Q es continuo.

Sea p € (LY).

QZp(r)
1 T

= [(p(r—s+s)—p(r—s—3))— (p(r+s+s)—p(r+s—s))ds

2 Jo
1 ™

2 (= [ (w(s,r — ) = pls,r +5))ds
(2] )

2mr+u

o(r, u)duds]

/(v(s,r 8 — (s, + s))ds| dr
L 27T/|v(5,7"s) (s, 1+ 8)|dsdr
/(J27r/|v(s,r—s) — (s, + 5)|dsdr

/Q (s, ) — v(s, r)|dsdr

= (p(r) —p(r —2s)) — p(r + 2s) + p(r))ds

2 o
1 ™

= o [ @)~ p(r —25)) — plr + 25))ds

21 0
1

= — i 2p(r)ds — % /Oﬂ(p(r —25)) + p(r + 2s))ds

2 0

= - o [ [T asras s [ pioyas]

este ultimo paso se justifica ya que p es de promedio nulo.

1. La definiciéon de @ y un célculo inmediato implica que es lineal, para demostrar la

Con el objetivo de demostrar que el nicleo N es cerrado presentamos el siguiente Teorema tomado de [4,

p. 40]
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Teorema 3.14. Sean E, F espacios de Banach, asumamos que T € L(E, F) es inyectivo. Las siguientes

proposiciones son equivalentes:

a) T admite un inverso a izquierda.

b) R(T) =T(FE) es cerrado y admite un complemento en F'.

Demostracion. Ver por ejemplo [4, p. 40]. [ ]

Proposicién 3.12. N es cerrado en L'(€2)

Demostracion. Tenemos por la proposicion 3.10 que el operador Z es lineal, continuo e inyectivo definido
de un espacio de Banach en un espacio de Banach, ademas en la proposiciéon 3.11 se muestra que este
admite un inverso a izquierda. Por el Teorema 3.14 tenemos que R(Z) = N es cerrado y por lo tanto se

termina la prueba. [ |

Por otro lado, para f € L'(Q2) tal que fQ f ¢ dz dt = 0 para toda ¢ € N N L>°(2), entonces existe una
tinica funcion u € C(Q) que satisface (2.2), (2.3), tal que Ou = f y [, up dz dt =0 para toda ¢ € N.

En efecto, Podemos expresar u explicitamente como:

u(z,t) = P(z,t) + (p(t + 2) — p(t — z)), (3.22)

donde 1) se construye con una extension 2w —periddica de f a [0, 7] X R esto es

v [ pttE—a) .
Y(x,t) = —%/ (/t f(g,r)d7'> d€ + ¢ - (3.23)

—(§—=)

1 T t+€
c= 5/0 (/t5 f(f,T)dT) dg. (3.24)

Tenga en cuenta que ¢ es constante. Aqui, se utiliza el hecho de que f es ortogonal a N.

con

La eleccion de ¢ ahora garantiza que u satisface la condicion de contorno (2.2); Por otra parte, la periodi-
cidad de f implica (2.3). Por ultimo, la eleccion de

1

§o) = 5o [ 0(es =) — wi€ s+ €l (3.25)

asegura que u es L? — ortogonal a N.

Las formulas (3.23-3.25) determinan un operador K = [J~! de el complemento ortogonal débil de N.

Definicién. Se define el complemento ortogonal débil N notado N+ en C(Q) como

Nl{feLl(Q); /fcpdx dt =0 V@ENQL"O(Q)} (3.26)
Q
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Formulamos el siguiente resultado debido a Lovicarova.

Proposicion 3.13. Las siguientes afirmaciones son vdlidas

1. O7'0f(z,t) = f(x,t).
2. |07 fl|zee < C||f|lpr para f € LY(Q) y alguna constante cq.

3|07 fllee < Col|f]La para f € LY (Q), a=1 —% y ¢ una constante.

Demostracion. Antes de comenzar con la demostracion, con el animo de reducir los célculos tomemos

O f(z,t) de la siguiente manera:

O f(a,t) = Sf(a,t) + S'f(x, 1) (3.27)

x [ o)
st =3 [ ( Lo f(é,T)dT> d

_ T t+&
S’ f(a,t) = ”%”’/O (/t_g f(g,r)d7> de.

1. Dado que S’ f(x,t) es constante tenemos que las derivadas parciales segundas de S’ f(x,t) son cero,

con

es decir
82
wslf(l', t) = 0
82
@Slf(l', t) = O
ahora,

9 o | 1 [m [ e
Ssf) = (%[—2 / (/t_(g_w) f(w)dT) d&]

_ ff/w(f(g,wr{fx)*f(f’t*§+x))df

0* o | 1 [ [t
SSft) = W[Q / (/t(u) f(E,T)dT> ds]

- Of?t[_;/W(f(g,wrf—x)—f(§,t—£+x))d€}
- _%/ﬂ(ft(g,wrf—w)—ﬁ(ét—ﬁxﬂdf
=0
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De la misma forma calculamos las derivadas para x:

0 o | 1 e
55 @) = a[_z/ (/HH) f(f,T)dT) dg]

8

1 L t+(E—x) ¢
= -3 [/T . (/t—(.f—x) f(f,r)dT) dgl —/t f(z,7)dr
= 5 [ (Ut re—a - fet—cronie— [ s
- —%/ (F(Et+€—2) = F(&t— € +))de
2 T
ToSiwn = [;/ (f(f,t+€x)f(£,t£+w))d€]
= 5| [ et 6 -0~ fulet - 4 ade +21(2.0)
= —f(z,t).
Lo que implica que
OO0 f(x,t) = f(z,t)
2. Sea f € N+ entonces
w [ pt(e—a)
st = |5 [ ( L. f(f,r)df> %
1 /™ t+(§—x)
- r)|dr | d
<3/ (/t_@_m) 7€) ) ;
< %/Q|f(x,t)|dxdt
= collfllz:
por otro lado,
T — T t+€
S'f@ )l = |5 /0 ( - f(S,T)dT> de

IN

r—a| [T [
s |, L e iaie

Eo [ s
27(' QO
= allfllz

IN
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(mt+h+a+k—m

- (m,t+x—m)

.:{ﬁ,;_h—m—k:_ﬂ]

(m,t—x+mw)

Figura 3.1: Conjuntos Ty, 15, T
asi que

07 f (. 6)] < CIf| e

y por lo tanto

187 f (@, )|z < ClIfl]1e

. Para demostrar que ||[07" fllce < C||f[|za con f € L'(Q) y a = 1 —  definamos los siguientes

conjuntos:

Ty = {(z,t),(mt+z—7), (mt—z+m)}
T, = {(e+ht+k),(n,t+h+zx+k—7),(n,t+h—z—k+m)}.

Notemos T' = T3 AT donde A denota la diferencia simétrica entre conjuntos, es decir T'= (T — To) U (To — T1)
(ver figura 3.1).

De esta manera, la medida p(7') la cual representa el drea de T' (secciéon marcada por lineas punteadas
en la grifica 3.1) estd dada por |k? — 2k(m — x)| < 4w (|k| + |h]).

Por otro lado,
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|Sf(x+ h,t+ k) — Sf(x,t)

S ) ae ([ ) o]

2l
SRS
< ;[/Tz\TlflJr/Tl\TQIfI]
= ]

- 3/

< L

1 /
= A |l
< 2l + 1B

Donde p’ y ¢ son exponentes conjugados.

Mediante un argumento similar obtenemos que

IS F(z + hyt + k) — §'f(a, )] < \g(w@ IR |l o

y combinando estas dos ultimas expresiones obtenemos que ||[07! f||ca < Cy||f||rs donde C, > 0

depende tnicamente de q.

Para demostrar que 07! es un operador compacto usamos el siguiente

Teorema 3.15 (Arzela-Ascoli). Sea K un espacio métrico compacto y sea H un subconjunto acotado de

C(K). Asumimos que H es una familia uniformemente equi-continua de funciones, esto es

Ve >0 30 > 0 tal que d(z1,22) <6 = |f(x1) — f(z2)| <€ Vfe H

Entonces, la clausura de H en C(K) es compacto.

Demostracion. Ver por ejemplo [13, p. 245]. |
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Veamos ahora una de las propiedades de mayor importancia del operador (17!

Proposicién 3.14. El operador O~ : Nt N LY(Q) — N~ es compacto.

Demostracion. Realizaremos la demostraciéon para el caso ¢ = 2, el caso general se hace de manera analoga.

Sea B C N+ N L?(Q) un conjunto acotado, Por la parte dos de 3.13 obtenemos que si f € B,

187" flleiz < Cllflla

y por lo tanto 0~'(B) es acotado en C'/2.

Tenemos ademas que,

O fllorz = 1O fllze + 107 fler e
_ - ) IO~ fa,t) — O fy,s)|
= [|O0 1f|L°°+buP{ @D e
D—l _ |:|_1
o S e 0 # e <)
O~ f(x,t) — O f(y, s)]
- (2, t) + (y, s)|V/2

(2.0) £ (5,5) € Q}

\%

tomemos C||f||r2 = k,asi:

87 f () = 07 fly, 9)] < Kl —y) + (t = )|/

Veamos ahora que [J7!(B) es una familia equicontinua de funciones. En efecto, dado € > 0, tomemos

o= f?z y si (z,t), (y,s) € Q que verifican

[z —y)+ (-9 <d

tenemos
O (e, t) = O fy,s)| < klw—y)+ (t—s)?
< ko'/?
e 1/2
= k()

como se queria.

De esta manera, se mostro que se satisfacen las hip6tesis del Teorema 3.15 (Arzela-Ascoli) y por lo tanto

0-1(B) es compacto, lo que implica que [J=! es compacto. |
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CAPITULO 4

EXISTENCIA DE UNA SOLUCION DEBIL AL PROBLEMA Clu + ujulP~2 = 0

Queremos encontrar soluciones no triviales al problema [Clu + u|u[P~2 = 0 con condiciones de Dirichlet y
periodicidad en el tiempo, para mostramos el Teorema fundamental de este trabajo el cual requiere un
resultado conocido e importante del andlisis como lo es el Teorema de Multiplicadores de Lagrange en

espacios de Banach (Ver por ejemplo [5, p. 337]), no se presenta su demostracién para no extendernos.

Teorema 4.16 (Multiplicadores de Lagrange en espacios de Banach). Sean &, F espacios de Banach,
A C & abierto, f: A— R yg: A— F, aplicaciones de clase C*, k > 1.

S={zeA, g(x) =0, ¢'(x) sobre}

Si existe p € S, tal que f restringida a S alcanza mdzimo (o minimo) en p, entonces existe A : F — R

lineal continua, tal que
f'(p) =Xod'(p),
es decir, p es punto critico de la funcion f —Aog: A — R, cuando X\ € F*.

Demostracion. Ver por ejemplo [5, p. 338]. |

T

Teorema 4.17. Supongamos — € Q; entonces existe una solucion débil no constante T'—periddica u €
0

LP([0, 7] x R) al problema (3.1-3.3).
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Demostracion. Para nuestros efectos tomemos T = 2.

Fijemos ¢ = Ll y sea V = N+ N LQ) dotado con la norma de L. Por (3.14) tenemos que el operador
p—

O-!:V — LPQ es compacto.

Definamos

E* € CY(Q), en efecto

/ (O Yw+h)(v+h)— / (O 'v)v dadt dxdt}

Q Q

/ (O ') (v + k) + (O h) (v + h)) dedt — / (O ') dmdt]
Q Q

/((D*lv)u + (O ')+ (O h)w + (O th)h) dedt — / (O ') d:cdt}
Q Q

/ (Oo)o + (O~ 20)h + (O~ h)w + (O R)h — (O o)) da:dt}
Q

/ (O~ )b + (O w)h + (O~ h)h dmdt}
Q

N = N = N = N = N = N

/9(2(5—11))11 dxdt—s—/Q(D_lh)h dxdt}

Resta por ver que [,(d7'h)h dzdt es o(h). Para esto:

/(D*lh)h dacdt‘ < |(O7'h)|A|
Q
< [Bllzal O Al e
1/p
< Wiler ([ 07000
Q
< lAlzal | Al e p()1 7
< IRl [T Al pr ()P
< IRf[Fap(@)M /PO

kIR Zq

por lo tanto
| [ (O~ h)h dzdt|

[1A]|za

< K[| La

y tomando limy,_,¢ obtenemos
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O~'h)h dxdt
o 1 Jo(© ) drdt]
h—0 HhHLq

ast [o(O7 h)h dadt = o(h).

Dado que [I7! es compacto, se puede deducir que E* es débilmente semicontinua inferiormente. En efecto,

sea ¢, — ¢, como (17! es compacto por la parte 1 de la proposicion 1.7 071 (¢,,) — O~ !(¢p), entonces

B0 = 5 [@0p

O
L., —1 . o
= 3 lim [ (O ¢)e, se usa la definicién de convergencia débil

1

= 5h’m/h’rn(D_lgan)gon compacidad de 07!
1

< iliminf/(D_lgon)(pn Lema de Fatou

1
— 11’minf§/(|j_1<pn)<pn
= liminf E*(p,)

y por consiguiente E* es débilmente semicontinua inferiormente.

Restrinjamos E* a la esfera unitaria

M={veV; ||v||p« =1}
en L9,

Es claro entonces que bajo esta restriccion E* esta acotada superior e inferiormente debido a que

’/(D_lu)u

< kllull7. < e

. Tiene entonces sentido hablar de

a = inf B*
M

Tomemos ahora una sucesion (v,,) € M tal que

E*(vm) — a.

Entonces por el Teorema 1.12 (Eberlein Smulian) (v,,) es una sucesion acotada en un espacio reflexivo
(L7). Por el Teorema (1.12) la sucesion (v,,,) tiene una subsucesion débilmente convergente que sin perdida
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de generalidad la podemos llamr igual v,, — v* débilmente en L?. Ahora, por la semicontinuidad inferior

débil obtenemos

E*(v) <liminf E*(vy,) = Inf{E*(v); ve M} <0. (4.2)

m—r o0

*

Es claro que si v* # 0 entonces tiene norma 1 en L9 y por lo tanto pertenece a M.

[v*|]a
Ahora,
x 1 1
E(pv)zi (O pv)pv dadt (4.3)
Q
1 —1
= — [ (pO07  v)pv dadt
2 Ja
1
= f/pQ(Dflv)U dzdt
2 Ja
= p’E*(v).

La condicion ||v*||r« = 1 junto con (4.2) implican que v* es una cota inferior de E*. Como ademas v* € M

tenemos que v* es un minimo de E* sobre M.

De esta manera caemos en las hipotesis del teorema (4.16) y por lo tanto existe un parametro de Lagrange

u € R tal que v* satisface la ecuacion

/Q(El_lv* + vt |72 dazdt =0 Yy € V. (4.4)

Tomando ¢ = v* en (4.4) tenemos

/9(5711)* + po* |92 0t dedt = 0
/Q(Dflv*)v* + p(v*)?0*|972) dedt = 0
/Q(Dflv*)v* +plvt|?) dedt = 0
/Q(Dflv*)u* d:rdt—&—u/ﬂw*\q) dedt = 0

2E*(v")4+u = 0
—2E*(v*) = p>0

*

Si tomamos v = € V obtenemos por (4.3) que i’ = 1. Hemos hecho un reescalamiento de v* y por lo

Vi
tanto v satisface (4.4), es decir
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/(D_lv + o7 dedt =0 Ve € V.
Q

Luego O~ 'v + |72 € NN LP.

Definamos u = —v|v|?~2 € LP, por la condiciéon de ortogonalidad existe ) € N N LP tal que
v = O lv+oy
u = —vlu|?7?

y aplicando [J tenemos

Ou = OO0 'w+0Oy

Por lo tanto ((4.5) y (4.6) son equivalentes a

Ou = v
ululP~? = —v.
Se concluye que u es una solucién débil, no constante a la ecuaciéon
Ou + ululP~2 = 0,

satisfaciendo las condiciones de contorno y periodicidad (3.2,3.3).
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CAPITULO b

CONCLUSIONES

Para lograr el desarrollo de este trabajo, se ha hecho un estudio previo de las herramientas que nos brinda
el anéalisis que condensa resultados de diferentes ramas tales como: las ecuaciones diferenciales ordinarias
y parciales, ecuaciones integrales, calculo variacional, geometria, topologia, entre otras. Se ha mostrado en
el recorrido que estos conceptos resultaron siendo claves para una mejor comprension en el estudio de una
ecuacion de onda semilineal.

El estudio de la ecuacién (lu = —u|u|P~2 sujeto a condiciones de Dirichlet se hace dificil con métodos
tradicionales ya que el operador [0 no cuenta con propiedades que faciliten su estudio. Por esta razoén
acudimos a procedimientos un poco mas elaborados. Se opta por buscar una tipo de soluciones especiales
con ayuda del operador 07! el cual es compacto. Esto ayuda a ganar propiedades.

Para el problema de onda semilineal que se ha estudiado las soluciones que se encontraron son soluciones
débiles. La necesidad de hablar de soluciones débiles radica en que este tipo de soluciones (como se pudo
ver en el trabajo) no cuentan con todas las condiciones de derivabilidad con las que estan dotadas las
soluciones fuertes. Inevitablemente al hablar de soluciéon débil se hizo necesaria la introducciéon de los
espacios de Sobolev.
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