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Introduccién

Las ecuaciones diferenciales han sido un tema de discusién que surgi6 en el siglo XVIII
como una pregunta al comportamiento de la cuerda de un violin y cémo modelar es-
te fendmeno matematicamente. Algunas preguntas relacionadas se venian estudiando
desde tiempos de Pitdgoras a partir de los &rmonicos que generaba la cuerda segtin su
longitud y arreglo musical frente a otro conjunto de cuerdas. Fueron grandes matema-
ticos como Euler, D’Alembert y Daniel Bernoulli quienes abordaron este problema que,
para la época, generaron grandes preguntas por los métodos de solucién presentados.

En esta ocasion se expone la existencia, unicidad y regularidad de la ecuacién de onda
soportado en los espacios de Sobolev y el teorema de Hille-Yosida. Este altimo aborda
el problema a partir de un operador monétono maximal autoadjunto y por el cual se
encuentra una solucién débil al problema uy — uyy = 0.

Inicialmente se abordaréd la ecuacién de onda, su deduccién y la solucién de ella, viendo
las equivalencias entre los dos métodos anteriormente nombrados (D’Alembert y Ber-
noulli). Posteriormente se soportard el desarrollo del trabajo en la teoria de medida, los
espacios LF y los espacios de Sobolev en IR, se introducirdn los operadores monétonos
maximales, el teorema de Hille- Yosida para el problema de evolucién ‘fi—”t‘ + Au =0,
su solucion para un valor inicial ug y su generalizacion para valores iniciales fuera del
dominio del operador. Finalmente se aplica la teoria anteriormente nombrada a la ecua-
cién de onda, mostrando su existencia, unicidad y regularidad.
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CAPITULO 1

Preliminares

1.1. Motivacion

Una onda se interpreta como la propagacién de una perturbacién, fuerza o movimiento
en una determinada superficie. Si el movimiento que se aplica en ellas va en la misma
direccién de su propagacion se les denomina ondas longitudinales. Por otra parte, si el
movimiento que se aplica en ellas va en direccién perpendicular a la fuerza de propa-
gacion, se les llama ondas transversales.

Se definen ademas cinco aspectos importantes: La frecuencia de la onda, definida como
numero de repeticiones del fenémeno estudiado en un intervalo de tiempo. La amplitud
de la onda, que permite percibir el volumen y la sonoridad, determinada por el tama-
no de la vibracion de la onda. El tono, el cual determina la frecuencia de la vibracion.
El timbre, que es el que da forma a la distribucién de las amplitudes de cada frecuen-
cia. La duracién, que corresponde a la longitud de tiempo en el que las notas suenan
[Benson, 2007, p. 2].



1.2. La Ecuacion de Onda

1.2.1. Movimiento armonico

Tomemos como ejemplo de onda el movimiento de un resorte [Parker, 2010, p. 21]. Si
se propaga una perturbacién en él, causara que cada uno de los aros se desplace de su
posicién original de equilibrio. Si relacionamos las crestas y los valles de una cuerda
comun a nuestro ejemplo del resorte, hablariamos de crestas cuando los aros estdn maés
juntos de lo normal y de valles cuando los aros se separan mas de lo normal.

A estos casos los llamaremos compresiones (aumento de la perturbacion a la que esta
sometido el objeto) y rarefacciones (proceso en el cual el fenémeno de perturbacion se
hace menor). Ademads, dada su naturaleza tienen una forma repetitiva regular a lo largo
de la onda, por lo que dichas repeticiones toman una forma senoidal.

En efecto, si consideramos una particula de masa m sujeta a una fuerza F hacia la posi-
cién de equilibrio y = 0 y cuya magnitud es proporcional a la distancia y de la posicién
de equilibrio, F = —ky [Benson, 2007, p. 14], siendo k la constante de proporcién de
Hooke, tendremos bajo las leyes de movimiento la ecuacion diferencial

d>y | ky
az T =Y

cuyo polinomio caracteristico serd A? + % = 0y sus raices A1 = 4/ _Wk, Ay = —4/ _Wk,
complejas, dado que k, m > 0.

Luego, la solucién de la ecuacién tendrd la forma

y = Acos <\/£t> + Bsen (\/£t>,
m m
| k
y:Csen< EH_(P)'

lo que explica el porqué de llamarla onda senoidal.

o lo que es igual



1.2.2. Arménicos por longitud de onda

Si consideramos una cuerda vibrante anclada en sus extremos, con un nudo en el centro
de ella de tal forma que la masa m del nudo es mucho més grande que la de la cuerda,
ésta ejercerd una fuerza F sobre el nudo hacia la posicién de equilibrio, modelado por el
mismo caso anterior de movimiento armoénico. Asi, por ejemplo, en una guitarra, se ob-
tiene este modelo al tocar el punto medio de la cuerda mientras se puntea con los dedos.
El resultado, como veremos mds adelante, serd un sonido una octava del tono natural.
Si cada mitad esta vibrando con una onda senoidal pura, entonces el movimiento de un
punto que no sea el punto medio estara dado por

y = Acos (21/£t> + Bsen (2\/51‘) ,
m m

donde las constantes A y B estdn determinadas por la posicién inicial y la velocidad del
nudo.

En general, la ecuaciéon del movimiento en la cuerda sera

y = Ay cos <n\/ Et) + B, sen ( nkt> .
m m

Antes de seguir con el estudio de estos armoénicos introduciremos el concepto de longi-
tud de onda.

La distancia o repeticién de un punto a un punto similar méas adelante, se llama longitud
de onda y sera denotado con A. Esta es la distancia entre dos compresiones o dos refrac-
ciones [Parker, 2010, p. 21]. De acuerdo con el andlisis de las series de Fourier tenemos
que para cualquier onda peridédica podemos encontrar una descomposicién senoidal.
Asi, dada una onda senoidal, de frecuencia f y periodo T, su longitud de onda esté
dada por la expresion

A=- =0T,
f

donde v es la velocidad de propagacion de onda.

Retomando el estudio de las escalas musicales y los arménicos es importante mencionar



cémo la escuela pitagoérica tenia una teoria matematica para la musica. La relaciéon entre
las longitudes de las cuerdas y las notas. Las distancias corresponden a intervalos mu-
sicales y las notas a la armonia. Estudiando asi la naturaleza de los sonidos musicales y
la existencia de una relaciéon numérica entre tonos que sonaban armoénicos y que al di-
vidir la cuerda en ciertas proporciones generaba sonidos que llegaban a ser placenteros
al oido humano.

Procedi6 entonces Pitdgoras a iniciar sus experimentos comparando distintos tonos con
el fin de encontrar alguna relacién entre ellos. Para comenzar, él producia un tono de
toda la cuerda sin detenerla y lo comparaba con un tono producto de puntear la cuerda
en la mitad. Esta relaciéon se denominé 2/1, llamado octava, tipico arreglo en las notas
de un piano, que viene siendo la misma nota pero en diferente tono. Para su segundo
experimento, punteaba la cuerda a un tercio del final y la comparaba con la cuerda
original. Esta relacién se denominé 2/3, llamada quinta perfecta. Si ademads, él punteaba
la seccién pequefia, relacién 1/3, encontrando igual placer al oido al unirlo con el de
2/3. Un experimento adicional se basaria en comparar una nota dada con 2/3L, con L
longitud de la cuerda, con una nota de 1/2L y encontré otro arménico llamado la cuarta
perfecta. De esta forma quedaban deducidas la octava 2/1, la quinta perfecta 3/2, la
cuarta perfecta 4/3 y la tercera mayor 5/4. Formando asi la llamada escala pentaténica
debida a Pitagoras. [Parker, 2010, p. 3].

1.2.3. Deduccion de la Ecuacion de Onda

Regresando al estudio del movimiento de las ondas desde el movimiento arménico,
consideremos la vibracién sobre cuerdas atadas en los extremos. Pensemos en el des-
plazamiento de y como una funcién espacio-tiempo a lo largo de la cuerda determinada
por una ecuacion en derivadas parciales en una dimensién, de forma que la pendiente

en cualquier punto de la cuerda es pequefia.

Sea u(x, t) dicho desplazamiento, en donde x es la variable en el espacio y ¢ la variable
tiempo. Definamos también la tensién T, tangencial a lo largo de la cuerda y p la masa
de la cuerda. Aplicando las leyes de Newton entre dos puntos “cercanos” en la cuerda,
digamos x, x1, tendremos que, la suma de fuerzas longitudinales sera igual a cero de-
bido a que el movimiento se da transversalmente [Strauss, 1992, p. 11]. Por su parte, la



suma de fuerzas transversales serd la tension de la cuerda sobre su magnitud, aqui la
magnitud sera de /1 + 12, siendo u, la pendiente de la cuerda en x;:

Tsinf = Tux(x1,1) Titz(%o0, 1) / pugdx.

V1+ ux(xl,i,‘)2 V14 uyx(xo,t)

Si asumimos el movimiento suficientemente pequefio, tal que 1y ~ 0 entonces podre-

mos expresar la suma de fuerzas como

Tuy(x1,t) — Tux(xo,t) / pupdx,

multiplicando por xll <

;a ambos lados de la igualdad, tenemos

Tuy(x1,t) — Tux(xo,t) 1 X1
X1 —Xp B X1 — Xp

pudx.

Aplicando hin a ambos lados de la igualdad tenemos que
X1—X0

Tuy(x1,t) — Tuy(xg,t ) 1 *1
lim x(x1,t) x(%0, ) = lim pupdx.
X1—X0 xl —_ xO X1—X0 xl — _XO 0

Por la forma integral del teorema del valor medio existe un valor en el intervalo [xg, x1]

tal que
im ——— [ puyd t
x11£>r3160 X1 — Xp /xo puax = pit,
y dado que
T ) =T St
lim ux(xl ) ux(xo, ) = ax(Tux)/
X1—X0 X1 — Xp

debido a que T es independiente del espacio-tiempo, se obtiene la igualdad
Ut = Czuxxz

conc = \/% (denominada velocidad de onda) [Benson, 2007, p. 99].



1.2.4. Solucion de la Ecuacion de Onda

Jean le Rond d’Alembert (1717,1783) propuso un método con el cual encontraba la so-
lucién general a esta ecuacion: [Benson, 2007, p. 89].

Teorema 1.1. La solucién general de la ecuacién de onda
Ut =
estd dada por
u= f(x+ct)+g(x —ct).

St la solucion satisface las condiciones de frontera u = 0 para x = 0y x = 7t entonces es de la
forma
u=f(x+ct)— f(—x+ct).

Donde f satisface f(x) = f(x + 27t), para todos los valores de x.

Demostracién. Sitomamos el cambio de variables v = x — ct, w = x + ct, tendremos que

du_ dudw  udw
of ow of Jv ot

u ou
= %(C) + %(—C)
_ o
ow Jv

Derivando de nuevo se tiene

Pu_ 9 (w\dw 2 ()
o2  ow \ 9t ) ot dv \ ot ) ot

0%u o%u 0u 0u
~ (520 + 503059 ) () (5850 + 53 (=) ) (=)
2%u 5, %u 5, *u  ,0%u

92 € vow  C owov '€ a2

_ 2 Pu  Pu | du
- ow? dvdw  9v2 )’




Analogamente

o _ dudw | dudo
ox OJwadx JvIx
_ou o
 ow  0v’
Derivando de nuevo se tiene
Pu_ 0 (u)\dw D (du)d
0x2  ow \dx /) dx 9v \dx /) 9x
% N o%u N o2u +82u
 ow?  Jvdw  Qwdv  0v>
% N u  %u
- ow? 0vdw  0v2’
Reescribiendo 1y = c2u,, tendriamos
2 0%u 5 0%u +82u _ 2 0%u P 0%u L 0%u
ow? dvow 92 ) ow? dvow  9v?

olo que esigual a
ou

= 0.
dwadv
Si integramos con respecto a la variable w tendremos que

Ju

Integrando con respecto a la variable v tendremos que
u = f(w)+g(v),

o lo que es igual
u=f(x+ct)+g(x —ct).

Debido a que la cuerda esta fija en los extremos, cuando x = 0, x =

u=20.

).

7T, tenemos que



Parax =0
0= f(ct) +g(—ct),
para todo t, de modo que, para x = —ct,

—f(=x) = g(x),

para todo x. Por lo tanto

u=f(x+ct)— f(ct—x).
Parax =7

0= f(m+ct)— f(ct —m),

para todo t, de modo que, para x = ct — T,
f(x) = f(x —2m)
para todo x.

Daniel Bernoulli también desarroll6 una solucién para la ecuacién de onda bajo las mis-
mas condiciones anteriores:

Supongamos que existe una solucién de la forma
u(x,t) = p(x)h(t),
en la que separamos la dependencia de u(x, t) en sus dos variables independientes. Asi,
wee =P (OR(E) y wn = p(x)h"(F),
por lo que podemos reescribir la ecuacién de onda como

W ap)
i - ) -

siendo A una constante.

Como se quieren satisfacer las condiciones iniciales, se debe cumplir que u(0,t) =



p(0)h(t) =0y u(l,t) = p(I)h(t) = 0, para todo t.
Como h(t) # 0 para evitar la solucioén trivial, entonces p(0) = p(I) = 0, veamos enton-
ces la ecuacion

—p"(x) = Ap(x),

cuya solucién general serd
p(x) = Acos(vVAx) + Bsen(vAx).

Para p(0) =0
p(0) =A=0.

Para p(l) =0
Bsen(V/Al) =0,

de donde VAl = nmr, (n=1,2,..).
Por tanto, dicha ecuacién admitira soluciones no triviales siy sélo si A;, = (%)2 .

De ésta forma la ecuacion
—h"(t) = Ah(t),

queda determinada por

cuya solucién general serd
h(t) = Ccos (?t) + Dsen (?t) .

Asi, tenemos que

un(x,t) = sen (%Tx) [C cos (?t) + Dsen (?t)] :

Por el principio de superposicién, la combinacién lineal

u(x,t) = ’isen (?x) [Cn cos (?t) + Dy sen (?t” ,

también es solucién de la ecuacion diferencial.



Para ver la equivalencia entre estas dos soluciones es necesario desarrollar algunos con-
ceptos previos como lo son la frecuencia fundamental y el n-ésimo armoénico.

Como los extremos de la cuerda estén fijos, serdn puntos sin desplazamiento. Entre ellos
tendremos un punto de maxima amplitud al cual llamaremos antinodo.

El arménico bésico en una cuerda serd entonces aquel que tiene un solo antinodo en-
tre sus puntos fijos. Este serfa el armoénico con longitud mas baja al cual llamaremos
frecuencia fundamental o primer armonico. El segundo arménico se produce entonces
al adicionar un nodo maés a la frecuencia fundamental, de forma que hay exactamente
una onda completa dentro de la longitud de cuerda. El tercer arménico seria la adicién
de dos nodos a la frecuencia fundamental, completando cuatro nodos y tres antinodos,
de forma que hay tres mitades de onda dentro de la longitud de cuerda. De esta forma
el n-ésimo armoénico contara con #n 4 1 nodos, n antinodos y n mitades de onda dentro
de la longitud de cuerda. Ahora, al observar la solucién dada por D’alembert podemos
ver que ésta es periddica con periodo 2/ por lo que f tendra una expansion en series de
Fourier [Bensen, pag. 91].

Asi, si s6lo la frecuencia fundamental se encuentra presente, f(x) toma la forma

fi(x) = Acos (ZT”x) + Bsen <2T”x) (T = 20).

Si, de otro modo, sélo el n-ésimo armoénico esta presente, f(x) toma la forma

fu(x) = Acos <2nTnx) + Bsen (ZnTﬂx> (T = 21),

con lo que f(x) quedaria denotado de la forma

512_0 —i—n\Z:Acos (?x) + Bsen (?x) .

Llamemos & = (%x) y p = (4t).
Sea entonces la expansion de series de Fourier de f(x +t) — f(—x +t)

Ay cos(a+ B) + Bysen(a+ B) — Cycos(B—a) — Dy sen(B — a).

n=1

10



Por propiedades de suma de angulos tendremos entonces que

[e¢]

fx+1t) = f(=x+t) =) [Eysen(a)cos(B) + F,sen(p) sen(a)].

n=1

Il
¢

[Ay cos(a) cos(B) — Ay sen(a) sen(B) + By sen(a) cos(B) + By cos(a) sen(pB)

3
I
—_

— Cpcos(B) cos(a) — Cysen(B) sen(a) — Dy sen(p) cos(a) + Dy, cos(B) sen(a)]

agk

[E, sen(a) cos(B) + Fysen(p) sen(a)].

Il
—

n

Reemplazando «, B, tendremos entonces la igualdad de las soluciones.

La ecuacién de onda puede variar dependiendo de fenémenos que interacttien en el
modelo. Asi por ejemplo, si una fuerza exterior se aplicara sobre el modelo original, la
ecuacién de onda quedaria determinada por

Ut — CPllyy = f(x,t).

Si tuviéramos por ejemplo, una fuerza elastica transversal, la ecuacién quedaria de la
forma
2
Ut — C Uxy + ku = f(x, t).

Las soluciones a esta ecuacion representan las pequefias vibraciones de la cuerda de una
guitarra.

11



1.3. Espacios de medida

Supongamos entonces f € C|a, b] tal que

{ —u"+u=f,
u(a) =u(b) =0.

Una solucién serfa una funcién de clase C? que satisfaga dichas condiciones. Veamos lo
siguiente, sea ¢ € C}[a, b], multiplicando a ambos lados de la igualdad por ¢ obtenemos

—u"p+ug = fo.

Si se integra a ambos lados de la igualdad obtenemos

b b b
—/u(p+/u(p:/fq).
a a a

Que integrando por partes sera

b b b
/u’¢’+/ u’qv:/ fo,
a a a

lo cual tiene sentido para una funcién u € C'[a, b], dicha funcién recibird el nombre de
solucién débil de la ecuacién [Brezis, 2010, p. 201].

Salvo algunas restricciones si una funcién tiene derivada fuerte, también tendra deriva-
da débil y coincidirdn. Antes de entrar en detalle con ésta derivada, definida sobre los
espacios de Sobolev primero veamos un concepto méas amplio de integral, la integral de
Lebesgue, una integral mas amplia fundamentada en la medida de Lebesgue y sobre
cual se construyen los espacios en que se desarrollaran dichas derivadas débiles.

12



1.3.1. Espacios L¥

Para analizar los espacios L? comencemos por hablar de funciones simples. Una funcién
de valores reales definida en un espacio de medida X serd llamada funcién simple si el
rango de dicha funcion es finito. De esta forma, la funcién caracteristica Kg(x) toma el
valor 1six € Ey0six ¢ E, es una funcién simple sobre un espacio E C X.

Lo importante de las funciones simples serd que para f > 0 una funcién real en el
espacio de medida X, existird una sucesion creciente (s,) de funciones simples tales
que sy(x) — f(x) sin — oo para todo x € X. Incluso podremos calcular la integral
de una funcién medible a partir de aproximaciones de funciones simples [Rudin, 1980,
p. 340].

En efecto, supongamos
n
s(x) = Y ek, (x),
i=1
una funcién medible con x € X y ¢; > 0, sea ademas
n
Ig(s) = ) cin(ENEy).
i=1

Sila funcién f es medible y no negativa, tendremos que

/Efdu = sup [g(s),
asumiendo sup Ig(s) como el supremo sobre todas las funciones simples s tales que
0<s<f.

Para ver un poco mds claro este concepto supongamos la siguiente sucesién de funcié-

nes simples tales que tienden a la funcién f = —§(x — 3,5)2 + 3

13



Sea s3

Figura 1.1: Ejemplo de Funcién Simple

Endonde E; = [1,2)U[5,6) y u(E1) =2, E; = [2,3)U[4,5) y u(Ex) =2, E3 = [3,4) y
u(Es) = 1.

Ig(s) =c1p(E1) + c2p(E2) + cap(Es)
—1(2) +2(2) +3(1)
=9,

Para s, tendriamos la siguiente funcién con rango finito en el intervalo [0, 7].

Figura 1.2: Ejemplo de funcién simple

14



A medida que n — co tendriamos entonces a f:

Figura 1.3: funcién f = —1(x —3,5)2 + 3

Para entender mejor como funciona esta integral, supongamos f una funcién medible y
E un espacio medible.

Consideremos las integrales [, f*duy [, f~du, donde llamaremos f* = méx(f,0) y
f~ = —min(f,0),con f*y f~ medibles. Si ambas integrales son finitas, se definira

[ gdu= [ frau— [ fan

y diremos que la funcién es Lebesgue integrable con respecto a y, notada por f € L(u).
[Rudin, 1980, p. 340]. Ademds L(u) sera un espacio vectorial con la suma de funciones
y el producto por escalar habitual.

Sean f, g € L(u). Diremos que dos funciones son pi-equivalentes si son iguales en p-casi
toda parte. Esta clase de equivalencia determinard un conjunto de funciones en L(u)
que son p-equivalentes a f, por lo que se define el espacio L' como el conjunto de todas
las clases de equivalencia [f] en L(u).

Para [f] € L' definimos
10111 = [ 1fldp
Y llamamos || f||1 la norma L! de f. Con esto L! sera un espacio vectorial normado.

Generalizando esta definicién, si 1 < p < +oo, el espacio L? consistird de todas las

15



funciones medibles en el espacio X tal que

Pdu < +oo.
J \flran < +eo

il = ([ 7).

por lanorma de f en L”(p) [Bartle, 1995, p. 55].

Ademas se definird

Definidos los espacios L7, tendremos que con la norma anteriormente descrita, L2 esun
espacio vectorial normado, mas atin, sera un espacio de Hilbert. En efecto las propieda-
des de positividad de la norma, norma cero y producto por escalar se tienen. Veamos
que la desigualdad triangular se cumple.

Teorema 1.2. Supongamos que f € L?>y ¢ € L2. Entonces fg € L'y
£l < [If1l2118]l2-

Esta es la desigualdad de Holder para el caso particular p = 2, también llamada de-
sigualdad de Schwarz.

Demostracion. Definamos u(t) = t, con inversa u = t(u).
Sean «, B > 0. Si suponemos af el drea de un rectdngulo tenemos que

“tt [Cudu = 4
< S
oc/%_/()tt+/()uu 2+2

Supongamos ||f||2 # 0y [|g|[> # 0. Sea a = Il
Reemplazando tendremos que

FOls@] _ F@P | 3P
1l 18 = 20l 2llglE

16



Integrando con respecto a x a ambos lados de la desigualdad se tiene que

Ifell 1,1

—e— <~ 4 - =1

fllllgllz =2 2
Luego

&Il < [If1l2llg] l2-

Como se queria demostrar.

Con el resultado previo de la desigualdad de Schwarz tenemos la desigualdad triangu-
lar a partir de la desigualdad de Minkowski.

Teorema 1.3. Si f € L2y g € L?, entonces f + g € L%y

1f +gll2 < [If 112 + [Ig]2-

Demostracion. Para ver que f + ¢ € L? veamos que

(1£1+1g1)?
(2max|f],Ig])?
<(2If)*+ (2lg))*.

f+gl* <
<

Luego f + g € L2
Veamos ahora,
1 +81B = [ LfF12+21fsg] + g dp
< [1f1Z +2[If 121181l + 1 £113
= (IIf +8ll2)*

Con esto queda demostrado que ||f|| es una norma.

El primer resultado que podemos analizar para el espacio L? es la convergencia moné-
tona [Rudin, 1980, p. 344]. Dado un espacio p-medible E, si tenemos una sucesion cre-
ciente de funciones no negativas para la cual f,(x) — f(x) para todo x cuando n — oo,
entonces [ fudp — [; fdp, cuando n — co.
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Como ejemplo a este teorema sea ( f,) una sucesion de funciones medibles definida por
fu(x) =22+6-1,

n

Figura 1.4: Sucesion f;(x)

siendo f, es una sucesion creciente, ademéas f = lim f,(x) = x? +6.
n—oo
Por lo tanto

3
f _ _ X
nlglc}o/andx—/]Rfdx— 3 + 6x.

Contemplando el caso de que la sucesién de funciones no cumpla las hipétesis, supon-

gamos (g, ) una sucesion de funciones medibles definida por g, (x) = %

Figura 1.5: Sucesion g,

<n €s una sucesion decreciente. Tenemos que g(x) = nh_r)rc}o gn(x)yg=0.

18



Sin embargo

lim [ gudx = co # [ gdx =0,
im ]Rgnx 0 # ]Rgx

n—o00

Otro resultado sobre el espacio L? es el Lema de Fatou. [Rudin, 1980, p. 347]. Si tene-
mos una sucesion de funciones medibles no negativas (f) tal que f(x) = 1i_r>n inf f,,
n—o0o

entonces [ fdu < lim inf [& fudp.
Para ello supongamos la funcién [Rudin, 1980, p. 359]

(x) = 0 si0<1<1i,
YTV 1 sil<x<

Y sea (f,) una sucesién de funciones medibles no negativas tal que

o = 4 fa=8) 0<x<1,
) {fzk+1=8(1—x) 0<x<1L

Figura 1.6: f,,(x)

Por un lado tenemos que lim inf f, = 0.
n—oo

Ademas, fol fu = %, luego

1 d lim inf 1 !
/Ofy—0< 1m1n/0fn—§.

n—o0
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Con estos dos resultados (Teorema de convergencia Mondétona y Lema de Fatou) se
puede expandir la convergencia a una en que no sélo el limite de la sucesién tienda a la
funcién, sino que ademads, la integral de la funcién sea igual al limite de la integral de la

sucesion.

Teorema 1.4 (Teorema de la Convergencia Dominada). Supongamos que E es un espacio
y-medible. Sea ( f,) una sucesion de funciones medibles, tales que

fu(x) = f(x) (x € E),

cuando n — oo. Si existe una funcion § € L(u) en E tal que |f,(x)| < g(x),n =0,1,2,...,

I /nd :/d.
M | fadp = | fdp

En particular, si la sucesion (f,,) es uniformemente acotada en E, el espacio tiene medida

entonces

finita y f,(x) — f(x) también se cumplird esto, pues para ¢ = maxyeg {fu(x)}, se
tendrd que |f,(x)| < c.

A manera de ejemplo consideremos ahora la sucesiéon de funciones definida por

) = { p i<

0 si|x|>n.

Figura 1.7: f,,(x)
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Se tiene que f, — 0 en IR, sin embargo

L@ﬁ@ﬁx=2(u=LZ&J.

Esto se debe a el espacio no tiene medida finita [Rudin, 1980, p. 359].

1.3.2. Espacios de Sébolev

Sea I un intervalo abierto de la forma (a, b), los espacios de Sébolev W' (I) estdn defi-
nidos por

WP (1) = {u e LP(I) | 3g € LP(I) tal que /qu/ — /ngo Vo € cg(I)}.

Es decir, es el conjunto de funciones en L? tal que su primera derivada también esta
en LP. Aqui, C}(I) denota al espacio de todas las funciones continuas en I con primera
derivada tal que la funcién es cero en todo el espacio a excepcién de un conjunto com-
pacto K. Ademas, para u € LP(I) notaremos u’ = g [Brezis, 2010, p. 202]. Por tanto, Los
espacios de Sébolev W' son espacios vectoriales normados con la norma heredada de
L?, de forma que

[l lwr = [l e + ']

Supongamos por ejemplo el intervalo I = (—1,1) y sea u = |x| tal que u € W7 para
todo1l < p < co.
La funcién g = u’ estard definida por

(x)— +1 si O<x<1,
SW=Y 1 si—1<x<o.

Veamos que en efecto g es tal que se cumple la definicion:
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[ ug' =[xyl ()
:/0 —xqo’(x)dx+/1 xg'(x)dx

=@’y + [ gdx + g(aly — [ g(x)ax
:/1 o(x )dx—/o @(x)dx.

Por otro lado

Con lo que se concluye

1 1
/_1u¢ n _/—1g(P'

por lo que g cumple la definicién. Sin embargo, dado que g no tiene representante con-
tinuo, ¢ ¢ WP, Para ver més claro esto supongamos la funcién f(x) = \F’ claramente

f € LY(0,1) pues fo 75 = 2 < co. Ademds f es derivable con derivada f'=x7%2sin
embargo, fol |x73/2| = oo, por lo que f’ ¢ L'(0,1) luego f ¢ W1(0,1).

Cuando se trabaja en espacios de Sébolev sobre L? generalmente se acostumbra usar la
notacién W2(I) = H(I). En particular, el espacio H! esta dotado del producto escalar

(,0)pp = (u,0) 2 + (U, 0") o = /Iuv+u’v’,

y la norma
1
ol g = ([u] 22 + |[][72) 2.

Un resultado importante [Brezis, 2010, p. 204] es que para u € W'?(I) existe una fun-
cién extension, para la cual la funcién queda definida en la clausura del intervalo I de
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formaqueu =uenly

(x) — i(y) = /y " (1)t

Para ver mas claro esto primero supongamos lo siguiente. Sea f € Li (I) tal que

[; f¢' = 0 paratoda ¢ € Cl(I). Sea ademds ¢ € Cc(I) una funcion fija tal que su inte-
gral en el intervalo I es igual a 1. Para cualquier funciéon w € C.(I) existe una ¢ € C1(I)

qv’zw—(/lw)t/ﬂ,

en donde h = w — (f;w) ¢ es continua, de soporte compacto y su integral es cero. Por

tal que

tanto la funcién i tendrd una tinica primitiva con soporte compacto en el intervalo I.
Entonces tendremos que

/Ifqv’=0
J e (fe)v] =0
fe= o)) =»

para toda w € Cc(I), por lo cual f — ([, ¢f) serd igual a cero en I. Luego existird una

constante C = [ fi tal que f = C en I [Brezis, 2010, p. 204].

Por otro lado, sea g € L} (I), sea yo un punto fijo en I y sea v(x) = f;; g(t)dt,conx €1,

se tiene que dicha v € C(I) y [,v¢’ = — [; 8¢ [Brezis, 2010, p. 205].
Supongamos ahora 7(x) = f;; u'(t)dt, de lo anterior tendremos que

/Iﬁ(x)(p’dx = — /Iu’q)dx,

r_ !
Jue == [

Jw=m¢ =0,

ademads

luego
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para toda ¢ € C}(I). Por tanto, como en el resultado anterior u — % = C en I y por ende
la funcién extension buscada serd it = u + C.

El espacio de Sobolev W&’p

Una particularidad de los espacios de Sobolev anteriormente mencionados son los es-
pacios Wg’p , los cuales denotan la clausura de C!(I) en W7, es decir, una funcién
u € WP (I) pertenecerd a Wé’p(l) siy sélo si u = 0 en 9l [Brezis, 2010, p. 217].

Supongamos entonces u = —(x —3)2+4,con [ = (1,5) y p = 2. u € WP pues
1/2 1/2

<f15 ]u|2> = %ﬁ <oy (ff |u’|2> = 85_@ < 0. Ademés u € Wg’p, pues u(1) =

u(5) = 0.

14

Figura 1.8: Funciéon u = —(x — 3)2 +4 € W&’z

Asi como en los espacios de Sobolev sobre L2, llamaremos H} = W&’z. Este espacio esta-
r4 dotado con la norma definida en H! con la cuél sera un espacio de Hilbert separable.
Si suponemos ademds que I es un intervalo acotado, existird una constante C tal que

[ullwrrry < Cllle(r)-

En otras palabras, sobre W&’p ,lanorma |[u'[| r(;) es una norma equivalente a la norma
en W7 [Brezis, 2010, Desigualdad de Poincaré p. 218].
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CAPITULO 2

Teorema de Hille-Yosida

El teorema de Hille-Yosida es una de las herramientas mds importantes en las ecuacio-
nes diferenciales para probar la existencia, unicidad y regularidad de las soluciones a
los problemas fundamentales en el contexto de las ecuaciones diferenciales parciales.
Su importancia se centra en que a partir de un problema de evolucién obtenemos uno
mas sencillo.

2.1. Operadores monétonos maximales

Decimos que un operador lineal no acotado A : D(A) C H — H es mondétono si el
producto interno (Av,v) > 0 para todo v € D(A), diremos ademds que es mondtono
maximal si ademés R(I + A) = H, es decir,

Paratoda f € Hexisteu € D(A) talque u + Au = f

Antes de proceder al teorema y su demostracién demostracion de la proposicion, desa-
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rrollaremos algunos conceptos previos, esos son el principio del punto fijo de Banach
los operadores lineales cerrados.

Supongamos una funcién f : S — S de un espacio métrico (S,d) en él mismo. Llama-
remos punto fijo a un punto p € Sde f si cumple que f(p) = p. llamaremos a f una
contraccién de S si existe un ntiimero positivo « < 1 tal que

d(f(x), f(y)) < ad(x,y),

para todo x,y € S. Ademads, una contraccién f de un espacio métrico completo S tiene
un tnico punto fijo p [Apostol, 1974, p. 111].

Por otro lado, supongamos X, Y espacios normadosy T : D(T) — Y un operador lineal
con dominio D(T) C X. Entonces T es llamado un operador lineal cerrado si su grafo

G(T) ={(x,y);x € D(T),y = Tx}

es cerrado en el espacio normado X * Y donde la norma estd definida por ||(x,y)| =
||| + ||y|| - Ademas, T serd cerrado si y s6lo si tiene la propiedad de que si x, — x,
donde x, € D(T),y Tx, — y, entonces x € D(T) y Tx = y.

Proposicién 2.1. Sea A un operador mondtono maximal. Entonces

a) D(A) es densoen H.
b) A es un operador cerrado.

¢) Paratodo A > 0, (I+ AA) es biyectivode D(A) a H, (I + AA) ™" es un operador acotado

Y
I+ AA) o) < 1.

[Brezis, 2010, p. 181].

Demostracion. a) Sea f € H tal que el producto interno (f,v) = 0 Vo € D(A), de
donde f tendria que ser cero. En efecto, existe vy € D(A) = f tal que vy + Avg = f,
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por ser A monétono maximal. Asi

= (f,v0)

(Uo + Avg, Z)())
(00,7)0) (AU(),U())
= v
v

%+ (Avo, vo)
2

de ésta forma vy = 0, de donde f = 0. luego, por [Brezis, 2010, Corolario 1.8, p.8]
D(A) es denso en H.

(40}
0o

Vv

b) Primero veamos que para un f € H dado, existe un tnico u € D(A) tal que

u+ Au = f, ya que si il es otra solucién, tendremos

u+Au=f
i+ Al = f.

Luego (4 — i) + A(u — 1) = 0, ademads

(0, (u —m))

=(( — )+ Au—d), (u—m))

((u ﬂ)( — i)+ (Au —a), (u— 1))
|

de donde u — @i = 0, probando asi la unicidad. Veamos ahora que |u| < |f]

IfI? = (u+ Au,u+ Au)
= |u|? + (u, Au) + (Au, u) + | Au|?

> |ul%.
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Por lo tanto el mapeo f — u denotado por (I + A)~! es acotado, pues |(I +
A)7H = [u| < |f], ademas |[(I+ A) 7| z(m) < 1 pues

u
faray = sup oy

fen(ra)1,pollf]]

Probemos ahora que A es un operador cerrado.

Sea (1) una sucesién en D(A) tal que u, — u'y Au, — u. Veremos que u € D(A)
y Au = f.

Por propiedades tenemos que u, + Au, — u + f y asi
tty = I+ A) " g + Autn) > (I+ A) N u + ),

dedonde (I+ A) Y (u+ f) = u,luegou € D(A) yu + Au = u+ f.

Probaremos que si R(I + AgA) = H para algun Ay > 0, entonces R(I + AA) = H
para todo A > A/2.

En b) se demostr6 que para todo f € H existe un tnico u € D(A) tal que u +
MpAu = f. Ademads, el mapeo f — u denotado por (I + AgA)~! es un operador
lineal acotado con || (I + AOA)_lHE(H) <1

Se resolverd la ecuacion

u+AAu=f A>0.

Multiplicando por % a ambos lados de la igualdad tenemos

sumando u a ambos lados de la igualdad

A A
u+70u+/\oAu:70f+u,
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reorganizando queda

A Ao

— 20 _20
u—|—/\0Au—Af+(1 A)u,

de donde N N
— -1 |20 _ 0
u=(I+2AA) {Af+<1 /\)u}
Aplicando el principio de punto fijo de Banach tendremos
1 Ao
u—v=(I+AgA) 1—7 (u—0)
-1 AO
[l = ol =[[(I+A0A) || (1= =7 ) (u—0)

o2y

Ao
<129
<[:-3

[|u = ol].

Asi, si|1—Ag/A| <1, esdecir, A > Ay/2 se deduce que la ecuacion tiene solucion.

Definiremos ahora para A un operador monétono maximal y para todo A > 0

h=0I+AA)"" y A/\:%(I_]/\)

en donde ], es llamado resolvente de A y AA es la aproximacioén de Yosida o regulari-

zacion de A.

Proposicién 2.2. Sea A un operador monétono maximal. Entonces

a1) Ayv = A(Jyv) Para todov € H y Para todo A > 0.

ay) Ajyv = Jr(Av) Para todov € D(A) y Para todo

lambda > 0.
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b) |Ayv| < |Av| Paratodov € D(A) y Para todo A > 0.

c) lim Jyv = v Para todo v € H.
A—0
d) lim Ayv = Av Paratodov € D(A).
A—0
e) (Arv,v) > 0 Paratodov € H y Para todo A > 0.
f) [Ayo| < (%) |v| Para todo v € H y Para todo A > 0.

[Brezis, 2010, p. 182]

Demostracion.

a1) Sea (I+AA)"1v = J v, Aplicando (I + AA) aambos lados de la igualdad obtenemos
v=(I4+AA)]\v,

o lo que es igual
v =AA(Jao) + (Jav),

de donde reescribiéndolo nos queda

v— (Ja)v=AA(J\v),

dividiendo por A a ambos lados de la igualdad y agrupando en factor comtn de v
tendremos

(I=Jx)v=A(Jrv),

> -

es decir, por definicién de A,
Ay = A(Jpv).
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ay) Sea Ayv = A(J)v), sumando Av a ambos lados de la igualdad tenemos
Ayv+ Av = A(Jyv) + Ao,
de donde reescribiéndolo nos queda
Apv+ Av — A(J)v) = Ao,
agrupando en factor comtn de A la expresion queda de la forma
Ayv+ A(v — Jyv) = Av,

o lo que es igual
Ao+ A((I = Ja)v) = Av,

por definicién de A) tenemos que (I — J)) = AA,, entonces
Apv+AA(A)\v) = Ao,
Agrupando en factor comtn de A,v la expresion queda de la forma
(I+AA)A v = Ay,
aplicando (I + AA)~! a ambos lados de la igualdad obtenemos
Ao = (I+AA) 1A,
de donde, por definicién de |, tenemos

Ayv = J)(Av).

b) Como A v = J)(Av)y Jy = (I + AA)~!, tenemos que

|Ayo| = |(I+AA) Ao
= [(I+21A4)7"||Ao|
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Y como |(I +AA)~! < 1 tenemos que

[(I+2A)7H]Av| < |Ao|

de donde
|Apv| < |Av|
c) Sea |v — Jyv| = |(I — JA)v|, por definicién de A) tenemos que
= )L|A,\Z)|

y por la proposicion anterior |A 0| < |Av| luego
[v—Jav| < AlAvl.
Asi, para todov € D(A), cuando A — 0 Jyv — v.
Siv ¢ D(A), existe v1 € D(A) tal que |v; — v| < €, por ser D(A) denso en H tal que

[Jav —of < |Jav— Jav1] + [Javr — v1] + 01 — 0]
<[Ja(v—0v1)|+ [Jav1 — 01| + |01 — 9|
< |Iallo = o1 + [Jav1 —v1] + |01 — 2
< 2[v1 —v| + |Jav1 — v1]
< 2e+|hv1 — 1]

Asi, lim sup |Jyv — v| < 2¢ Ve y entonces lim |Jyv — v| = 0.
A=xg A—0
d) Por la proposicion (a;) tenemos que A v = ], (Av) luego
lim Ayv = 1i Av).
lim Ay = lim ] (Av)
Ahora, por proposicién anterior )I\il’l’(l) Jav = v, luego
—
lim Ayv = i Av) = Av.
lim A0 = lim ] (4v) = Ac

—0
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e) Sea el producto interno de A v y v definido como

(Aro,v) = (Arv,0 — J)v) + (Arv, JA0)
= (Axo, (I =)o) + (Aro, J)0)
= (Arv,AALD) + (AND, Ja0)
= AlAyof* + (Axo, Jyo)

> AlAyol%

De donde, por ser A > 0y |A,v|?> > 0 obtenemos que (A,v,v) >

f) De la propiuedad anterior tenemos que A|Av|?> < (A,v,v), por desigualdad de Sch-

warz
(Ayv,v) < |Aro]|y|

. Luego |A 0| < |v].
Las propiedades de esta proposicién implican que (A ) )¢ es una familia de operadores

acotados que se aproxima a un operador no acotado A cuando A — 0.

2.2. Problema de evolucion % + Au =20

Teorema 2.5. Sea E un espacio de Banach y sea F : E — E un mapeo Lipschitz, es decir, existe
una constante L tal que

|Fu — F|| < L|ju—v|| Vu,vecE.

Entonces, dado un ug € E, existe una inica solucion u € C ([0, +c0); E) del problema
du
t) = Fu(t
{ (() ) = Fu(t) 2.1)

ug es llamado dato inicial. [Brezis, 2010, p. 184]
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Demostraciéon. Existencia.

Resolver (2.1) asciende a encontrar algun u € C([0,+0); E) que satisfaga la ecuacion
integral

u(t) = uo—i—/OtF(u(s))ds 2.2)

Dado k > 0, que se fijard mas adelante, el conjunto

X = {u € C([0,+00); E);sup e ¥ ||u(t)|| < 00}

t>0

Este serd un espacio de Banach con la norma |||y, = sup e ¥ ||u(t)|| en efecto, ||u||y >0
t>0

ya que e ¥ > 0y |lu(t)|| > 0 por propiedades de la norma.

Si ||ullx = 0 tenemos que sup e~ * ||u(t)|| = 0 de donde u(t) = 0. De igual manera, si
£>0
u = 0 tenemos que sup e ¥ ||u(t)|| = sup e ¥ ||0|| = 0 luego ||u||x = 0.
£>0 10

Ademés para el producto por escalar se tiene que
—k
et ]| = sup e [|au(t)
t>0

—k
= sup e[| [|u(t)|]
>0

= |a sup ™ [|u(t)|
t>0

= laf fJullx -
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Para la desigualdad triangular veamos que
lu+ ol = sup e™ Ju(t) + ()]
t>0

< sup (IO R EGI

< sup (e [[u(t) ||+ o(1)]))
t>0

—k —k
<supe ™ [[u(t)]| +sup e [[o(t)]
t>0 t>0

< [Jullx +[loflx -

Asi ésta serd una norma.

Sea (uy;) una sucesion de Cauchy en X. Entonces, dado € > 0, existe un N tal que para
todo m,n > N se tiene que

() = sup e |[um (£) —un (1) <&,
>0

por lo tanto, para algtn t = ¢y fijo
He‘ktoum(to) — e Moy, (t) H <e.

Esto muestra que la sucesién (e ~*u,,(t))) de nimeros reales converge a un e *ou(ty)
cuando m — co. De este modo podemos asociar con cada ¢ > 0 un tnico ntimero real
e *u(t). Esto definira puntualmente una funcién sobre [0, +-00), veamos que esa funcién
esta en X.

Cuando n — oo tendremos que

sup e M ||uy(t) —u(t)| <e m>N.
£>0

Por lo tanto para cada t > 0

ekt |lum(t) —u(t)] <e.

35



Esto muestra que (u,,(t)) converge a u(t) uniformemente. Ya que cada (u,,) es continuo
en [0, +00) y la convergencia es uniforme, la funcién u es continua en [0, +c0) y sunorma
es acotada, por lo tanto u € X y ademas u,, — u, probando asi que X es un espacio de
Banach.

Ahora, para toda u € X, la funcién ¢u definida

()(6) = o+ [ F(u(s))ds

pertenece a X. Ademds, para todo u,v € X tenemos

Ipu —ollx =

t
sup e_kt/ F(u) — F(v)ds
t>0 0

Fijando k > L tendremos % < 1y aplicando el teorema del punto fijo de Banach se
tendra que ¢ tiene un tnico punto fijo en X, que es solucién.

Unicidad.
Para probar la unicidad introduciremos la desigualdad de Gronwall

Proposicién 2.3 (Desigualdad de Gronwall). Sea u : [0,&] — R continua y no negativa.
Supongamos C > 0y k > 0 tales que

u(t) < C + /Ot ku(s)ds,
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para todo t € [0, «]. Entonces, para todo t en dicho intervalo
u(t) < Cekt
[Hirsch and Smale, 2004, p. 393]
Supongamos ahora u y i dos soluciones de (2.1) y sea
o(t) = [[u(t) —a(t)ll,

por 2.2 tenemos que

Aplicando desigualdad de Gronwall parau = ® C = 0y k = L tendremos que

O(t) < Ceft =0

de donde ¢ = 0.

Teorema 2.6. [Teorema de Hille-Yosida] Sea A un operador mondtono maximal. Entonces,
dado algiin uy € D(A) existe una tinica funcion u € C ([0, +00); H) N C(]0, +00); D(A))
que satisface
du =
ar T A=0, (2.3)
u(0) = uo.

Ademds |u(t)| < |uo|y

‘Zl—”t‘(t)) = |Au(t)| < |Aug| ¥t > 0. [Brezis, 2010, p. 185]
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Demostracién. Paso 1. Unicidad.

Sean u y 71 dos soluciones de (2.3). Tenemos que (%(u —i), (u— ﬁ)) =(-Alu—1),u—
i) <0.

Ahora bien, si ¢ € C ([0, +00); H) entonces |¢p2 € C ([0, 40);R) y Llg> =2 (‘;—(tp, qo)
de forma que

o)~ P = (o)~ 7, u0) - ) ).

Como la derivada es menor que cero tenemos que la funcién es decreciente en [0, +00).
Ahora, ya que |u(0) — i(0)| = |ug — ug| = 0, se tiene que |u(t) —i(t)| =0Vt > 0.
Existencia.

Supongamos para la existencia que (2.3) es de la forma

{ W) + A () =0, 24

Por la Proposiciéon 2.2, (A,) es una familia de operadores acotados que se aproxima al
operador no acotado A cuando A — 0. Por teorema 2.5, como A, es un operador lineal
acotado

[Au — Av|| = [[A(u — o)
< [lA[[ lu = o]l
< Liju—ol

luego u, es solucion de (2.4).
Paso 2.

Tenemos las estimaciones

lua(t)| < |uol V>0
du;\
dt

Para ello el siguiente lema

(t)' = ‘AAM/\(t)l < ‘Auo‘ vVt >0,VA >0
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Lema 2.1. Sea w € C ([0, +co); H) una funcién que satisface

il—zf +Ayw =0 en [0,+),

entonces las funciones t — |w(t)| y t — “;—Zf(t)‘ = |A w(t)| son decrecientes en [0, +00).
Demostracion. Tenemos que

= (0,w)

= (C‘li—zf + A \w, w)

= (C;—Z:,w) + (A w, w)
Por Proposicion 2.2(e) se tiene que (A w,w) > 0, luego (‘fi—zf,w) < 0 y por tanto
%%\w\z <0.

Como la derivada es menor que cero tenemos que la funcién es decreciente en [0, +00).

Como que A, es un operador lineal acotado, se deduce que w € C®([0,+);H) y

d [(dw dw
it (E) + A (ﬁ) =0

también

Andalogamente

Por Proposicion 2.2(e) se tiene <AA (d—w) p %") < 0luego <% (d—w) p ”fi—zt”) > 0y por tanto
2

1d |d

2 ‘d_zf <0.

Como la derivada es menor que cero tenemos que la funcién es decreciente en [0, +0).
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De esta forma, al ser ambas decrecientes se tiene que

ur(H)] < luol y |Arua(t)] < |Augl

Paso 3.

Se probara que para todo t > 0, u,(t) converge, acuando A — 0, a algun limite u(t).
Ademas, la convergencia es uniforme en todo intervalo acotado [0, T].

Para todo A, > 0 tenemos

du/\ dl/ly o
W_W+AAMA_AVMV =0

y por tanto

0= (0, ur(£) — uy (1))

du)\ duy
— (W - + Apuy — Ayuiy, up(t) — ”ﬂ(t))

= (ddit)\ - d%,m(f) - ”u(ﬂ) + (Axup = Aty up () = up(t))
- %%”A(t) — () + (Axsa = Ayt 1 (t) = (1))

Ademas
(Apupy—Ayuy, uy —uy) =

= (Apup — Ayuy, upy + Jaupy — Jauy + Justy — Jutiy — ty)

(
= (Ayu) — Ay, AAyuy — yAyuy) + (Ayuy — Ay, Jauy — ]yuy)
= (Ayupr — Apuy, MApup — pAyuy) + (A(Jaua) — A(Juuy), Jarp — Jutiy)
= (A)\M/\ — Ayuy, /\AAu/\ — “l/tAyMy) + (A(]Au/\ — ]},u#),)],\u;\ — ]P,uy)

( )-
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De esto tenemos que

1d

2dt|uA — u;,| = — (Apup — Ay, up () —uy (1))

< —(Apup — Ay, AAyuy — pAyuy)

= (Ayuy — Apup, AAyuy — pAyuy)
= (Apuy, AA uy) — (Ayuy, pAyuy) — (Apuy, AAuy) + (Apup, pAyuy)
= (Apuy, AMAuy) — | Ay |* — A Ayuy|* + (Apuy, pAuuy)

< (A, AMpup) + p|Aptig > + A Ay |* + (Apup, wAuuy)

( sin pérdida de generalidad A u, < A,u,)

< (Apup, AMAyup) + w| Ay |* + A Ayup|* + (Aauy, pAyuy)

= M Apup|? + p| Ay > + A Ayup P + pl Ayuy

< AMAugl* + pl Augl? + Al Aug|? + p| Aug|?

=2(A+ u)|Aug|*.

Asi
1d

24t
integrando esta ecuacién tenemos

iy —up? < 2(A+ p)|Augl?,

|y — uy|2 <4(A+ pt)t|Au0|2,

lup — 1| < 24/ (A + p)t|Augl. (2.5)

Se deduce asi que para cada t > 0 fijo, 1 (t)es una sucesion de Cauchy cuando A — Oy

o lo que es igual

asi converge al limite u(t). Pasando al limite en 2.5 cuando y — 0 se tiene que
lup — u| <2V At Augl.

Por lo tanto, la convergencia es uniforme en t en todo intervalo acotado [0, T| y asi
u € C([0,+o0); H).
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Paso 4.

Asumamos que 1y € D(A?), es decir, ug € D(A) y Aug € D(A), probaremos que
ddif converge, cuando A — 0 a algtn limite y que la convergencia es uniforme en todo
intervalo [0, T}.

Establezcamos que v, = d;—t", de forma que

dv)\
—— 4+ A =0.
T, + Ayuy, =0

Siguiendo los mismos argumentos del paso 3, tenemos

1d
EEWA —ou| < ([Anua| + [Apou|) (Al Axva] + plApop).

Por el Lema 2.1 tenemos que

|Arvr(t)| < [AxvaA(0)] = |ApApuol,
similarmente

|Ayvu(t)| < |Ayvy(0)| = |AyAyuO|-

Finalmente, ya que A1y € D(A), obtenemos

ApA ug = JNAJAAug

= AJAAAug
= J3A%ug

y por tanto
|AAAAM0| < |A2u0|.

Se concluye que
1d

24t

Asi, al igual que en el paso 3 que v, (t) converge cuando A — 0 a algun limite y la

oA — oul* < 2(A + ) | A%uo .

convergencia es uniforme en todo intervalo acotado [0, T'.
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Paso 5.
Asumiendo que 1y € D(A?) probaremos que u es una solucién de 2.3.

Por los pasos 3 y 4 sabemos que pata todo T < oo u () — u(t) cuando A — 0 unifor-

memente en [0, T] y dstA(t) converge cuando A — 0, uniformemente en [0, T]. De aqui

que u € C ([0, +c0); H) y que dstA(t) — 24(t) cuando A — 0, uniformemente en [0, ).

Reescribamos el problema cémo

du,\

T+ Ay (1) =0

Notese que Jyuy(t) — u(t) cuando A — 0, pues

[aua(t) —u(t)] < [Jaua(t) — ou(t)] + [Jau(t) —u(t)]
< fup(t) —u ()| + [Jau(t) —u(t)| = 0.

Aplicando el hecho de que un operador se dice cerrado si tiene grafo cerrado, se deduce

que u(t) e D(A)Vt >0,y

Wt) + Au(t) = 0,

Finalmente, ya que u € C ([0, +00); H), la funcién t — Au(t) es continua de [0, +00) en
H y por lo tanto u € C([0, +00); D(A))

Paso 6.
Concluimos aqui la prueba del teorema por medio del siguiente lema

Lema 2.2. 2.2 Sea Uy € D(A). Entonces para todo € > 0 existe iy € D(A?) tal que |ug —
iho| < €. En otras palabras, D(A?) es denso en D(A).

Demostracion. Fijemos 1y = Jyu para algin A > 0 apropiado. Tenemos que
ip € D(A) y up+ AAig = up.
Asi, Aily € D(A), es decir, iy € D(A?). Por otro lado sabemos que

1, - - O, 1, A —A - O/
lim [Jato — ug| lim |JaAug — Aug
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JaAug = AyAug = AJ ug

La conclusion deseada se tendra asi bajo la escogencia de un A > 0 suficientemente
pequenio.

Continuando con la prueba del teorema 2.6, dado 1y € D(A) construiremos, de acuerdo
con el Lema 2.2 una sucecion (ug,) tal que ug, — ug y Aug, — Aug. Por el paso 5
sabemos que existe una solucién u, del problema

d;t” (t)+ Au, =0, en]0,+o0)

{ un(0) = uy,. (26)

Tenemos para todot > 0

[ (t) — um(t)| < |uo,, — up,| = 0 cuando m,n — oo,

duy,

ity (t) — —(t)' < |Augy, — Aug,,| = 0 cuando m,n — oo.

dt

dt

Por lo tanto

un(t) — u(t) uniformemente en [0, +0c0),
d;t" (t) — Z—l:(t) uniformemente en [0, +00).

Con u € C'(]0, +00); H). Pasando al limite en 2.6 usando el hecho de que A es un opera-
dor cerrado, vemos que u(t) € D(A) satisface 2.3 y de aqui que u € C ([0, +00); D(A)).

Siasumiéramos el caso en que 1y € H se podria mantener la prueba de que como A — 0,
u) (t) converge, para todo t > 0, a algtn limite u(t). Pero puede suceder que este limite
u(t) no pertenezca a D(A) paratodo t > 0y que u(t) no sea diferenciable en algin
punto en [0, +o0), por lo tanto u(¢) no es una solucién “cldsica” de 2.3. En efecto, para
tal 19, u(t) va a ser una solucién “generalizada” de 2.3. Sin embargo, como veremos mas
adelante, esto no ocurre cuando A es un operador autoadjunto, en ese caso u(t) es una
solucién “clasica” de 2.3 para todo 1y € H, incluso cuando uy ¢ D(A).
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2.3. Regularidad

En esta seccién vamos a demostrar que la soluciéon U(t) de 2.3 obtenida en el Teorema
2.6 es mas regular que simplemente C' ([0, +-00); H) N C([0. 4 c0); D(A)) haciendo supo-
siciones adicionales sobre la condicién inicial ug. Para ésto definimos por induccién el
espacio

D(AF) = {v e D(AF1; Av € D(Ak—l))}

donde k es un entero mayor o igual a dos.

D(AF) es un espacio de Hilbert con producto interno

k

(u,v) Z(Aju, Alv)

j=0

Y
ul = (ZIA]MZ)
j=0

Teorema 2.7. Supongamos ug € D(AF) para algiin entero k > 2. Entonces la solucion
u del problema 2.3 en el Teorema 2.6 satisface u € C<7J([0,+00); D(A))) ¥j = 0,1,... k.
[Brezis, 2010, p. 191]

Yy norma

Demostraciéon. Supongamos primero k = 2. Consideremos el espacio de Hilbert H; =
D(A) con el producto escalar anteriormente definido.

A1 :D(A1) C Hy — Hj estaré definido por
D(A;) = D(A?)

Aju=Au para u€ D(Ay).

Este operadores monétono maximal, pues

(Aqu,u) = (Au,u) >0 VYu € D(Ay),
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ademas,
Vfe H Jue D(A1) talque u+ Aju=f.

Aplicando el Teorema 2.6 al operador A; en el espacio H; existird una tinica funcién
u € C'([0,+c0); Hy) N C([0, +00); D(A1))

tal que
‘2—@‘ +Aiu=0 en [0,+c0),
u(0) = uy.

En particular, u satisface (2.3). Por unicidad, u es solucién de (2.3). S6lo queda ver que
u € C%(]0, +0); H).

Yaque A € L(Hy, H) y u € C([0,+00); Hy), se sigue que Au € C ([0, +o0); H) y

=4 (%).

Aplicando (2.3), vemos que 2 € C'([0, +00); H) es decir, u € C2([0, +0); H) y

d (d d
5 (d—”t‘) + A (d—”t’) =0 en [0,+0c0) (2.7)

Pasamos ahora al caso general K > 3. Razonando por induccion sobre k : Asumamos
que el resultado se mantiene para (k — 1) y sea ug € D(A¥). Por el anélisis previo sabe-
mos que la solucién u de (2.3) pertenece a C2([0, +00); H) N C ([0, +00); D(A)) y que u
satisface (2.7).

Haciendo v = flj—bt‘ tenemos que

v € C ([0, +00); H) N C([0, +00); D(A)),

d
d—? +Av=0 en [0,+),

v(0) = —Auy.
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En otras palabras, v es la solucién de (2.3) correspondiente a la condicién inicial vy =
—Auo.

Ya que v € D(A*1), sabemos por induccién que
v e CF17([0,40); D(AT)  Vj=0,1,..,k—1. (2.8)

Es decir
u € C¥I([0,+00); D(A))  Vj=0,1,..,k—1.

Sélo queda ver que
u € C([0, +00); D(A")).

Aplicando 2.8 con j = k — 1, vemos que

(2—1; e C([o, —l—oo),‘D(Ak_l)),
de donde
Au € C([0,4+00); D(Ak — 1)),
es decir

u € C([o, —I—oo);D(Ak))

2.4. Solucidn al problema del valor inicial up € H

Como vimos en el capitulo anterior, el teorema de Hille-Yosida puede que no nos deter-
mina una soluciéon “clasica” del sistema cuando ug € Hy ug ¢ D(A). Este problema se
soluciona via operadores autoadjuntos.

Decimos que un operador lineal no acotado A es simétrico si (Au,v) = (u, Av) para
todo u,v € D(A). Por su parte, se dice que A es autoadjunto si D(A*) = D(A)y
A* = A.

Cuando un operador es acotado, las definiciones de simétrico y autoadjunto coincidi-
ran. Sin embargo, si el operador A es no acotado, va a existir diferencia entre ellos.
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Claramente cualquier operador autoadjunto serd simétrico. sin embargo no todo opera-
dor simétrico serd autoadunto, un operador A es simétrico siy sélosi A C A*, es decir,
D(A*) € D(A) y A* C A.Puede suceder que A sea simétrico y que D(A) # D(A").
Sin embargo, si A es monétono maximal, se tendrd que A es simétrico si y s6lo si A es
autoadjunto.

Proposicién 2.4. Sea A un operador simétrico monétono maximal. Entonces A es autoadjunto.
[Brezis, 2010, p. 193]

Demostracién. Sea J; = (I + A)~1. Probaremos que J; es autoadjunto.

Ya que J; € L(H) es suficiente ver que (J1u,v = (u, J1v)) Yu,v € H.

Sea u; = Jjuy v = J1v, tal que
U1+ Aup = u,

v + Av; = 0.

Como A es simétrico

(w1, Avy) = (Auq,vq)

(
(u1,v—v1) = (U —uq,v1)
(u1,0) — (ug,v1) = (u,01) — (u1,01)
(
(

(ull u,o )

) =
(hu,v) = (u, o).
Seau € D(A*) ysea f = u+ A*u. Tenemos

(f,v) = (u+ A*u,v)
= (u,v) + (u, Av)
= (u,v+ Av) Paratodov € D(A).
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Es decir,

(f, hw) = (u+ A%, wy)

= (u,w1) + (A%y, w1)
= (u,w1) + (u, Awy)
= (u, wy + Awn)

= (u,

w) Yw € H.

Asiu = J;f y entonces u € D(A). Esto prueba que D(A*) = D(A) y por lo tanto A es
autoadjunto.

2.4.1. Teorema de Hille-Yosida Generalizado

Debido a que el Teorema de Hille-Yodia esta ambientado en condiciones iniciales 1y €
D(A) puede llegar a no ser suficiente en algunos casos en los que la condicién no esté en
el dominio del operador, para ello, el teorema de Hille-Yosida generalizado nos permite
tomar una condicion inicial ug € H.

Teorema 2.8. Sea A un operador monétono maximal autoadjunto. Entonces para cada ug € H
existe una vinica funcién u € C([0,00); H) N'C'((0,00); H) N C((0,00); D(A)) tal que

‘fi—”t‘ +Au=0 en (0,+c0),
u(O) = Up.

Mds aiin, tenemos

0| = AuO1 ] >0,

<
u(t)] < Juwl y |

u € C((0,400); D(AY)) VK IeZ
[Brezis, 2010, p. 194]

Demostracion.
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Unicidad.

Sean u y i dos soluciones. Por la monotonia de A vemos que ¢(t) = |u(t) —ii(t)|* esno
creciente en (0, +00).

Por otro lado, ¢ es cotinua en [0, +00) y ¢(0) = 0. Asi ¢ = 0.
Existencia. Paso 1.

Asumamos primero que 1y € D(A?) y sea u la solucién de (2.3) dada por el Teorema
2.6.

Afirmamos que

du 1
— < — .
— (t)‘ < <luol vt >0

Como en la Proposicién 2.4 tenemos que
Ji=h y Ai=A)y VA>O0.

Volvemos a introducir el problema de aproximacién que se us6 en la prueba del Teore-
ma 2.6
du A

W+A)\u/\:0 en [O,+OO),

u)\(O) = Up.

Tomando el producto escalar con u, e integrando en [0.T], obtenemos

du du
(d_tA + A)\u/\/ u)\) - (d_t/\, l/l)\) + (A/\u)u M/\)
1d

= §5|”A|2+ (Apup,uy).
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Integrando a ambos lados de esta igualdad tenemos que tenemos que

1 1 T 1 1 T du
5\“A(T)!2 — §|u0\2+/0 (Apuy,uy)dt = E’%\(T”z - —\M0!2+/ (__/uA) dt

_ 1 2 2
= un(T)P 2wl +/ Mw at
_ 1 _r 2t 2 L2
= 5luA(T)P? 2|uo| 2|”/\(T)| + 2|Mo|
= 0.
Luego
1 2 T 1. 5
5 uA(T)] +/0 (Apup, up) dt = o uol (2.9)
Tomando ahora le mismo producto escalar, pero con t’%ﬁ e integrando sobre [0, T], ob-
tenemos
dMA duA
—+A t—= ) =
< TR T )

duA duA uy
(S ) + (At

duA duA dMA
< <A/\u)\/ dt >
. duA duA
=t F +t<A/\u/\, dt)

Integrando a ambos lados de esta igualdad tenemos que

T T
/ du [* tdt—i—/ <AAuA,du/\>tdt:/ ﬂ tdt+/ (—dﬂ dﬂ) tdt
0 dt dt 0
T
:/ tdt—/ din [*
0 o | d
—0
Luego
T
/ din[* oy / Ay, 0N 1t — o, (2.10)
0o | dt dt

Ahora, usando el hecho de que A} = A, integraremos por partes la segunda integral
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de 2.10

T
/ (AAuA, du/\) {(A)\u/\ ) + (A/\u,\, dﬂ)] tdt
0 dt dt

di AAM)\, u,\)tdt

I\)I*—‘ I\J|>—‘

T
(A)\MA(T)/M/\)T_%/O (A/\M)L,M)\)dt. (211)

1
2

d .
;} (1) ’ es no creciente, tenemos

272
T

- 2.12
5 212)

duA

duA

—® tdt

r

Combinando (2.9), (2.10), (2.11) y (2.12), obtenemos

—|u = —|uy (1 —|—/ A u U dt
2| 0| 2| )\( )| 0 ( AUA /\)

T
Apup(T), up)T —/0 (A)\u/\/ d;t)‘) tdt

Tdu;\z

1 1
= S+ 5 (A (), un) T+ [ T4 ] v

2T2

>

du/\

Apun(T), up)T + |=—7(T)

En particular
du A

dt

Finalmente pasando al limite en 2.13 cuando A — 0 tenemos

(T)‘ < l|uo| Para todo T > 0. (2.13)

dup _, du
dt dt
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Paso 2.

Asumamos ahora que 1y € H. Sea (1, ) una sucesién en D(A?) tal que 1y, — uo. Sea
U, solucion de

d;‘t" +Au, =0 en [0,+00),
un(0) = uy,.

Sabemos por el Teorema 2.6 que
\un(t) —un(t)] < |uo, —up,| Vm,n Vt>0,

y por el paso 1 sabemos que

duy, duy, 1
_Zrm < = — )
ph (1) r (1] < t’uo” up,| Vm,n ¥t>0

De aqui que u, converge uniformemente en [0, +o0) a un limite u(¢) y que d;t” (t) conver-

ge a 9% (t) uniformemente en todo intervalo [§, +c0), & > 0. La funci6n limite u satisface
u € C([0,+00); H) N C'((0,+00); H), u(t) € D(A) Paratodo t > 0y % (t) + Au(t) = 0
Para todo t > 0. Mostraremos ahora por induccién sobre k > 2 que

u € Ck1((0,400); D(A)) Vj=0,1,..,k (2.14)
Asumamos que se mantiene para k — 1. En particular tenemos

1 € C ((0, +00); D(A*1)).
Para probar (2.14) basta con ver que
u € C((0,40c0); D(A)).

Consideremos le espacio de Hilbert H = D(AF-1) y el operador A : D(A) C H — H
definido por

D(A) = D(AF),
A=A.
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A es monétono maximal y simétrico en H. Asi, A es autoadjunto. Aplicando la primera
afirmacién del Teorema 2.8 en el espacio H al operador A obtenemos una tinica solucién
v del problema

9+ Av=0 en (0,+),

v(0) = vp.

dado vy € H. Mas aun
v € C([0,400); H) N C ((0,400); H) NNC((0, +0); D(A)).
Escogiendo vy = u(e) € > 0 concluimos que

u € C((e, +00); D(A)).
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CAPITULO 3

La Ecuacién de Onda

Sea (0,771) C R un conjunto abierto. Definamos Q = (0, 7r) x (0, 00). Consideremos el
siguiente problema: Encontrar una funcién u(x, t) : [0, 7] x [0,00) — R que satisfaga

’u  0%u

S —S5=0 enQ (3.1)
u(t,0) = u(t, ) = 0 (3.2)
u(x,0) = up(x) en (0, 7)) (3.3)
E;—”t‘(x,O) —oo(x) en (0,77)). (3.4)

Donde ¢ es la variable temporal, y ug, vg son funciones dadas.
La ecuacion (3.1) es la llamada ecuacién de onda.
o2 a2

El operador ( 2 ) frecuentemente se denota L1y es llamado d’Alembertiano.

La ecuacién de onda es un ejemplo de ecuacién hiperbélica que modela las pequefias
vibraciones de una cuerda en ausencia de una fuerza exterior. Para cada ¢, la grafica de

55



la funcién x € (0, 71) — u(x, t) representa la configuraciéon de una cuerda en el tiempo
L.

Mas general, cuando el laplaciano involucra mas variables, se modela la propagacién
de una onda, bien sea actstica, electromagnética o de otro tipo, en algiin medio eléstico
homogéneo.

La ecuacién 3.2 es la condicién homogénea de frontera de Dirichlet, significa que la
cuerda esta fija en los extremos.

Las ecuaciones (3.3) y (3.4) representan el estado inicial del sistema: la configuracién
inicial de desplazamiento esta descrita por 1y, y la velocidad inicial esta descrita por vy.
El dato (ug, vp) se llama dato de Cauchy.

De aqui en adelante asumiremos Q) = (0, 77).

3.1. Existencia

Teorema 3.9. Sea ug € H*(Q) N H(Q) y vo € H(Q). Entonces existe una iinica solucion
ude (3.1),(3.2), (3.3), (3.4) que satisface

u € C([0,00); H*(Q2) N Hy(2)) NC ([0, 00); H3(Q)) N C2([0, 00); L*(Q)) (3.5)

Ademis

ou 2

g(t)

+ |V”(t)|i2(g) = |UO|i2(Q) + |V”0|%2(Q) (3.6)
L2(Q)

[Brezis, 2010, p. 336]

Esta dltima es la ley de conservacion que afirma que la energia es invariante en el tiempo

Demostracion. Consideremos u(x,t) como una funcién vectorial definida en [0, c0); mas
exactamente, para cada t > 0, u(t) denota el mapeo x — u(x, f).

Escribiremos (3.1) como un sistema de ecuaciones de primer orden
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%—‘t‘ =0 en (0,7) x (0,00), (3.7)
% —Au=0 en (0,7) x (0,00). '
y estableceremos U = (}), de forma que (3.7) se convierte en
au
— + AU = .
FT u (3.8)

donde

(%)@ =

Ahora aplicamos el teorema de Hille-Yosida en el espacio H = H}(Q) x L?(Q) equipa-
do con el producto escalar

(Uy, Up) :/ u’l-u’zder/ uluzder/ v102dx,
0 o) 0

donde U3 = (;}) y U» = (;2) Consideremos el operador no acotado A : D(A) C H — H
definido como en 3.9, tal que

D(A) = (H*(€2) N Hy(Q2)) x H(Q)
Veamos que [ + A es mondtono maximal

i) A+ I es monétono; en efecto, si U = () € D(A) tenemos

(Au/ U)H + |u|2
= —/ v’-u’dx—/ vudx—/ (u”)v+/ |u’|2dx+/ uzdx+/ v2dx.
0 0 0 0 0 0
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Por (3.7) tenemos que serd igual a

—/ vudx+/ |u’|2dx—|—/ uzdx-i—/ v?dx > 0
0 0 0 0

ii) A+ I es mondtono maximal. Esto equivale a probar que A + 21 es sobreyectiva.

Dado F = () € H, debemos resolver la ecuaciéon AU +2U = F. Es decir, el

8
sistema
—v4+2u=f en (), (3.10)
—Au+2v=g¢ en Q.
conu € H>(Q)NH}(Q) yv € H{(Q).
De (3.10) tenemos que
—Au+4u =2f +g. (3.11)

(3.11) tendrd una tnica solucion u € H2(Q)) N H}(Q)), entonces como v = 2u — f
obtenemos que v € H}(Q), lo que resuelve 3.10.

Aplicando el teorema de Hille-Yosida, vemos que existe una tinica solucién del proble-

ma
{ AU L AU=0 en [0,+c0), 612
Uu(0) = Up.
Con
U € C([0.c0); H) N C([0,00); D(A)), (3.13)

y yaque Uy = (%) € D(A), de (3.13) se deduce (3.5) Para probar (3.6) multiplicaremos
(3.1) por %—?

oy Ru P ()

ot ) o2 ox2\ot)

ou
g(x/ t)

e integrando sobre ()

2
dx

Fudu, )
a ot of 209t Jo
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FPuou, [, 9,, ., 10 "2
/Q(—W)gdx—/au g(“)dx—ia/()hl’ dx

3.2. Regularidad

Teorema 3.10. Supongamos que los datos iniciales satisfacen
uy € H (Q), vy € HF(Q) Vk
y las condiciones de compatibilidad
Nug=0 en T Paratodoj> 0 entero

Nvy=0 en T Paratodoj >0 entero

Entonces la solucién u de 3.1, 3.2, 3.3, 2.10 pertenece a C*®(Q) x [0,00)) [Brezis, 2010, p. 336]

Demostracion. Por induccién sobre k tenemos que

D(Ak) = (Z), ue HkH(Q) y Nu = 0enT Para todoj0 <j <

v € HY(Q) y ANu = 0 en T Para todoj0 < j < k1

N+ o)

En particular, D(A¥) ¢ H*1(Q) x H*(Q) con inyeccién continua. Aplicando el teore-
ma 2.7vemos que si Uy = (i) € D(AF), entonces la solucién U de 3.12 satisface

u € CkI([0,00); D(A)) V¥j=0,1,..,K.

Asi, u € CFI([0,00); HI*1(Q)) ¥j = 0,1,...,k. Podemos concluir entonces que u €
CK(Q) x [0,00)) Vk
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CAPITULO 4

Conclusiones

En este trabajo realizamos una motivacion de la ecuacion de onda desde un punto de
vista musical. Apreciando el fenémeno inicialmente desde las cuerdas de la guitarra.
Analizar cémo los acordes musicales y los punteos se remitian a los armoénicos de Pita-
goras hizo necesario, estudiar el fenémeno a partir de la fisica, considerando todas las
repercusiones que esto traeria, por ejemplo, que la onda debia estar sujeta a una friccién
que detuviera la onda en determinado momento. Todo esto fue pertinente para poder
formular el problema de manera clara y apropiada.

Se acudi6 a las herramientas del analisis y las ecuaciones diferenciales para plantear
la existencia, unicidad y regulardiad de la ecuacién de onda y se opt6 por encontrar
una funcién u que satisfaciera uy — uyy = f(x,t), en el intervalo (0, 77), anclada en los
extremos y con condiciones iniciales u(x,0) = up(x) y ut(x,0) = vp(x).

Cabe resaltar que la solucién que se encontré a este problema es una solucién débil
sobre los espacios H} por lo cual el soporte de teoria de la medida fue indispensable
para entender el problema desde el punto de vista matemadtico y abordarlo debidamente
bajo las condiciones dada.
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Este trabajo, permiti6 analizar un fenémeno tal como el de la musica, mds especifica-
mente al de las cuerdas de la guitarra, mostrando cémo las matematicas estan intima-
mente relacionadas con diversos fendmenos de la vida cotidiana.
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