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INTRODUCCION

Un capitulo de gran importancia en la historia de la matemadtica tiene su origen en el Siglo XVIII alrededor del problema
de encontrar la curva que describe una cuerda en vibracion. En otras palabras, el objetivo es encontrar una funcion u(x,1)
que represente el desplazamiento transversal de la cuerda (de un violin por ejemplo) en el punto x y en el instante ¢.

Daniel Bernoulli (basado en trabajos de su padre Johan Bernoulli) planted la siguiente ecuacion diferencial parcial que
debe satisfacer la funcién u
*u(x,t)  %u(x,t)
or o
La ecuacidn anterior es conocida como la ecuacién de onda (lineal homogénea sin disipacion, en terminologia moderna)
[35 p. 183—189] [[73} p. 420-427] [[75} p. 298-311] [77}, p. 310-317]. Jean le Rond D’ Alembert (de manera casi simultanea
a Leonhard Euler) propuso soluciones de forma

=0.

u(x,t) =f(t+x)+ gt —x).

Por su parte Daniel Bernoulli introdujo el método de separacién de variables y las soluciones a la ecuacién de onda
propuestas por él vienen representadas por series de senos cuando los extremos de la cuerda estdn fijos

u(x,t) = icn(t) sin(nx).

Las soluciones de D’ Alembert y de Bernoulli parecian no coincidir en absoluto. Fueron necesarios mds de ochenta afios,
con los trabajos de Lagrange y Fourier, para conciliar las dos representaciones. Dicha conciliaciéon dio origen a una de
las ramas mas importantes de las matematicas: el andlisis de Fourier [5, p. 531-533]. Incluso algunos matematicos, como
Walter Rudin, han afirmado que el problema descrito dio origen a la teoria de conjuntos [69].

A lo largo de este trabajo asumiremos las condiciones doble-periddicas
u(x,t) = u(x,t+2m) = u(x+2m,t).

El tratamiento para el caso Dirichlet-periddico —es decir: cuando los extremos de la cuerda estdn fijos y se buscan solucio-
nes periddicas— es similar y muchos de los resultados de existencia, unicidad y regularidad se mantienen. En cualquiera
de los dos casos (doble-peridédico o Dirichlet-periddico) y a pesar de estar involucrada la variable temporal, trataremos el
problema como un problema de frontera y no como un problema de evolucién 62, p. 146].

Desde el punto de vista de la mecénica analitica [3, p. 53.154] [73| p. 87-236] [77, p. 437-482] , la ecuacién onda
corresponde a las ecuaciones de Euler-Lagrange que provienen del funcional de accién

1 [2m r2zm 5 5
5/0 /0 (u; —uy)dxdr. (1)
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La expresion [ u?dx representa la energia potencial del sistema. En distintos problemas fisicos puede suceder que la
fuerza de restauracion presente una perturbacién no-lineal G(u) o que una fuerza externa f(x,t) actde sobre el sistema.
En este caso la energia potencial toma la forma [ (42 — G(u) + fu)dx y 1a densidad del Lagrangiano viene dada por

1
2= 5(”12 —u3) +G(u) — fu.
Tomando g = G’, obtenemos las ecuaciones de Euler-Lagrange que de vienen dada por la ecuacién de onda semilineal

Uy — e +8(u) = f.

En matemadticas una misma ecuacién puede representar distintos fendmenos. La ecuaciéon de onda semilineal, por ejemplo,
modela problemas de geometria, de fisica cudntica relativista y de vibraciones de cuerdas. La ecuacion de onda semilineal
tiene un especial interés en la teoria de mesones y la teoria cuantica de campos [74]. Sin embargo, en este trabajo no
abordaremos las aplicaciones o la interpretacion fisica de la ecuacion o sus soluciones. Nos centraremos Unicamente el
aspecto matematico.

En la segunda mitad del siglo XX, los trabajos de Lovicarova, Mawhin, Willem Brezis, Rabinowitz, Coron y Nirenberg
hicieron notables aportes (al problema de vibraciones libres y forzadas) en las preguntas de existencia, multiplicidad,
bifurcacién y regularidad de soluciones al problema de la ecuacion de onda semilineal cuando se asume que g es una
no-linealidad monétona. Es decir, g’(x) > 0 para todo x € R [12, 13} (14} 53,57, 56} 58 162} 63}, [82]. Uno de los métodos
destacados para determinar la existencia en el caso en que g es monétona es el Teorema del Paso de Montafia [29, 39,143,
48 [79]].

Coron [28]] encontrd soluciones sin asumir monotonia pero se requiere que g sea una funcién impar. Willem [83]] y Hofer
[37]] de manera independiente y simultanea encontraron, sin asumir monotonia, que el rango forma un subconjunto denso
de funciones. Sin embargo, los resulados de Hofer y Willem no dan condiciones suficientes para que un forzamiento f
esté en el rango de u — uy; — Uy + g(u).

Para el caso en el que g es no-mondtona, desde los afos ochenta el profesor Alfonso Castro viene liderando la investigacién
de la ecuacion de onda semilineal cuando el término no-lineal puede ser no-mondétono dando condiciones suficientes para
que f esté en el rango [177, 119, 20, 23] 24} 25, 26].

En este trabajo nos concentramos en estudiar la existencia de soluciones débiles a la ecuacién de onda semilineal sujeta a
las condiciones doble-periddicas.

Para la lectura de este trabajo se requieren conocimientos avanzados de andlisis matemdtico. Especificamente andlisis
funcional, teoria espectral, andlisis de Fourier, teoria de la medida, espacios de Sobolev, calculo avanzado y ecuaciones
diferenciales parciales [[11} 18,31} 140,141,142 144, 52,154,166, 167, 68, [78]. Son deseables, pero no estrictamente necesarios,
conocimientos en anélisis funcional no-lineal y teoria de grado [211,[29] 3343|148 [79]. Cuando se emplee algin resultado
especializado de estas 4reas, serd debidamente citado en el texto.

El trabajo estd divido de la siguiente forma. En el capitulo 1 se estudiara la teoria lineal, el problema lineal homogéneo, el
problema lineal forzado, las propiedades del operador lineal y el problema espectral. En el capitulo 2 haremos una deli-
mitacion de lo qué se entiende por ecuacidn de onda semilineal y por solucién débiles. También se explicard el método de
reduccién de Lyapunov-Schmidt empleado. Se hard una breve revision de los resultados en el caso mondtono sin entrar
en detalle en las demostraciones. En el capitulo 3 se dan las condiciones suficientes para que un forzamiento pertenezca
al rango del operador semilineal no-monétono. Estudiaremos las vibraciones libres y el problema de bifurcacién. Encon-
traremos soluciones a un problema no-regular. Finalmente en el capitulo 4 mostraremos un panorama con los problemas
abiertos en el tema. Al final del trabajo se encuentra un indice alfabético y un indice de simbolos.
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cAPITULO 1

EL PROBLEMA LINEAL

En este capitulo exponemos algunas propiedades bésicas del operador de onda lineal. En las subsecciones siguientes
calcularemos su ntcleo (vibraciones libres al problema lineal homogéneo), el rango (vibraciones forzadas al problema
lineal), el problema espectral (el cdlculo de valores y funciones propias) y la compacidad. Finalmente haremos algunas
observaciones para el inverso de perturbaciones del operador de onda.

1.1. El Nucleo del Operador de Onda

Denotamos con T :=R/27Z = S' = {z € C : |z] = 1} al toro unidimensional. Es bien sabido que T es una variedad
compacta unidimensional de clase C* [}, p. 135] [38} p. 4] [81} p. 7]. Consideramos el conjunto C*(T?) como el conjunto
de todas las funciones

u:T? - R
(x,2) = u(x,1),
(i.e. funciones doble-periddicas) con todas las derivadas de Frechet de orden < k continuas [[18]. De este modo, para cada
k € Z>y, tiene sentido definir el operador lineal
O: CH2(T?) — CX(T?)
Ut Uy — Uyx-
Al operador [J se le conoce como el operador de onda o D’Alembertiano. Asi, la ecuacion de onda lineal homogénea se

puede reescribir como
u = 0. (1.1

Encontrar todas las u € C¥"2(T?) que satisfacen (T.I) es determinar el nicleo de [J en C¥*2(T?). Para tal fin realizamos
el siguiente cambio de variable sobre las lineas caracteristicas

Ei=t+x
n:i=t—x.
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En términos de las nuevas variables, (I.I)) se transforma en
ugn =0.
Integrando con respecto a & y luego con respecto a 1) obtenemos las soluciones de D’ Alembert
u(x,t) =f(x+1)+g(r —x), (1.2)

donde f, g € C¥*2(T) son arbitrarias. Decimos entonces que u € ker[(] C C¥+2(T?) sii existen f, g € C**2(T) que satisfacen
(L.2).

No obstante f y g no estdn determinadas de manera tdnica en (I.2). Por ejemplo, si fijamos ¢ € R las dos parejas de
funciones (f,9) y (f — ¢, g+ ¢) representan la misma funcién u en el nicleo de [J.

Para subsanar este problema Rabinowitz propuso la idea de normalizar el niicleo [63, p. 57]. Es un calculo directo
demostra que u € CK*2(T?) satisface la ecuacién (T.T) sii existe un Gnico ndmero real ¥ y unas tnicas funciones vy, v, €
C"*2(T) de promedio nulo tales que

u(x,t) =v+vi(x+1)+vo(r —x). (1.3)

Mis atin, podemos dar una férmula inversa. Es decir, si u# € ker(J C C¥*2(T?), podemos dar una férmula explicita para
7€ Ry vy, vy € CK2(T?) de promedio nulo en términos de u. En efecto, integrando a ambos lados en (T.3) vemos que

_ 1
e ffe
T2

Integrando a ambos lados de (I.3]) sobre la linea caracteristicas (x,r —x) en T obtenemos

2 2 2
/ u(x,r—x)dsz?W—l—/ vl(r)dx+/ va(r—2x)dx
0 0 0
2
=2nv+2nvi(r) dado que/ vy =0.
0

Por tanto

Una férmula similar puede ser obtenida para v,. La formula (I.3)) y su férmula inversa no requieren que v, vi, v2 y u tengan
derivadas, lo que hace pensar que es posible definirlas en espacios més generales. Es de nuestro interés los espacios L?(T?)
y Lg(’]l‘) de las funciones de cuadrado integrable en el sentido de Lebesgue definidas en T y de promedio nulo. Podemos
definir entonces la aplicacién lineal continua 2 : R x L3(T) x L3(T) — L?*(T?) mediante la férmula

Z(V,vi,v2)(x,1) =V +vi(t+x) + vt —x). (1.4)

De manera similar, podemos definir la formula de inversién como la aplicacién lineal continua 2 : L?(T?) — R x L3(T) x
L3(T) mediante la férmula

Q(u)(r) = <ﬁ,—ﬁ+1/()Mu(x,r—x)dx,—ﬁ—i—21”/02ﬂu(x7r—|—x)dx> , (1.5)

21

donde ii representa el promedio de u en T2. Si dotamos a R x L3(T) x L§(T) con la norma

_ _ 2 2
v v2)ll Rz mycaz(r) = \/|V|2+ villzzemy + v2llzz m)



1.1. EL NUCLEO DEL OPERADOR DE ONDA

tenemos las siguientes estimaciones de las normas de 2y 2 sobre el espacio de las lineales continuas
12 g@xrzmyxzmyzr) <47 Y 12wz mxzm) < 1- (1.6)
Definimos el siguiente subespacio de L?(T?)
N := Z(R x L3(T) x L3(T)). (1.7)
Es directa la verificacién de las relaciones

donde Iy representa la proyeccién ortogonal de L?(T?) sobre N y Lz( ) la aplicacion identidad en LZ(T). La relacién
(T-8) nos dice ademds que N es un subespacio cerrado de L?(T?).

Estamos interesados en encontrar soluciones en un sentido mds general. Para la ecuacion (I.1)) queremos encontrar solu-
ciones en L?(T?) en el sentido de las distribuciones. Es decir, queremos determinar todas las funciones u € L%(T?) tales

que
T/z/u[@ =0

para toda ¢ € C=(T?).

La densidad de las funciones de clase C* de soporte compacto en los espacio L” no dice que N es precisamente el niicleo
del operador de onda en L?(T?). En otras palabras, N es el conjunto de todas las funciones en L?(T?) que son soluciones
en el sentido de las distribuciones a la ecuacién (I.1)).

Otra forma de representar las soluciones a (I.I]) consiste en realizar separacién de variables en como propuso Daneil
Bernoulli. De este modo vemos que

w4
=Y Y dn(k, k) Oem (1), (1.9)
k=0m=1
donde
ik, J) = // u(5,0) O jm
T2

es la transformada de Fouirer y {0 jm L] =0,...0,m= 1,2,3,4} es el sistema ortonormal total obtenido de la
normalizacién de las funciones ortogonales:

sin(kx)sin(jt) m=1

sin(kx)cos(jt) m=2 (1.10)

cos(kx)sin(jt) m=3

cos(kx)cos(jt) m=4

Es asi como N, el niicleo de [J en el espacio de Hilbert L?(T?), puede también ser representado por la adherencia en
L*(Q) del subespacio generado por las funciones ;. En otras palabras

N =span(O, : i,j=0,...,m=1,2,3,4). (1.11)

Gracias al andlisis de Fourier [68| Teo. 4.18], es sencillo verificar que las tres representaciones para N: la dado por (1.7),
entendido como el conjunto de todas las soluciones en el sentido de las distribuciones a (I.I)) y la dada por (L.II)) son
equivalentes y serdn usadas indistintamente a lo largo del documento.



CAPITULO 1. EL PROBLEMA LINEAL

1.2. El Rango del Operador de Onda

Para el célculo del rango queremos determinar para qué funciones f € L?(T?) con f # 0 existe una funcién u € L*(T?)
tal que

Ou=f (1.12)

//um¢://f¢ (1.13)
T2 T2

para toda ¢ € C*(T?). Expresando la relacién (T.13)) a través de la Identidad de Parseval obtenemos

en el sentido de las distribuciones. Es decir,

- L

HM8

w 4
X X (=7l el
k,j=1m=1

lo que implica que si f estd en el rango del operador de onda, f € N*. El reciproco también es cierto y tenemos la
siguiente relacion usando la representacion en series de Fourier para f y para u

=) Z f %m x,1). (1.14)
k+#jm= 1
Es claro que para que las soluciones (T.14) tengan sentido es necesario que k> — j> # 0 para todo k, j = 0,.... Lo que es
equivalente a afirmar que f € N*.
1.3. Analisis Espectral
Consideramos el problema de encontrar soluciones no triviales a
Cu = vu. (1.15)

Aplicando nuevamente el método de separacién de variables vemos que el espectro del operador de D’ Alembert viene
dado por

o(@)={k*—j*:kj=0,1,..} (1.16)

y que el valor propio Ay € o([J) tiene como espacio propio asociado el generado por todas las funciones ¥ ; , tales que
kK — =2k, m=1,23,4.

Es un ejercicio sencillo de teoria de nimeros notar que 0 € ¢([J) es el tnico valor propio de multiplicidad infinita [70}
p 31]. Dado que 0 € ¢(J), es imposible que (I : dom((J) — L*(T?) pueda ser un operador compacto [T} p. 165].

Otras propiedades del espectro son las siguientes. A diferencia del caso Dirichlet-periédico, no existen valores propios de
multiplicidad impar y en particular no existen valores propios simples. En efecto. Si v € o(J) \ {0}, existen exactamente
ny soluciones (ki j1),...(kn,, jn,) @ k* — j> = 0. Sin importar si n, es par o impar o si k; =0 o j; = 0, el niimero
de funciones propias asociadas serd un nimero par. Esto impide que se puedan usar argumentos del tipo Krasnoselkii
Rabinowitz para bifurcacion de soluciones.



1.4. COMPACIDAD Y REGULARIDAD

1.4. Compacidad y Regularidad

Si bien el operador [J no es compacto ni acotado, el operador (J~! : N — N nos permite solucionar en el sentido de las
distribuciones la ecuacién (1.12)) y tiene algunas propiedades deseables.

Denotamos con H el espacio de Sobolev de todas las funciones en L?(T?) definidas en T? a valor real que tienen sus
derivadas parciales débiles u,,u, € L*>(T?). Es un ejercicio sencillo demostrar que en H es vilida la desigualdad de
ul| < m||Vu|| [70} p. 27]. La norma en H viene dada por

oally = fe ||+ flx] -

Para f € N*, la estimacién

4k+A
IO~y = XX Jf J)

k;éjm 1

—ZZ k.J)’

k;éjm ) ( (1.17)
<Y Z Fk,j)?

k#jm=1
= [I£11%.

demuestra que (0~! : N* — Nt es una aplicacién acotada de N en H. Esto tiene dos implicaciones importantes. La
primera es que gracias al Teorema de Rellich-Kondrachov, J~! : N* — N es un operador compacto. La segunda es que
las soluciones en el sentido de las distribuciones a (I.12)) ganan una derivada débil. Por lo tanto la representacién (1.13))
equivale a encontrar u € HNN* =: Y tales que

//(ux%fut@ff(b) =0. (1.18)

T2
para toda ¢ € Y. De esta forma las soluciones al problema forzado se entienden como soluciones débiles.

Las soluciones al problema lineal forzado también ganan regularidad en términos de continuidad. Es posible demostrar
[70. p. 30] que si f € N+, entonces
£ llcr2 < st £1]- (1.19)

Aqui HC 12 H es el espacio de las funciones %—Hélder continuas C'/2. La relacién (T.19) prueba de manera independiente,
usando el Teorema de Arzeld-Ascoli, que 0! : N* — N es un operador compacto.

1.5. Perturbaciones Lineales del Operador de Onda

Para futuras referencias, notemos que si k> — j2 # 0, para todo A ¢ o(0J) es vilida la relacién

K- 2]
. < .
k>—j2+ A dist(A,o(0))

1

Ay =
AT

:=B;. (1.20)

La demostracién es directa y se puede consultar en 70, p. 29].

—A ¢ o(0) podemos usar la identidad
J+20H ot =@+an!
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para demostrar que ((J+AI)~!' : Nt — Nt también es compacto. Ademds tenemos la férmula

(O+AD ' f= ZZ e (k/l a1

k#jm=1

Recreando los métodos de la seccién anterior, podemos demostrar también que

[@+A07" ||, < BallfIl-

1@+AD7 1], , < 4B IfI-

(1.21)

(1.22)

(1.23)

Hemos demostrado entonces que ((J+A7)~! : N* — N+ es un operador compacto auto-adjunto. Con este hecho conclui-

mos este capitulo.



CAPITULO 2

REVISION DEL PROBLEMA SEMILINEAL

En éste capitulo mostraremos qué se entenderd por ecuacién de onda semilineal en el toro y nos servird de paradigma a
lo largo del documento. También definiremos qué se entiende por solucién débil a la ecuacién de onda semilineal con
condiciones doble-periddicas.

Luego haremos una breve revisién de los resultados mds importantes hasta el aflo 2016. Separaremos el caso en que la
no-linealidad es monétona del caso en que es no-monétona. En este capitulo vamos a omitir las demostraciones de los
resultados y nos limitaremos a mencionar la idea de la demostracion, la técnica empleada o la teoria empleada para la
prueba dependiendo del caso. Finalmente haremos una nota sobre el caso de varias dimensiones espaciales.

Por la dependencia l6gica del documento en general, para la lectura del Capitulo 3|y subsiguientes s6lo son necesarias las
secciones [2.1] 2.3.2] [2.3.3]y [2.3.4] El resto de las secciones son opcionales, pero dan un panorama general de los avances
previos en la ecuacién de onda sobre el toro y con condiciones de frontera Dirichlet-periddicas.

2.1. Soluciones Débiles

La ecuacion de onda semilineal es la ecuacién diferencial parcial

Ou+g(u) = f 2.1

con la condicién de que u sea una funcién a valor real definida en T2. El imponer que las funciones estén definidas sobre
el toro T2, es equivalente a imponer la condicién doble-periddica

u(x,t) =u(x,t+711) = u(x+ Ta,t) (2.2)

tomando 77 = T, = 2. En muchos casos los resultados se mantienen para el caso Dirichlet-periédico . Es decir, cuando
se imponen las condiciones
u(0,0) =u(l,t) u(x,t)=u(x,t+T7), (2.3)

donde / es usualmente 7w y T es usualmente 27z. Nos centraremos en este trabajo en el caso doble-periddico haciendo
menciones ocasionales a resultados del caso Dirichlet-periddico.
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En (Z.1) f € L*(T?) es daday g: R — R es una funcién dada que satisface g(u) € L*(T?) siu € L*(T?). Aqui g(u) : T> - R
estd definida como g(u)(x,7) = g(u(x,7)). En ocasiones tomaremos para A € R la funcién A(s) := g(s) — As y la ecuacion

(2.T) toma la forma
Ou+ Au+h(u) = f. 2.4)

Basados en el desarrollo del Capitulo 1 decimos que u =v+y € N @Y es una solucion débil de (2.1)) si

J[ s&=y&+ 1+ &)(ew) - 1)) =0 3

T2

para toda §& € Y y toda n € N. Decimos entonces que f € rng(C]+ g(-)) si existe una solucién débil a (2.I). Cuando
f =0 decimos que las soluciones débiles son vibraciones libres para la ecuacién semilineal (2.1)). En caso contrario
decimos que las soluciones son vibraciones forzadas. Al término f se le llama forzamiento o fuerza externa 'y al término
g(u) = Au+ h(u) se le llama parte no-lineal de la ecuacién 2.1).

Cuando —A ¢ o(0) el problema de encontrar soluciones débiles a (2.4)) es equivalente a un problema de punto fijo usando
el método de reduccién de Lyapunov-Schmidt. Es un célculo directo [[70, p. 34] demostrar que u =v+y € N@Y es una
solucién débil de (2.1) sii v € N y y € Y satisfacen el siguiente sistema de ecuaciones de punto fijo

v= %HN (f—=h(v+y)) (ecuacion del niicleo) (2.6)
y=(O+AD) "My (f —h(v+y)) (ecuacion del rango). (2.7)

La ecuacion (2.6) suele ser delicada de trabajar porque el nicleo es un subespacio de dimension infinita en el que falla
la compacidad. Es conveniente reescribir la ecuacién del nicleo (2.6) como un sistema de ecuaciones integrales usando
(T). Para este fin, supongamos que u = v+y € N @Y satisface (Z.6). Es decir, v = 1 2°2(f — h(u)). Entonces existe un
tnico nimero real 7 y dos dnicas funciones de promedio nulo vi,v, € L3(T) tales que (7,v1,v2) = 1 2(f —h(u)) 0 1o que
es lo mismo

v= s [[ (=) 2.8)

']1'2
21
vi(r)=—-v+ 217_[/0 [f(x,r —x) — h(u(x,r —x))] dx (2.9)
1 2
w(r)=—v+ E/o [f(x,r —x) — h(u(x,r+x))] dx (2.10)

De esta forma el sistema de ecuaciones integrales (2.8)—(2.10) es equivalente a la ecuacién del nicleo (2.6). Una demos-
tracién alternativa de este hecho se puede encontrar en [25]].

2.2. Nolinealidad monotona

A lo largo del capitulo vamos a suponer que g € C'(R) y que —A ¢ o(J). Recordemos que el conjunto resolvente estd
del operador de onda esté definido por p(0J) := R\ o(J) y denotemos con I') = dist(—A, 5 (0J)) que estd bien definido
por ser la distancia de un cerrado a un compacto. También notaremos con

[#leo = sup{[f(x)] : x € R}

donde f: R — R es acotada.
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2.2.1. Caso sublineal sin interaccion con el espectro
El siguiente teorema resume algunos resultados de Jean Mawhin en relacion con este problema [55, 56}, |6].

Teorema (Ben Naoum-Mawhin-Willem). Supongamos que
(HI) |W|o < T
(H2) Existen A € (0,I'y), B> 0 tales que

|h(s)| <Als|+B (Sublinealidad).

Entonces, para toda f € L*(T?), existe una solucién débil a Z4) y el conjunto de soluciones débiles es un conjunto
convexo de L>(T?). En particular las soluciones no pueden ser puntos aislados. Si suponemos que la desigualdad en (H1)
es estricta (|| < T'y), entonces existe una tinica solucion débil que depende continuamente de A y de f. Mds aiin la

solucion puede ser obtenida mediante el algoritmo recursivo de punto fijo (método de Picard)

wrr = (O+ A1) (f = h(uy))
y uo € dom(0) es cualquiera.

La demostracion es sencilla y usa una argumento de punto fijo que explicaremos a continuacién. En primer lugar, notemos
que encontrar soluciones a (2.4) es equivalente a encontrar soluciones a

u= O+ (f —h(u)).

Tomemos R :=2(1 —I; ) 7'T; ' (B+||fl]) y D[R] := {f € L*(T?) : [|f|| < R}. Claramente D[R] es un espacio métrico
completo y un conjunto convexo en L?(T?). Podemos definir el operador Ty f(u) : (A — Ty, —A +T7y) x L*(T?) x
Bgr(0) — Bg(0) mediante la formula

T p(u) = (O+ A1) (f — h(u)).
La escogencia del R y las hipétesis (HI1) y (H2) garantizan que el operador T, , estd bien definido. Adicionalmente
tenemos la siguiente estimacion

IO +A1)~" (h() = h(W))[| < T3l (u) = h()) |
ST | [Ju—v| 2.11)
< lu—v
Usando el Teorema de Punto Fijo de Browder-Gohde-Kirk [29] p. 192-200] [48, p. 106] podemos garantizar la existencia
de una solucién débil al problema (2.4). El Teorema de Punto Fijo de Browder-Gohde-Kirk ademds garantiza que el
conjunto de soluciones es un conjunto convexo. Por tal razén las soluciones (en caso de ser miiltiples) no pueden ser
aislados (o un nimero finito). En el caso de tener la desigualdad estricta |4'|.. < I"; usamos el Principio de Contracciones

con Pardmetros [15] y encontramos que la solucién es unica, depende continuamente de f y de A y ademds puede ser
obtenida por el método de Picard.

Por ejemplo, la ecuacién
Ou+0,5u+0,2sinu = cos(x) sin(3¢)
tiene una dnica solucién débil 2z-periddica en x y en ¢.

El hecho clave en el resultado del Teorema de Mawhin y lo que hace facil de demostrar es que el rango de la derivada de
la nolinealidad g’(R) no atraviesa ningtin punto del espectro. En particular, es monétona.
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2.2.2. Nolinealiad potencial (vibraciones libres)

En la ecuacién (2.1) supongamos que g(s) = |s|P~'s con p > 2. Es decir tenemos el siguiente teorema

Teorema (Brezis-Coron-Nirenberg 1980). La ecuacion
Ou+ |u)’'u=0. (2.12)
sujeta a las condiciones doble-periodicas tiene una solucion débil no trivial.

Vamos a encontrar soluciones débiles no-triviales. Este problema se puede tratar con técnicas variacionales directas del
siguiente modo siguiendo las ideas de [[13,[79]. Consideramos el sistema

v="U0u

—v=[ulP"2u=: G (u)

donde G(u) = %|u|1’. Al ser G estrictamente convexa podemos plantear su problema dual. Es decir, encontrar y € N, tal
que

u=0Y+y

u=G"(—v).

Aqui N, es el niicleo del operador de onda en L? (T?) y G* representa la Transformada de Fenchel-Young de G que

viene dada por G(s) = —v|v|” "2 con 1 + 4 =1, 1 < p < 2. Para encontrar soluciones débiles se define el funcional

J:N; — LPLP(T?). r
Iy = ;//(Dlv)v. (2.13)
T2

Aqui NqL es el complemento débil de N, en el dual de L” (T?). Por la compacidad de (0=, J es semicontinuo inferiormente.
La restriccion de J a

S[1] = {veN;  [vll, = 1}

estd acotada inferiormente y podemos encontrar una sucesién minimizante (v,,). Podemos suponer que v,, — v*.

Por la semicontinuidad inferior de J y la existencia de valores propios negativos de [J tenemos que

JV'] <liminfJ[v,| = frsl[fl]JM <0. (2.14)
ve

Esto implica que v* # 0 y v*/|v*|, € S[1]. Por la homogeneidad de J y (2.14), v* € S[1] minimiza J en S[1]. Por el
Teorema de Multiplicadores de Lagrange para Espacios de Banach [18]], tenemos que existe A € R tal que

// (O W+ 92 o=0  VpeEN,. (2.15)
T2

Tomando ¢ = v* notamos que A > 0 y reescalando v* podemos obtener A = 1. La ecuacién (2.15)) implica que la y
deseada es y = (0~'v+v|v|P~2. Haciendo u = —v|v|P~2 encontramos una solucién débil no-trivial a (2.12)
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2.2.3. Perturbaciones pequenas

Cuando el término no-lineal y el forzamiento son peuqefios, tenemos los trabajos de [62]], [S0] y [53]]. En (2.1)) escribimos

g(u)— f = €(g(u) — f). Tenemos entonces el siguiente resultado.

Teorema (Rabinowtiz 1967). Sea § € CK(R) tal que §'(s) > B > 0 para algiin B € R. Sea también f € C*(T?). Entonces

existe & > 0 tal que si |€| < &, la ecuacion

Ou+eg(u)=cf (2.16)
tiene solucion doble-periddica en HY.

Es importante notar que este teorema garantiza cierta regularidad de las soluciones. Es decir, si el término no-lineal y el
forzamiento tienen k derivadas clésicas, la solucion tendra k derivadas débiles.

El esbozo de la demostracién es el siguiente. En primer lugar se demuestra que para toda w € N la ecuacién del nicleo
(2.6) tiene una tnica solucién.

Rabinowiz propone dos caminos distintos para demostrar este hecho. El primero es usando el Método de Galerkin solu-
cionando para polinomios trigonométricos de dimensién < n la ecuacidn del nicleo. Usando la monotonia de g se prueba
que la sucesion de soluciones v, a la ecuacién del nicleo estd acotada en H. Con Rellich-Kondrachov se encuentra una
subsucesion convergente. El punto de convergencia serd la solucién a la ecuacion del niicleo (2.6)).

El otro camino para solucionar la ecuacion del niicleo es optimizar el funcional asociado en bolas de radio < K en H. Se
usa la monotonia de g para demostrar que el punto 6ptimo serd un punto interior. Dicho punto soluciona la eucacién del

niicleo (2.6)).

La ecuacién del nicleo suele presentar mds problemas porque el subespacio propio es infinito dimensional y los argu-
mentos de compacidad se pierden. No obstante, la monotonia permite que emplear métodos propios de los problemas
elipticos.

Para la ecuacion del rango se soluciona el problema lineal primero. Esta solucién se llama ug. Luego se define w; =
O~ My (f — g(uo)) y vi € N la funcién asociada por el procedimiento anterior. Se produce asf una sucesién de funciones
U = v, + €w,. Usando la monotonia y el Teorema de Inmersién de Sobolev se demuestra que u, — u en C*(T?). La
funcidn limite serd la solucién a deseada.

Los detalles se encuentran en [62] que es el articulo de la tesis doctoral de Paul Rabinowitz dirigida por Jiirgen Moser y
con ideas de Louis Nirenberg en el apartado de la regularidad.

2.2.4. Vibraciones libres

Es posible demostrar que existen soluciones débiles a (2.1)) con f = 0 para una clase de nolinealidades mds generales que
la presente en (2.12)). Vamos a suponer lo siguiente sobre g.

(VL) g'(x) >0.
(VL2) g(0) =0.

(VL3) g es superlineal en infinito. En otras palabras

11
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(VL4) Existen constantes o > 0y C € R tal que
558(s) = G(s) = ag(s)| - C.
paratodo s € R.

Claramente g(u) = |u|P~2u satisface (NL1)-(VL4)con ¢ =1/2—1/py C=0.

El siguiente teorema es original de Rabinowitz [[63]] pero en [[13] se encuentra una demostracién més sencilla. Un resultado
relacionado se puede encontrar en [[12].

Teorema (Rabinowitz 1978). Si g satisface (H1)-(H4) la ecuacion

Ou+ g(u) =0 2.17)
tiene una solucioén débil en L=(T?). Si g es estrictamente creciente y suave, las soluciones son suaves.
La demostracién usa el Teorema del Paso de Montafia de Ambrosetti-Rabinowitz [2]]. La condicién (H4) es empleada

para garantizar la geometria de montafia y se suele llamar condicién de Ambrosetti-Rabinowitz. Como es usual en estos
casos, la dificultad reside en demostrar que el funcional satisface la condicién de Palais-Smale. El funcional a trabajar es

similar a (2.13) dado por
1
Ju] = 5//(D—lu)uJr//zark(u), (2.18)
T2 T2

con H la truncacién de H = G*, la funcién convexa conjugada de G.

2.2.5. Vibraciones forzadas

El problema de vibraciones forzadas requiere algunas restricciones adicionales. En este caso suponemos que

(VF1) g:[—L,L] — R es continua y creciente.
(VE2) |g(s)| < |s| paratodo s € [—L,L].

(VF3) g(—L/2) <0< g(L/2).
Tenemos el siguiente teorema propuesto por [14] , basado en trabajos previos de [[14] y generalizado en [10].

Teorema (Brezis-Nirenberg 1978). Suponiendo (VF1)-(VF3), existe 6 > 0 tal que si || f|| < O, existe una solucion débil

a

Ou+g(u) = f. (2.19)
Si f es suave y g es suave, la solucion también es suave. Si ademds |g'(s)| < 1 en s € [—L,L] la solucion es unica.

Nuevamente podemos notar que bajo la hipdtesis de monotonia se tiene regularidad. Un resultado relacionado encontrando
vibraciones de amplitud grande es el trabajo de Rabinowtiz de 1986 [65]].

12
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2.2.6. Bifurcacion desde cero

Podemos encontrar bifurcacion en el rango Y desde O en un sentido que precisaremos mds adelante. Para esto se usa la
siguiente teorema debido a Rabinowitz [64] y que es una extension del Teorema de Krasnoselskii-Rabinowitz [46, 64, 16,
29, 148]].

Teorema (Rabinowitz 1971). Sea T : R x E — E compacto con T(0,-) = 0. Entonces la ecuacion
T(Au)=u
tiene un continuo (cerrado 'y conexo) de soluciones que corta a (0,0) y a oo

Usando lo anterior podemos formular el siguiente teorema que también es demostrado por Rabinowitz en el mismo
articulo [64].

Teorema (Rabinowitz 1971). Supongamos que § € C*(R), §'(s) > B > 0 para algiin B € R y todo s € R, y que f; # 0.
Consideremos la ecuacion

Ou+Ag(u) =Af. (2.20)
Entonces existe un continuo de soluciones a [2.20) que corta a (0,v(0)) y a o.

Aqui v:Y — N denota la funcién que a cada y € Y le corresponde la solucién en v(y) € N a la ecuacién del niicleo
(2.6). Por la discusion de la Seccion tenemos que la v estd bien definida. El resto es un aplicacién del Teorema de
Rabinowitz para bifurcacién desde cero tomando

T(A,u) =A0""(f = &(u)),

lo que soluciona la ecuacién del rango y demuestra el teorema.

2.2.7. Otros resultados

El problema de encontrar soluciones cuando el forzamiento tiene una componente en el nicleo implica la necesidad de
introducir condiciones del tipo Landezman-Lazer [51]. En Mawhin [55]], Bahri y Brezis [4] y [[10] se encuentran avances
en esta direccién. Brezis introduce la condicion de que el forzamiento f se pueda representar como f = f*+ f** con
freNty

8(=o0)+6 < f7(x,1) < g(400) =6
para algiin § > 0y todo (x,7) € T?. La técnica empleada se basa en el Teorema del Paso de Montaiia.

Para el caso moné6tono Willem [82] demuestra la existencia de soluciones débiles para no-linealidades de salto. Es decir,
suponiendo que
g(s) g(s)

lim =—==p y lim=—==g¢q
s——oc0 § s—o0 §

conp<qy[p.ql Cp(0).

En otro trabajo de Willem [83] se puede demuestra usando técnicas e hip6tesis muy similares a las de la Seccién [2.2.1
la existencia de soluciones débiles a la ecuacién de onda Dirichlet-periddica —es decir u(0,¢) = u(m,t) =0y u(x,t) =
u(x,t +T)- con periodo miltiplo irracional de 7.

13
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2.3. Nolinealidad no-monotona

En esta seccién haremos una revision de los avances que se tienen en la existencia de soluciones al problema de semilineal
cuando la nolinealidad es no-monétona.

2.3.1. Nolinealidad impar

Asumiendo simetrias suficiente en el término no lineal es posible encontrar soluciones débiles a (2.1)). Mas especifica-
mente tenemos el siguiente resultado debido a Coron [28]] para el caso Dirichlet-periédico.

Teorema (Coron 1983). Supongamos que § € C*(R), §'(0) # 0, limyg|_,. &(s)/s = 0, § es impar, §' es acotada, entonces

existe co € R tal que para todo ¢ > cq y todo entero |, existen al menos [ soluciones geométricamente distintas a
Ou+cg(u) =0.

Un ejemplo de una ecuacién de este estilo es la famosa ecuacioén de sin-Gordon
Ou—+csinu = 0.

La demostracién de este resultado usa los métodos topoldgicos de teoria de indice cohomoldgico de Fadell-Rabinowtiz
[32].
2.3.2. Densidad en el rango

El siguiente resultado ha servido como lema para resultados posteriores como veremos mds adelante. Fue formulado y
demostrado por Hoffer [37] y Willem [83] de manera simultanea e independiente. No obstente, la version de Hofer es
mads general.

Teorema (Hofer-Willem). Supongamos que existen constante B < ytal que [B,y] C p(0), que g es globalmente Lipschitz

continua y que

—c+ Pe <G(s) = /Sg(r)d’c <c+ls (2.21)
2 0

para algiin niimero ¢ > 0. Entonces existe un subconjunto denso & C L*(T?) tal que
Ou+g(u) =h
tiene solucion para todo h € E.

La demostracién utiliza elemetos avanzados de teoria espectral [66} [11]], teoria de operadores y andlisis convexo [30, 49]
y teorfa de grado de Leray-Schauder [16} 29, 43].

14



2.3. NOLINEALIDAD NO-MONOTONA

2.3.3. Algunas funciones en el rango

Si bien el Teorema de Hofer-Willem es de gran utilidad para determinar la existencia de soluciones a la ecuacién (2.1]) no
da condiciones suficientes para que una funcién f esté en el rango. En este sentido los trabajos liderados por el profesor
Alfonso Castro dan condiciones de este estilo [26], [25] y [23]]. Exponemos [23] por tratarse del resultado més general.

Para esto se introduce el concepto, crucial en todos estos resultados, de funcion no-plana sobre caracteristicas. Sea
f € L'(T?), decimos que f es no-plana sobre caracteristicas si para todo € > 0, existe un § > 0 tal que

wi({xeT: [f(x,t£x)—r| < d})<e

para todo ¢,r € T. Aqui u, representa la medida de Lebesgue en R”. Una funcion como f(x,7) = sin(x +¢) — sin(f — x)
satisface esta condicion.

Teorema (Caicedo-Castro-Duque-Sanjusn 2015). Supongamos que h € C'(R) y que existen y < 0y M > 0 tales que
W (s)| < |s|Y paratodo |s| > M (2.22)

Supongamos ademds que —2 ¢ o(0), f = cf € L*(T?). Si ¢ = (O+ AI)~ f es no plana sobre caracteristicas, entonces
existe ¢y > 0 tal que si |c| > co el problema

Ou+Au+h(u) = f
tiene una solucién débil en L*(T?).

Notemos que si £ satisface (2.22), entonces / es asintGticamente lineal pero no necesariamente monétona o simétrica.

Es un ejercicio de cdlculo demostrar que una 2 € C'(R) que satisface (2.22)) también satisface las condiciones del Teorema
de Hofer-Willem. La idea de la demostracién consiste entonces en encontrar una sucesién de funciones ¢, € L*(T) que
satisfacen

Ou, +g(up) = f+ &,

y ademds g, — 0. Se transforma el problema con la sutitucién &, = u, — c. Aplicando Lypaunov-Schmidt se descomone
£y = v, +w,, y obtenemos el sistema

Vn = HN(Sn - h(“"))
W = (A1) "L (& — h(un)).

La sucesion de los w, serd convergente usando el Teorema de Rellich-Kondrachov y la sucesion de los v,, demostrando
que es una sucesion de Cauchy, la condicién (2.22) y la hipétesis de no-plana sobre caracteristicas hecha sobre ¢.

Un resultado relacionado con el anterior es cuando el se suponen condiciones Dirichlet-periddicas y se asume que el
periodo es multiplo irracional de &. Las hipdtesis sobre f yg son similares. Tampoco se asume monotonia y se asume
también (2.22)). Este problema es particularmente dificil porque la derivada de la nolinealidad g atraviesa infinitos valores
propios de multiplicidad infinita. Sin asumir monotonia, el inico resultado conocido hasta el momento es [[19].

2.3.4. Un problema no regular
A diferencia del caso en el que g es mondtona en el caso no-mondtono se puede perder la regularidad del problema.

Incluso aparecen fendmenos raros de datos o forzamientos suaves sin soluciones continuas. Especificamente tenemos el
siguiente teorema de Castro y Caicedo [20].

15



CAPITULO 2. REVISION DEL PROBLEMA SEMILINEAL

Teorema (Caicedo-Castro 2009). Supongamos que A € p(LJ) N (0,00), que el soporte de h estd contenido en [0,D] y que
h(D/2) < —AD/2. Entonces existe co > 0 tal que si |c| > 0 el problema

Ou+ Au+h(u) = csin(x+1)
no tiene soluciones continuas. En particular, no tiene soluciones débiles en H 1 (’]1‘2).

Este resultado es un contraste importante con el caso monétono. El forzamiento csin(x+¢) es de clase C* pero en caso de
existir solucidn, esta no podra ni siquiera ser continua. En el préximo capitulo mostraremos que, en efecto, un problema
asi tiene solucién débil.

2.3.5. Bifurcacion imperfecta

Para el caso Dirichlet-Periédico podemos considerar el problema de encontrar soluciones débiles a la ecuacién
Oute(w? +g(u)) = ef

para todo € € (0, &) donde & > 0 es un niimero por determinar. Aqui se asume k € Z~, que § € C' (R) y que

~/
lim g(s)

s—o0 §

=0.

Este problema se conoce como problema de bifurcacion imperfecta y [8] encontraron soluciones a este problema. Poste-
riormente [22] extendieron estos resultados.

2.4. Varias dimensiones espaciales

El problema en varias dimensiones espaciales

Ou+g(u) = uy — Au+g(u) = f
presenta complicaciones importantes. Por ejemplo, si la variable espacial x estd definida en un conjunto  rectangular,
todos los valores propios tienen multiplicidad infinita. Esto hace que se pierda la compacidad en todo L?(T"*1).

Bajo algunas hipétesis especiales, por ejemplo encerrando el rango de la derivada de g’ en el resolvente de [, similar a
la técnica empleada en la Seccion [T_fl'] es posible encontrar soluciones [72,6]. Cuando el término no-lineal es pequefio
y mondtono se tienen los resultados de [61] y [62]. Algunos autores han considerado el caso radialmente simétrico
[76L 145116, [7] encontrando resultados de existencia y en ocasiones multiplicidad de soluciones.
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CAPITULO 3

AVANCES RECIENTES

En este capitulo exponemos rigurosamente los avances recientes sobre la ecuacién de onda semilineal en el toro. Cada
seccion corresponde a tres resultados: bifurcacién desde infinito, polinomios grandes en el rango y existencia de solucio-
nes a un problema no regular. Los dos primeros resultados también son validos para la ecuacién de onda semilineal con
condiciones Dirichlet-periddicas.

Vamos a necesita dos teoremas de la teoria de los polinomios ortogonales. El primero es la Desigualdad de Nikolskii [60,
p. 126].

Teorema (Desigualdad de Nikolskii). Sea p : T" — R un polinomio trigonométrico en n variables. Entonces

.

1_
n P
HpHLq(’ﬂ‘") <2 (H”ﬁ') HPHLP(T") (3.1

i=1

donde m; es la potencia mds alta en la i-ésima variable y 1 > p < q < o0, Si g = oo se entiende que 1/q = 0.

El segundo es el Lema de Nazarov-Turdn. Se trata de una extensién a conjuntos medibles, gracias a Fedor Nazarov [39,
Teo. 1.4], del famoso Lema de Turdn de 1941 [80, Teo. 6.1] sobre estimacioén de intervalos de polinomios trigonométri-
cos. Natasha Fontes-Merz (2006) generaliza el lema de Nazarov-Turdn a polinomios trigonométricos en varias variables
periddicas [34]]. Esta dltima generalizacion es la que vamos a emplear.

Teorema (Lema de Nazarov-Turdn). Sean my,...,m, enteros no-negativos. Si
p:T"—>R
estd definida por
plx) = Z ce™™, ¢ e C, (3.2)

kigmhizlv"'an

Entonces para cualquier subconjunto medible E C T",

U (E)™ M sup | p(x)] < (14n)™ ™ sup | p(x)], (3.3)
xeTn xeE
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CAPITULO 3. AVANCES RECIENTES

donde 11, (E) denota la medida de Lebesgue n-dimensional de E.

Si fijamos —Ag € o([J) un valor propio de multiplicidad finta y y Z su correspondiente espacio propio. Toda funcién en

Z es una combinacion lineal de funciones propias ¥;,; coni=1,2,3,4y k*> — j2 = — 2. Asi, los elementos de Z serdn
polinomios trigonométricos definidos en T? con my,my < +/|2¢|. Aplicando la Desigualdad de Nikolskii tenemos que
vl <4v/120] vl (3.4)

paratoda y € Z. Sea y € Z con ||y|| =1y € > 0. Tomando en el lema de Nazarov-Turdn
E={(xt)eT?: |y(x,t)| < &}

obtenemos el siguiente corolario del Lema de Nazarov-Turdn que serd usado mds adelante.

Lemma 1. Si —Ay € o(0J) es un valor propio de multiplicidad finita y Z su correspondiente espacio propio, para cada

1
€€ <0,4 M)

para todo polinomio y € Z con ||y| = 1.

1

o ({(x,1) € T« [y(x,1)| < &}) < Cy, el (3.5)

En el Lemal(l|se puede tomar se puede tomar
L
Cy, :=28(4+/|Ag|) >l (3.6)
Para lograr una estimacién similar de manera uniforme sobre caracteristicas, para ¥ € Z con ||y| = 1 realizamos la

expansion en series de fourier para y(-,r & -) vemos que y(-,7 % -) es un polinomio trigonométrico en una variable que
satisface las hipdtesis del Lema de Nazarov-Turdn y ademas

Iy r+)lpm=1

Tenemos entonces el siguiente lema

Lemma 2. Si Z, —Ag y € son como en el Lema entonces
1

pi ({x € [0, 7] [w(x,r£x)| < &) < Cy, eI, 3.7)

para toda y € Z con |y|| = 1, y cualquier r € T.

3.1. Bifurcacion desde infinito

Para este problema vamos a asumir las siguientes hipétesis sobre 7 € C'(R).
(BI1) Existe un by > 0y un y > 1 tal que para todo s con |s| > ho,

, 1
W' (s)| < W (3.8)
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3.1. BIFURCACION DESDE INFINITO

(BI2) Existe A > 0 tal que

lim h(x) = +4 (3.9)
Las hipétesis (BI1)-(BI2) implican que |A|. < oo, que |i'|. < ooy que 4'(s) — O cuando |s| — eo. La condicién (BII)
implica que el término no lineal g(s) = As+ h(s) es asintGticamente lineal. Se Vamos a asumir que —A9 € () \ {0}, es
decir —Ag con |A — Ag| < 1/2. El caso en que —Ag = 0 serd tratado en el Teorema 2]

Tomemos a N como en la Seccién[I.1} a ¥ como en la Seccién[I.4]y a Z como en el Lema[I] Para encontrar soluciones
débiles a la ecuacion (2.4) con [ =0.
O+ Au+h(u) =0, (3.10)

podemos descomponer por el método de Lyapunov-Schmidt como en (2:6)-(2.7). Vamos a dividir el espacio Nt =W ©Z
donde W es el complemento ortogonal de Z en N*-. Al espacio W lo llamaremos espacio regular y a Z lo llamaremos
espacio singular. Conu=v+w+z€ N®&W @ Z, el sistema de ecuaciones (2.6)-(2.7) se convierte en

1
y=— ZHNh(u) (ecuacién del nicleo) (3.11)
w=—(0+AD) " Tyh(u) (ecuacion del espacio regular) (3.12)
2= —(A =) 'TIzA(u) (ecuacién del espacio singular) (3.13)

Vamos a modificar la ecuacion (3.10)) usando soluciones aproximadas en la ecuacion (3.13)). Tenemos entonces el siguiente
lema.

Lemma 3. Si h € C'(R) satisface (BI1)-(BI2), entonces existe € € (0,1/2) tal que para cada € € (0,€y), existe ¢, € Z
tal que

—£@, +Tzh(,) =0. (3.14)

Mds aiin, existen c| > co > 0 que dependen solo de h'y A tales que

cog' <ol <cre ! (3.15)

Demostracion. Sea € > 0. Para z € Z definimos el funcional J; : Z — R por

—€
J(z) :=Je(z) = —/ Izlzdx+/ H(z)dx, (3.16)
2 Ja Q
donde H(x) = [y h(s)ds. Asi
—€
I <5 [l lale [ 12
Q Q
€
<~ £ 1elP + hlu el 2 (.17

— —oo as ||zl — eo.

Ya que Z es de dimensién finita, existe ¢, tal que
Jo] = mZélXJ .

Luego, para cada z € Z (J'[¢,],z) = 0, lo que implica (3.14).
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CAPITULO 3. AVANCES RECIENTES

De (3.17) vemos que J(z) < 0 para ||z|| > 47|h|e~!. Esto y J(¢,) > J(0) = 0, implican que

Q.|| <4m|hloe™ =:cre7 . (3.18)

By (3.9), there exists M; > 0 such that
Alx|

H(x) > >

para todo x € R. Ya que Z es un espacio finito dimensional de polinomios trigonométricos de grado < /||, por la
Desigualdad de Nikoslkii

1
zldx > ——||z
x> gl

para todo z € Z. Por tanto, para

A
7|l = =1%ol
[zl Sgwl |
tenemos AH |
€
7@ > ~ L+ ALz,
2 8| Aol
A2 (3.19)
>_ " an’m,.
_26|%\28 T M
Luego
2
—27172M1.

J(q)*) > m

Tomando & = A?/(2!'n2M,), obtenemos J(¢,) > for € € (0,¢&). Esto, junto con ( nos da la estimacion

27\/10\8
2

I -1

1]
This and (3.18)) complete the proof of the lemma. O

Vamos a buscar soluciones de la forma u = v+w+ (¢, +z) € N®W @ Z. Restando de la ecuacion (3.13) la ecuacion
(3.14)), obtenemos la ecuaciéon modificada en el esapcio singular

2= (A=) 'Tiz[h(u) — h(@.)] = 0. (3.21)

Es necesario entonces que A < Ay y que |A — Ay| < &. La desigualdad contraria, A > A se puede realizar con la hipétesis
dual intercambiando los signos en (3.9).

A continuacién vamos a resolver la ecuacién del nicleo (2.6) usando las soluciones aproximadas ¢, y el Lema[2] conse-
cuencia del Lema de Nazarov-Turdn. Recordemos que (3.11)) puede ser reescrita como el sistema de ecuaciones integrales
R8-CI0) com f =0, u =v+w+(z+¢) € NOWOZ y v = 2(V,v,»n), donde
(7,v1,v2) € Rx L3(T) x L3(T) y 2 es como en (L.3).

Para fijar ideas tomemos

Xy = {(#,v1,v2) € Rx (LG(T) NL7(T))* : |villeo < 2/h1len, [7] < 2[12|ec} (3.22)
Xy = {w e L7(T*) W : [|p[l. < 8(1+|A0]) ||} (3.23)
Xze={z€ ZL(T) : ||z|| < co/4e}  parae € (0,g&). (3.24)
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3.1. BIFURCACION DESDE INFINITO

Definimos F : Xy x (0,¢&1) x Xy x Xz — Xy 1 mediante la férmula

F(V7V17V2§8,W72> - FS,W,Z(‘javlaVZ) == (F17F27F3)<‘77v17v2)

con
1
T2
_ 1 2r

F,=—v— 27 Jo h(u(x,r —x))dx (3.26)
1 2r

F=—-v—— h(u(x,r —x))dx. (3.27)
271 Jo

Recordemos que u = v+ v; + v, +w+ (z+ ¢@,) y notemos que €, w y z son pardmetros en la definicién de F. Es un
célculo directo rectificar que F' esta bien definida. Con estos ingredientes podemos entonces formular el siguiente lema
que resuelve la ecuacién del nicleo (3.11).

Lemma 4. Existe € € (0,¢&) tal que para todos € € (0,€1), w € Xy y z € Xz, la ecuacion del niicleo (3.11)) tiene una

tnica solucion que depende continuamente de (€,w,z).

Demostracion. Es claro que Xy es un espacio métrico completo con la norma del méximo (o cualquier otra norma de R?)

dada por

175 v1,v2)[lse, = max{[v], [[vi [ [Iv2ll} -

Escojamos M, > 0 tal que si |s| > M, entonces |4/ (s)| < €. Parai= 1,2, sea (V;,vi,v2,;) € Xy conv; = 2 (¥, vy 4,v2;) €
Xy conv; = Z(V,v1,v2). Seaw € Xy, z € Xz, u;j(x,1) = (@ +z+w+v;)(x,1) y 2 es como en (L.4). De (3.15) tenemos

que
3¢
. >
.42l > 2
Sea D = M) +2|h|e + 8(1 + |Ag|)| 2| w. Por el Lema[2] para todo r € T,

1(G) == m({x €T : [(@+2)|(x,r £x) <D}

=m({x €T : [(@+2)|(x,r £x)/[|@x+2l| <D/l @ +2[|}

<wm({x €T : [(@c+2)|(x,r£x)/||@s +2l| <4De/(3c0)} (3.28)
4Dg 2%10\

<au ()

= C28ﬁ

Con Cy, como en (3.6) y ¢ > 0 dependiendo tinicamente de Ao y h. Para x € T\ G tenemos que

| (un(x,r £x) — h(up (x,r £x)| < &|p1(x) — p2(x)].
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Por tanto, parai=1,2

T

/\h(uz(x,r:l:x))—h(ul(x,r:l:x))|dx

0

g/ |W (punto intermedio(x, r,s))||va (x, 7 £ x) — vy (x, 7 £ x)| dxds
Gx[0,1]

+ // g1 |va(x,r£x) —vi(x,r+£x)|dxds (3.29)
(T\G)x[0,1]

1
< (| |28 + £1)||v2 — V1|

1
< (| |wcaE T + ) V2 — 71 |

De manera similar se procede para F]. Tomando

. 3¢o
€ :=min{ &, I R

23(28) 7! \/[Ao|D

tenemos que F es una contraccién. Por el Principio de Contracciones con Pardmetros [[15, Teo. 3.8] [21, Teo. 2.1]) el lema

queda demostrado. 0

Para la ecuacién del rango definimos, basados en (3.12) y (3.13)), la aplicacién F para (w,z) € Xy x Xz mediante la
formula

F(wz) = <—(D+u)lnwh(u), éHZ(h((p*) - h(u)> . (3.30)

Usando (T.20), transformada de Fourier y desigualdad de Holder, podemos ver que £ (w,z) € Xy . En efecto,

‘ili(k’h)ﬁkjji(xvt”

(O+ A1)~ ' Pyh(u(x,1))| < Z

k27j2#07710 |k2_]2+)l’|
i=1,234
_V2 y ik, )|
k=1,..., j=O,...
1/2 1/2
2 1 S (3.31)
x| & AR Lo Julkh
12— j2#0,~ Ao 12— j2#0,~
i=1234 i=1,234
1/2
4(|12] +1) 1
S— @—pe [[72(u) |
k27j27£0 .]
i=1234
< 8(|Ao| + 1)|A]e-

Queremos ver ahora que F>(w,z) € X para € suficientemente pequefio. De hecho tenemos el siguiente lema.
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Lemma 5. Sea u= (¢, +z)+w+v(z,w,€) EZOEW ®N. c2, € y v(z,w,€) como en el Lemald] Existe & € (0,€) tal que

siwe Xy, zeByye€(0,&), entonces
[(O+AD) " P (h(e.) — h(w))|| < —. (3.32)

Demostracion. Sea y como en (2.22), B € (0,(y—1)/y). Paras € [0, 1], definamos

L (P*+SZ
Y Joorsal
Gii={(x,1) € T?: lys(x,1)| < P}y
G = {(x,t) € Q1 |Qu(x,1) +sz(x,1)] < i‘;ogﬁl}. (3.33)

Por (3.15) tenemos que Gy C G.. Para (x,t) € T?\ G, definimos el punto intermedio

E(x,1,8) := @u(x,1) +s(v(x,1) + w(x,1) +z(x,1)). (3.34)

Entonces, si (x,1) ¢ Gy y { € Zestal que ||| =1, tenemos

(O +A0™ Tz (h(@.) = h(w) | )|

< [ 1. (er) — . ) vCat) ) + 2 [ )

gg /// E)Iv(x, 1) +2(x,1) + wli, t)\dxdtds+//2]h|m

(T2\G,)x[0,1] Gy
d | 2n?
<42 s +2) 420 |
[ 727’8 2|hle+8(| A0 + 1) + e +2¢;|h|w€ ] (3.35)
<2
~ 4
Ya que { fue tomado arbitrario con ||{|| = 1, tenemos que (3.33)) implica (3.32). O

Tenemos el siguiente teorema que en [24] se demuestra para el caso Dirichlet-periddico. Aqui damos los detalles y
especificidades del caso doble-periddico.

Teorema 1 (Caicedo-Castro-Sanjudn, 2017). Sea A = Ay —¢€, € >0y h € C' que satisface (BI1)—(BI2). si — Ao € o(0J)
es un valor propio de multiplicidad finita, existe €, € (0,1/2) tal que si € € (0,&) el problema [2.4) con condiciones

doble-periodicas tienen una solucion débil no-trivial
Ue =ve+ye € (N®Y)NL™(T?).

Mas aiin, si € — 0 entonces ||ve|| + ||ye||; — oo
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Demostracion. Fijemos € € (0,€;), w € Xy y z € Xz como en el Lerna Para la tripla (€, w,z) existe un dnico punto fijo

v(€,w,z) € N con Qv € Xy para (3.T1).

Por el Lema [5| y la estimacién (3.31)) vemos que la funcién F dada por (3:30) es tal que F(Xz) C Xy — Xz. Como
Xz — Xw — Xz es un conjunto cerrado, convexo y acotado de W x Z, podemos aplicar el Teorema de Punto Fijo de

Schauder [48] Teo. 3.4.7] y encontrando una solucién débil no trivial para (2.4). La relacion asintética se desprende

directamente de (3.13) O

Incluso, aplicando métodos similares y haciendo hipétesis adicionales sobre 4, se puede demostrar que en el valor propio
de multiplicidad infinita también. La idea se basa en tomar la ¢, como una funcién constante. Esto no se puede hacer en el
caso Dirichlet-periddico y parece ser que encontrar bifurcacién desde infinito en el valor propio cero es mas complicado
y sigue siendo un problema abierto. Los métodos son similares y los detalles se pueden encontrar en [71]. El teorema para
el valor propio cero es el siguiente.

Teorema 2 (Caicedo-Castro-Sanjuan, 2016). Suponga que h € C'(R) y satisface (BI1). Suponga que h ademds satisface

la condicion

(BI2’) h(x)>O0parax>0y
liminfh(x) > 0.

X—ro0

Entonces existe un Ay € (—1/2,0) tal que si —A € (0,—X), entonces [2.4) tiene una solucién débil no trivial uy =

vy +ya €E N®BY tal que si A 10 entonces ||vy || + |[yall; — o

Un ejemplo de una ecuacién que satisface tanto las condiciones del Teorema[I]como del Teorema[2]es la siguiente

10sin(u?
Ou+ Au—+12arctanu + w =0,
u

definiendo # de manera natural en 0.

Notemos que en el problema presentado en esta seccidon nos era imposible emplear los métodos clasicos de bifurcacion in-
versa [29, Sec. 28.6], el Teorema de
Krasnoselskii-Rabinowitz [16, Teo. 14.7] o el Teorema de Crandal-Rabinowitz [48] Teo. 1.3.3], ya que ningtin valor pro-
pio tiene multiplicidad impar. Para el problema Dirichlet-periédico existen dos valores propios simples (—Ag = 1,4) en
donde la bifurcacién se da en forma de curva e infinitos valores propios de multiplicidad impar —Ag = k%, conk=1,2,...,
en donde es posible encontrar un continuo de soluciones [24, Teo. 1.2].

3.2. Polinomios grandes en el rango

En contraste con los teoremas 1]y [2]donde las vibraciones son libres, en esta seccién vamos a considerar un problema con
forzamiento en el rango. En otras, vamos a encontrar condiciones suficientes para que una funcién de cuadrado integrable
haga parte del rango de la ecuacién semilineal.

Vamos a suponer que 4 € C!(R), no necesariamente acotada, y satisface la siguiente condicién similar a (BI1).
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(PG1) ExisteunA >0y un 8 <0 tal que para todo s con |s| > A,

1 (s)] < Is|P. (3.36)

La condicién (PG1) también implica (BI1) y por tanto que g es asintéticamente lineal. Como consecuencia directa de
(PG1) se tiene que para € > 0 arbitrario pero fijo

|h(s)| < Mg +¢€|s| paraalgin My > 0ytodoseR (3.37)
Ademas
\s]ﬁH
) <M+ (3.38)

Es claro que g(s) = As+ h(s) es globalmente Lipschitz continua ya que /4’ es acotada y
lg(s) —g(s")| < (JA] + | |-)]s — 5|

Ademis, gracias a (3.37)), g cumple (2.21) y las hipétesis del Teorema de Hofer-Willem. Es asi como hemos demostrado
el siguiente Lema.

Lemma 6. Supongamos que f € L*(T?), h € C'(R) es acotada y satisface (PG1). Entonces existe una sucesion p, €

L2(T?) con ||pn|| — Oy una sucesion de soluciones débiles u, € L*(T?) a la ecuacion
Oup + Auy + h(uy) = f+ pa, (3.39)

sujeta a las condiciones doble-periddicas.

Vamos a considerar de ahora en adelante forzamientos polinémicos grandes. Es decir suponemos que f tiene la forma

flx1) = cqlx,1) (3.40)

para g € Y un polinomio trigonométrico de grado m y c suficientemente grande en un sentido que precisaremos mas
adelante. Definimos
¢ :=(O+A)"q. (3.41)

Es claro que en particular ¢ es también un polinomio trigonométrico no-plano sobre caracteristicas gracias a Nazarov-
Turén.

De (2.4), (3.39) y (3.40), obtenemos
O(un — @) + A (y — c@) +h(un) = py- (3.42)
Haciendo &, := u,, — c@, la ecuacion anterior se convierte en
D&, + 1€, + h(tta) = Pa. (3.43)

Podemos escribir &, =z, +w, € NOY. Donde N = ker((J) C L*(T?).
Las ecuaciones (2.6) y (2.7) se transforman en

{wn = (O+4+A)"'Ty(p, — h(u,)) (ecuacién del rango) (3.44)

Azp =y (pn — h(un)) (ecuacién del nicleo).
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El argumento consiste en demostrar que las sucesiones w; y z, convergen en Y y N respectivamente. Los limites serdn
precisamente soluciones débiles al problema (3.43)) y con estas soluciones, el teorema quedard demostrado.

El siguiente lema acota las sucesiones w,, y z, en H y L>(T?) respectivamente. Por el Teorema de Rellich-Kondrakov [10,
p. 194], para la sucesién w, exise una subsucesién que converge puntualmente y en L?(T?). Sin pérdida de generalidad
podremos suponer que la subsucesion es ella misma. De este modo, el siguiente lema garantiza la convergencia de las w,
en L*(Q).

Lemma 7. Existen c¢; >0y M, > 0 tales que si |c| > c¢i, entonces

wally s llzall @ < MafelPH

Demostracion. Fijemos n € N. De (3.36) y usando la desigualdad de Holder con los exponentes —1/8 y 1/(B + 1)

tenemos que

2
(ﬁ+1)2/ﬂ
1-28

2
<8TEMA 4 ——u, | PP 3.45

Esto implica que

21/2=
h <2V27My + ———— [|u P 3.46
([ () || < BT [[utn | (3.46)
21/27[3
Sea M, > 0 tal que ||p|| < M, y sean My, := My, +2/27M; y G := BB Usando (3.44) y (3.46) obtenemos las
siguientes acotaciones para wy, y z,
Iwally < i [Ma+Co (lwall + llzall + el 1 01)P ] (3.47)
leall < 27 [Mi o wall + 1zl + el 1 0l1)P+] (3.48)
Sean
1
n(M;)  In(kM),) = B+t
e 1= méx{ I|175, e, e et {(KCM*‘) ' —ﬁ-‘xMh] .
-1 FiT
[(rlch3ﬁ“) ’ —Blrth] : (3.49)
-1 B+1 per
KM, +C 3Pk <<71Ch3ﬁ“) b —BITIM;,> ] }
y

M, = méx{l, kC3P |l + 1, 271G 3P ) P+ 1}. (3.50)
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Tomemos |c| > ¢;. Supongamos en primer lugar que |c| ||| es el max {||wx]|,||z.|,|c|||®|}. Entonces (3.47) y (3.48) se

transforman en

wall < lIwall,
< KMy + kC3P | [PH [P
< (k3P )P+ 1) [l

< M2|C’ﬁ+1

yen

|zl < T "My, + 7' 3BT | P [P
< (v gl 1) el

< My|c|PH

Supongamos ahora que ||wy|| = max {||wy||,||z| , |c| ||@||}. Entonces, usando la desigualdad de Young con los exponentes

—1/By1/(B+1), y (3:48) se transforman en

Il < [l
< KMy + k3P [, P!
1
< M= B (kG381 T (B 1) [

1
< kM =B (kCi3PH) T (B1) [l

Es decir,

[[zall, [Wall < [lwall;
_1
< (KCh3ﬁ+l) ¥ —ﬁilKMh
< ’C‘ﬁ—i-l

< My|c|PH

Por dltimo supongamos que ||z, || = max {||wy||, ||za||, [c|||@]| }. Procediendo de la misma manera que en el caso anterior
tenemos que

lwall < llzull < MafelPH.
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Usando el ultimo en la lista en la definicién (3.49)), obtenemos

wall, < KM+ kG312, P!
~1/p A+l
< KMy, + kCp3P ! [(r—lchsﬁ“) —B 't My,

< Myle|PH
La desigualdad para || ¢|| se verifica inmediatamente. O
El siguiente lema garantiza la convergencia de los ¢,

Lemma 8. Existe c; > 0, tal que si |c| > c3, 7, es una sucesion de Cauchy en L*(Q).

Demostracion. Sea € > 0 arbitario pero fijo. El argumento consiste en demostrar que cada una de las suceciones ||Z, — Zn||,
lz1n — 21ml|, [|22,0 — 22,m|| definidas como (Z,z1 »,22,,) = 2z estdn acotadas adecuadamente por ||z, — z,||. Denotamos con

. alalinea caracterisica (x,r —x).

Sea g cualquier nimero fijo con la condicién

€2 1
0 inq 1 3.51
&= mm{ " 156872 3272(Cy 4 2G5 )2 } ’ 3->1)
donde
VoM
M
Cy: =2V/7C) + L. (3.53)
Tn
Sea Ng, un entero positivo tal que si n,m > Ng,
. nTVEg
n — Pm|| < minq T/7&, 3.54
I =l < min { ey, V0L 654
1 7%t
Wy — Wyl <min{ —,——M 3.55
30— {xl - } (355)
Suponemos de ahora en adelante que n,m > Ng,.
Ahora, para &, existe 8 := 8(g) > 0 tal que u(B°) < &, donde
A={xeT: |En+s(E—En)l(Gn) <|cl6/2} (3.56)
B:{XGT : ’(P(Crx)‘ 25} (3.57)
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Sea

o 2 £0M2 B ) 9 g
Cp = max g ( o ) s (1‘42 717) s (358)

y escojamos |c| > ¢, arbitrario pero fijo.
Definimos

0 = (@ +Sn+5(Sn—Sm))(Grx) (3.59)
cons € [0,1].

Para x € AN B, tenemos que

’G’m = ’ (C(P + ém +S<§n - gm)) (Cr.,x)lzﬁ
<[PPI @(Gen) = | (En+5(Ea—En)) (L) PP (3.60)
= [c|?P(8/2)%.

Tomemos My := /2M,|c|[P*!. Es claro que ||&,|| y ||@|| estdn acotadas por M.

M3 > [ & +5(8 &)l
2
> [ ents- &P

> 2 (A) (8 /2)%

De ahi que

(3.61)

De esta manera podemos acotar

2n
/ W (6)[2dx = / 1 (62 dx+ / 1 () dx
0 ANB ACUB¢
<27m|c* (8/2)% + w(A)M? + pu(BS)M> (3.62)
18M3M?

<2nmlc[P(8/2)F + —P

+ E,‘()M2

< 380M2.
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Usando lo anterior obtenemos la siguiente desigualdad

[ ) =) < [ (0)]1E =l
< ( /0 2”380M2)£ 1€, — &l 3.63)

< VoreoM||E, —Eull-

Usando (3.63), (3.52)-(3.55)

a2l < gz | [ 10— ol )= )|

< L {lpu— pull +Civ/E0 10— &l (3.64)

—2nT

< Ve +CivVe ||zn — zml|

Gracias a (3.64)
2
HZl,n_Zl,mHLZ(T)
2 1 2n 2
[t g | o ) ) ) ]|
0 2zt | Jo
A 1 [ 2w 2
<anfz—al+ Tznpn pullt o [ [ W@~
380M
<4”’Zn_zm‘ + ||pn PMH + 5 16— IgﬁmH2
Es decir,

||Zl7n_21,mHL2(’]I‘)

2
< 2ﬁ|Zn _Zm| + \/7?7 ||pn _pmH +

v 3eoM
0 el (365)
<3V7/€ +Can/E ||zn — zml| -
Del mismo modo, reptiendo todo el procedimiento sobre caracteristicas (x,r + x), tenemos que

1220 = 22.mll 27y < 3VEVE +Cov/Eo |2 — 2| - (3.66)
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Por lo tanto

[zn = zm||

< 2\@[n|zn — 2+ VT ||z10 — Zl,m”iz(m + V7 ||z2 —zz,ml\izm}

< 14V2m/€y +2V21(Cy +2C2) |20 — zm|

< 14V3n VB + 3 lon ]
Lo que implica que

|20 — zm|| < 28V27\/8 < €.

En otras palabras z, es una sucesién de Cauchy en L?(T?). O
|c| > mdx {cy, ¢}, podemos entonces demostrar el siguiente teorema que es una adaptacién de [23]] al caso doble periédico
y con forzamientos polinémicos. El argumento para garantizar que la solucién estd en LP(T?) con p > 2 es muy similar

al de la referencia [23]).

Teorema 3 (Caicedo-Castro-Duque-Sanjudn, 2014). Sea A ¢ o(0), f = cq € LP(Q) un polinomio trigonométrico. En-
tonces existe co > 0 tal que si |c| > co, el problema [2.4) con condiciones doble-periddicas tiene una solucion débil en

LP(T?).

3.3. Existencia de soluciones a un problema no regular

En esta seccién vamos a demostrar que existe solucién débil a un problema no-regular. Especificamente, la solucién no
va a ser ni siquiera continua con forzamientos suaves. Esto complementa los resultados obtenidos en [20].

Vamos a asumir que g € C(R) es continua y satisface

t+h(t) ift <0
A ILRRLOB LR (3.67)
Tt +h(t) ifr>0
aqui 71,7 > 0, h continua y
h
im ) _ 0. (3.68)
[t| =0 S

Cuando 7] # 1 se dice que la no-linelalidad es de salto. En [27] se demostré que si v < p son dos valores propios
consecutivos de —[J, entonces existe una funcion decreciente b : (v, 1) — R with lim,_,, b(x) = u tal que si g es mon6-
tona, 7; € (V,1), T2 € [11,b(71) entonces tiene una solucién para todo f € L?((0,27) x (0,27)). Esto extiende los
resultados en [82].

El resultado que se expone en esta seccién permite no-linealidades de salto y resonancia [[17].

Teorema 4 (Caicedo-Castro-Duque-Sanjudn, 2017). Si g satisface (3.67)—-(3-68) y f(x,t) = p(x+1) o f(x,t) = p(x—1),
con p € L*(T?) y p(& +27) = p(&) para & € T, entonces la ecuacion [2.1)) tiene solucion débil u € L*(T).
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La solucién encontrada en el Teorema[dl no necesariamente es Unica como veremos mds adelante.

La idea central de la demostracién del Teorema 4] es la construccién de una funcién monétona g tal que las soluciones
débiles a Ju+ g1 (u) = f(x,¢) son también soluciones a (2.1)).

Sea
I'={y:R — R;yis increasing, continuous and y(z) < g(z) for all r € R}.

Definimos la funcién g; por

g1(t) = supy(r). (3.69)
yer

Por (3.67) y (3.68), I" # 0 y por ende g; estd bien definida. Adicionalmente, g; cumple las propiedades del siguiente lema.

Lemma 9. La funcion g definida en (3.69), satisface:

(1) gi(t) <g(t) paratodot € R.
(2) g1 es creciente, es decir, si s <t entonces, g1(s) < gi(t).

(3) Paratodo o € R existen a,b € R tales que

gil(a)={teR; gi(t)=a}=lab. (3.70)

(4) g1 es continua.

(5) Sig(a) <g(t)parat > a, entonces g(a) = gi(a).

Demostracion. (1) Se deduce de (3.69). (2) Suponga que existen s < ¢ tales que g;(s) > g1(¢). Tomemos € = g;(s) —
g1(t). Sea y e ' tal que g1(s) —& < y(s) < gi(s). Asi g1(z) < y(s) < y(r) < g1(¢) es decir, g1(t) < g1(t), lo cual es
una contradiccion. (3) Se deduce de (2). (4) Sean ¢ € R y € > 0.Por la definicién de g;(c), existe y € I tal que y(c) >
g1(c) —€/2. Por la continuidad de 7, existe § > 0 tal que y(x) > y(c) —€/2 > gi(c) — € paratodo x € (¢ — §,c¢). Por tanto
g1(x) > g1(c) — € para todo x € (¢ — §,c¢), lo que implica lim,_,._ g(x) := g1(c—) > gi(c). Esto y (2), demuestran que
gi(c) = glc—).

Suponga que g;(c) > g1(c+) :=lim,_,.+ g1(x). Ya que g(y) > gi(y) para todo y € R, lim,_,.; g(x) := g(c+) > gi(c+).
Esto y la continuidad de g implican que g(c) = g(c+) > gi(c+) > gi(c). Por la continuidad de g existe §; > 0 tal que
g(x) > (g(c)+gi(c))/2 paratodo x € (¢ — 1,¢). Seay; € I'. Yaque g1 (c—) = gi(c), g(c —81) < g(c).

Sea
n(t) for t<c—0
Yi(t) = C;xyl(c—51)+x_g+51g@;gl(") for x € [c—&1,c] 3.71)
1 1
(g(c)+g1(c))/2 fort > c.
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Entonces y* € I. Pero esto contradice que y*(c) < g1(c). Es decir, g1 (c+) = g1(x), demostrando (4).

(5) Suponga que es falso, es decir, g(a) < g(¢) paratodot > ay g(a) > gi(a). Sea {s,} una sucesién decreciente tal que

sp — a, para cada n € Z" definimos la funcién ¥y, por

g1(t); t<a
T(t) = Q8@ o) 1 g1(a); 1€ (a,50) (3.72)
g(a); t>s,

Las sucesion {y,} C T, .(s,) = g(a), entonces g;(s,) > g(a) par todo n, por continuidad de g; tenemos

g(a) < lim g1(sn) = g1(a); (3.73)
lo que es una contradiccion. Esto demuestra el Lema. O

Sea f(x,t) = p(x+1). Por el Lema@, para cada & € R existe ag, bz € R tal que g7 (p(&)) = [ag,bg] y g1(be) = g(be).
Definimos

V(&) == be. (3.74)

Por tanto

g(v(&)) = p(&5)- (3.75)
Veamos que v es medible, que u(x,?) :=v(x+1) € N, y que u es una solucién débil de (2.1).

Sea o € R. Yaque g;' (@) = [a,b] y g1 es una funcién creciente, {t € R, g (¢) > a} = (b,). Asi

{EeR v(E)>h={EcR; p(§)>a} (3.76)

que es medible porque p € L?(T?). Ya que « es arbitrario, hemos probado que v es medible.

Veamos ahora que v(x+1) € N. Sea A := {s € [0,27]; v(s) > 0} y 73 = s min{7), 7, }. Por (3:67) y (3-73), existe M > 0
tal que

h(s) <(r3—11)s fors<-—-M (3.77)
h(s) > (13— 1)s fors>M (3.78)

Param > 0, sea A, = {s € (0,27); v(s) < —m}. Entonces, por (3.77)

[ PP6ds= [ [mv(s)p(s) ()] ds

Ag

— [ [mv(s) +h(v(s))P ds+ / 2(v(s))2ds (3.79)
Ay Ao—Ay

ZT‘%/A vz(s)ds—fg/A » V2 (s5)ds + L g(v(s))?ds

> 732/14 Vi (s)ds — 4m* (TsM? + M)
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donde M; = méx{g(s)?; |v(s)| < M}. De forma similar, usando (3.73)

/ pi(s)ds > ‘632/ V2 (s)ds — 4m* (T3 M* + M) (3.80)
0 Af
De y (3.80), obtenemos
2 21
132/ v(s)2ds < / p*(s)ds +4m*(t3 + M) (3.81)
0 0

Por tanto, v € L;[0,27] y es claro que v € L,(Q). Mas ain v(x+1) € N. Esto demuestra el Teorema cuando f(x,7) =
p(x+1t). Para f(x,t) = p(x—1t) el argumento es similar.

Veamos que las soluciones no son necesariamente tnicas. Si ag < be y 41 ({x € T; p(x) = p(&)}) > 0 entonces definiendo

(&) == a, (3.82)

vemos que ¥ es otra solucién de (2.T)). De manera mds general, si i ({x € [0,27]; p(x) = p(&)}) > 0 tomando A, B de tal
formaque ANB=0,AUB={x e T; p(x) =p(&)} ym(A) >0, m(B) > 0. Definiendo

for x € A
=49 O (3.83)
bg forx € B,

tenemos una solucién adicional. Asi, si t; ({x € T; p(x) = p(&)}) > 0 el argumento expuesto permite demostrar que (2.1))
tiene infinitas soluciones no-contables.
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cAPITULO 4

PERSPECTIVAS Y PROBLEMAS ABIERTOS

Este capitulo lo dividiremos en tres secciones: problemas razonables, problemas dificiles y problemas muy dificiles. Los
problemas razonables son los que a criterio del autor tienen posibilidades de ser resueltos con las técnicas expuestas en
este documento. Problemas formulados en este nivel podrian ser resueltos, por ejemplo, en una tesis de maestria.

Los problemas dificiles requerirdn seguramente técnicas mds elaboradas y adaptaciones de técnicas conocidas. Un pro-
blema de este nivel puede hacer parte de una tesis de doctorado.

Finalmente los problemas muy dificiles son problemas completamente abiertos donde las técnicas existentes parecen
agotarse. En estos casos seguramente se hard necesario la creacién de nuevos métodos. Problemas de este nivel podrian
hacer parte de un programa de investigacién a largo plazo que atraviese generaciones.

4.1. Problemas razonables

Es razonable encontrar condiciones suficientes sobre f, 1 0 A que permitan ampliar el rango del operador de onda semi-
lineal

u— Ou+Au+h(u).

Dos problemas aqui se presentan como interesantes. En primer lugar tratar de encontrar un subespacio en el rango sin
suponer monotonia. Por ejemplo un subespacio de polinomios. En segundo lugar, y en relacién con lo anterior, encontrar
condiciones suficientes para que existan soluciones con resonancia, es decir, con —A € ¢(0J). Los métodos expuestos en
este documento junto con los métodos en [51]] pueden ser de ayuda.

Es de aclarar que el problema de caracterizar el rango del operador de onda semilineal sigue siendo un problema abierto.

El problema de bifurcacién desde infinito ya tiene una respuesta aceptable [24]]. Similar al anterior es posible que, como
en el caso eliptico, se pueda encontrar bifurcacion desde cero en los valores propios del operador de onda.
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4.2. Problemas dificiles

Los problemas dificiles aparecen cuando se pierde la compacidad. Por ejemplo, el problema de encontrar bifurcacién
desde infinito para el valor propio cero en el problema Dirichlet-periddico, parece ser un problema dificil.

Un problema en donde se pierde por completo la compacidad es el siguiente. Dar condiciones suficientes sobre &'y A para
encontrar bifurcacion en infinito si el cociente de los periodos en la variable espacial y temporal es un nimero irracional.
En el caso Dirichlet-periddico el fendmeno es el mismo si el cociente entre el periodo y la longitud de la cuerda es un
nimero irracional. Una combinacién de argumentos de [19] y [24] puede ayudar en este caso.

En relacién con lo anterior, con varias dimensiones espaciales en membranas rectangulares estdn los trabajos de [9]. Sin
embargo, permitir que el rango de la derivada atraviese los valores propios con los periodos fijos sigue siendo un problema
abierto. En varias dimensiones espaciales todos los valores propios son de multiplicidad infinita lo que hace que se pierda
completamente la compacidad. En este sentido, el problema de bifurcacién desde infinito o caracterizacion del rango son
problemas abiertos.

4.3. Problemas muy dificiles

La regularidad de soluciones en el caso eliptico ha tardado afios y la intervencion de grandes matematicos y es una teoria
con muchas preguntas abiertas pero también con muchas preguntas resueltas [36]. En el caso hiperbdlico el problema de
la regularidad de soluciones, si la no-linealidad es no-mondétona parece ser un problema bastante dificil. Estédn los trabajos
de [20] y [17] que muestran los primeros resultados en esa direcciéon. Sin embargo una respuesta general y aceptable del
fenémeno esta lejos por el momento.

Otra dificultad que presenta la ecuacién de onda es que su indice de Morse es infinito [47]. Las técnicas conocidas para
encontrar resultados de multiplicidad de soluciones no siempre se aplican con facilidad. A este respecto se tiene el trabajo
de [28]], pero sin suponer simetrias en la parte no-lineal de este tipo de resultados se sabe muy poco [17].

Finalmente el problema mas dificil, a criterio del autor, consiste en obtener resultados de existencia, regularidad, multi-
plicidad de soluciones o bifurcacién de soluciones cuando hay varias variables espaciales y el dominio de las variables
espaciales es una region general. Salvo el caso lineal [11} Teo. 10.7-10.8] o salvo el caso de simetria radial en bolas [[7,435]]
el caso no lineal general es un problema completamente abierto y del que muy poco se sabe.
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INDICE DE SIMBOLOS

Subconjuntos y Subespacios

= T: El toro unidimensional,
» T2:=TxT.

» N =ker[den L?(T?), niicleo del operador de onda,

Funciones, constantes y variables especiales

Ay, By, Bl

{O%jm}k,j=0....com=1234, base de Hilbert para L*(T?),

g término no-lineal,

h, 8l

A, parametro de bifurcacion,

Espacios de Banach

Espacios C*

= CX(T), el espacio de las funciones continuas con k derivadas continuas definidas en T2,
= C(T?) =C%(T?).

= C(R), espacio de las funciones continuas de valor real a valor real.
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Espacios L”

= L%(’]I‘), espacio de las funciones de cuadrado integrable en el sentido de Lebesgue sobre T de promedio nulo,

= LP(T?), espacio de las funciones en L? sobre T? con p € [1, ).

Normas

|]eo = supg [A].

ull = (Jo uz)l/z, norma en L*(Q).

||lull; = ||lu¢|| + ||u||, norma en el espacio de Sobolev H.

= C° = Ch.

Operadores

= [J, operador de onda, []]
» %, 2 operadores de Lovicarova,

» Iy, proyeccién ortogonal sobre el subespacio cerrado X.

Notaciones funcionales

= kerT, el nicleo del operador lineal 7.

= rng7, el rango del operador lineal 7.

= span(vy,...,Vy), subespacio geneardo por los vectores {vi,...,v,}.
= X, complemento ortogonal del subespacio X.

= ji, promedio de la funcién u.

= {,,(k,j) transformada de Fourier d u,

= o(0), espectro del operador de onda,
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