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Presentacion

Motivados por fenémenos de reaccion-difusion y fisica de particulas en una dimension introducimos el problema
semi-lineal
{u” + f(u)=0, enQ W

u(0) = u(w) = 0.

donde Q es el intevalo (0, 7). Realizamos un estudio cualitativo de existencia y comportamiento de las soluciones
positivas y soluciones que cambian de signo. El componente matematico esta orientado por el primer capitulo del
libro de Francisco Caicedo y Alfonso Castro de Ecuaciones semilineales con espectro discreto [[12]. Este cursillo esta
dirigido a estudiantes con conocimientos basicos e intermedios en analisis y ecuaciones diferenciales ordinarias. Se
proponen 23 ejercicios de rutina para que el estudiante refuerce sus conocimientos y 45 referencias bibliograficas
para el estudiante que quiera profundizar mas en alguno de los temas expuestos.
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1 Motivacion fenomenologica

Consideremos el siguiente experimento mental. Supongamos un conjunto de moléculas inmersas en un medio (p. €j.
polvo en el aire) y supongamos ademas que estan concentradas mas a la izquierda que a la derecha de una membrana
que permite el paso de las mismas. Si prestamos la suficiente atenciéon podemos percibir que las moléculas se mueven
de los lugares de mayor concentracion a los lugares de menor concentracién. En nuestro ejemplo, las particulas se
mueven de izquierda a derecha. A este fenémeno se le conoce como difusién. Digamos que la membrana tiene un
grosor Az y un area transversal A. La situacion esta representada en la siguiente figura:

Estamos interesados en la cantidad de moléculas que se mueven por unidad de tiempo M. Esta cantidad es mayor
cuando:

(1) El grosor de la membrana, dz, es menor.
(2) Elarea, A, de la membrana es mayor.

(3) La diferencia en la concentracion de moléculas de un lado con respecto al otro es mayor. Es decir, cuando
u; — ug = —Au es mayor.

En otras palabras

AuA
Az
Recordando que el flujo .J se define como la cantidad de materia (moléculas) por unidad de tiempo por unidad de

M o

area, podemos escribir J = %, lo que sugiere la siguiente ecuacién conocida como la ley de Fick:

ou
J= —k%.

La constante de proporcionalidad k& > 0 es la constante!de difusién [[18].
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Ejercicio 1. Asumiendo que el calor fluye de los lugares calientes a los frios, deducir la ley de Fourier de la conduc-
tividad térmica que tiene la misma forma que la ley de Fick. En ese caso J es el flujo de energia por unidad de area
por unidad de tiempo, u es la temperatura y £ > 0 es la constante de conductividad térmica.

Por otro lado, la ley de la conservacion de la materia dice que en un sistema aislado la masa total del sistema
permanece constante. En otras palabras M = 0 para un paquete de materia en el intervalo [a, b]. Aqui tanto a como
b pueden depender del tiempo. Puesto que u es la concentracion de materia por unidad de volumen, tenemos la

relacion 1 oM
0= 10 Ley de conservacion de la materia
9 b b
:—/udx dadoqueM:A/ wdx
ot J, a
b
0 ob 0
= ’ 8—1: + u(b)a - u(a)a—j Regla integral de Leibniz
b ou L .
=/ 5 + J(b) — J(a) Definicion de flujo.
Dividiendo a ambos lados de la ecuacién anterior por b—a y haciendo a — b obtenemos la ecuacién de continuidad:
ou 01
ot oxr
Combinando la ecuacién de continuidad y la ley de Fick llegamos a la ecuacion de difusion
ou 0%u
g S 2
ot Oz @

Ejercicio 2. Usando la ley de conservacion de la energia, deducir la ecuacion de calor que tiene la misma forma
que la ecuacion de difusion.

Ejercicio 3. Usando la aproximacién de Taylor de orden dos, demostrar que f”(z) ~ 75 (f(z+h)— f(x—h) —2f(z))
y usar esto para interpretar la segunda derivada como un promedio de tasas de cambio. En este contexto interprete
la ecuacion de difusion. Use la interpretacion geométrica de la segunda derivada como una medida de concavidad
para dotar de sentido fisico a la ecuacion de difusion.

Vamos a suponer que nuestro universo fenoménico varia en el intervalo 2 = (0, 7). El nimero 7 esta con el Gnico
propésito de simplificar los calculos, cualquier otro numero positivo funciona igual. Vamos a imponer que en los extre-
mos del universo no hay nada, ni materia, ni temperatura, ni energia. En otras palabras, imponemos las condiciones
de frontera

u(0) = u(r) = 0. ©)

Ejercicio 4. Usando el método de separacién de variables compruebe que la solucion a la ecuacién de difusion (B)
sujeta a las condiciones (f) viene dada por

o0
u(z,t) = Z an, sin(no:)efnzkt.
n=1

Si suponemos que la concentracién (o la distribucion de calor) inicial viene dado por una funcién u(0, z) = ¢(z) con
©(0) = p(m) = 0, entonces los coeficientes de la serie anterior vienen dados por

ap = — /07r o(z) sin(nz) dx.

s
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Ejercicio 5. Use el criterio M de Weierstrass [39, teo. 7.10] para demostrar que la serie que expresa la solucién u
converge absoluta y uniformemente en [T, 00) x (0,7) para todo T' > 0, que u € C*°((0,00) x (0,7)) y que la
serie satisface la ecuacion de difusion [25, p. 56]. Aveces es util expresar la solucién u en forma integral (25, p. 57]. Si
definimos el nicleo de calor mediante la expresion

oo
K(t,x,y) = Z sin(nx) sin(ny)e_"zkt,
n=1
mediante un calculo directo verifique que

u(t,x) = 72_‘_/071- K(t,x,y)cp(y) dy.

La ecuacion (B) sujeta a las condiciones (B) y al dato inicial u(0,2) = ¢(z) € C[0, 7] tiene una Gnica solucién de clase
C*° que depende continuamente de . En otras palabras, el problema descrito esta bien puesto. Esta demostracion
se puede dar por, al menos, dos caminos distintos: usando aproximaciones de la identidad [25, § 2.6] y a través del
teorema de Hille-Yoshida [E, § 10.1].

Un fendmeno presente en la naturaleza es la tendencia a alcanzar estados estacionarios: «Todos los sistemas naturales
tienden a alcanzar el estado mas estable compatible con las condiciones en que se encuentre» [[16, p. 59]. En la siguiente
figura podemos apreciar como sin importar que tan compleja sea la distribucion inicial (de concentraciéon de molé-
culas o de temperatura), con las condiciones de frontera (f), en muy poco tiempo el estado estable u; = 0 tiende a
u = 0 como se ve en la figura siguiente. En la jerigonza de la termodinamica, esto quiere decir que la entropia ha al-
canz6 su maximo nivel y el tiempo se ha detenido [[16, p. 77]. Nuestra experiencia contradice esto. Algunas moléculas,
particulas o calor quedara concentradas en €) de alguna forma. Algo debemos estar pasando por alto.

t = 0 dist. inicial t=0.01 t=0.1 t=1 t=5

Alan Turing notd que para ciertos compuestos quimicos, no solo ellos se dispersan sino que también reaccionan entre
si sentando las bases de la morfogénesis [45]. Los patrones de color de la flor amazénica de la siguiente figura (asi
como de los gatos, cebras y demas formas de la naturaleza) obedecen a soluciones estacionarias de las ecuaciones de
reaccion difusion propuestas por Turing [B7, cap. 2].

Pagina 4

ARTURO SANJUAN



PEQUENOS UNIVERSOS Y EL METODO DE CUADRATURA ARTURO SANJUAN

Consideremos el ejemplo de reaccion difusién mas sencillo. Supongamos que en vez de moléculas estamos conside-
rando bacterias (p. ej. Escherichia coli) y que en nuestro universo {2 hay alguna clase de nutriente que les permite
reproducirse por fision binaria. Ademas de dispersarse espacialmente por medio de la difusion, las bacterias también
reaccionan en el tiempo multiplicindose. Esto se suele expresar mediante la ecuacion ordinaria @ = au donde « es
la tasa de crecimiento de la poblacion.

Ejercicio 6. Usando la formula recursiva N(t 4+ 1) = 2N (t) donde N es la concentracion de bacterias en el instante
t, demuestre mediante una aproximacion al modelo continuo que % = log 2 u.

Combinando @ = au con @ = ku,, obtenemos las ecuaciones de reaccion-difusion

uy = kg, + ou
u(t,0) = u(t,m) =0.

Buscar soluciones estacionarias es resolver un problema de valores propios. Con u; = 0, vemos que la tinica opcién
para tener soluciones no-triviales es que @ = n2k para algin n € Ny las soluciones (funciones propias) vienen
dadas por sin(nz). Bien sea en fenémenos de calor o difusién de moléculas, las soluciones deben ser positivas. De
este modo, las Unicas soluciones posibles son multiplos positivos de sin(z) y el patrén estable de nuestro universo se
ve en la siguiente figura donde las regiones mas oscuras representan mayor concentracion de bacterias. Es verdad,
no es el universo mas «impresionante» conocido.

Concentracién estable

o I -

0 T Q

Pierre-Francois Verhulst introdujo el modelo logistico mas adaptado a la realidad dado que una reaccion de la forma
1 = au permiten crecimientos arbitrariamente grandes [36, p. 3]. Asi es como se introdujo el concepto de capacidad
de carga generando un proceso auto-limitado. En este caso, las ecuaciones del estado estacionario toman la forma

' +ou(l—u)=0
u(0) = u(mw) = 0.

Por su parte, los fendmenos de difusion también pueden presentar términos de reaccion no-lineales. De acuerdo
con la ley de Steffan-Boltzmann se puede generar pérdida de calor por la radiacién tal como ocurre con algunas
estrellas [43, [7]. La ecuacion de estado estacionario se transforma en

ku” +put —y=0
u(0) = u(mw) =0,

con [ y 7y constantes positivas.
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En astrofisica las ecuaciones de Lane-Emden modelan el potencial gravitatorio constituido por un fluido politrépi-
co y sometido a su propia gravitacion (p. ej. el sol) [[14, cap. 2]. En su version unidimensional, estas ecuaciones tienen
la forma

' +uP =0 conp >2

u(0) =u(r) =0,

En los tres Gltimos ejemplos estamos buscando soluciones positivas a la ecuacion (fl), que es una ecuacion diferencial
no-lineal. En general, este tipo de ecuaciones no se pueden solucionar explicitamente y lo Ginico que queda es buscar
aproximaciones numeéricas o realizar analisis cualitativos. En este curso nos centraremos en el segundo enfoque.

2 Fendomenos de fisica de particulas

Los fendmenos que hemos expuesto hasta el momento requieren que las soluciones sean positivas. A continuacion
vamos a enunciar un par de fendmenos no-lineales provenientes de la fisica de particulas cuyas soluciones natural-
mente cambian de signo.

En los cursos de ecuaciones diferenciales aprendemos que una cuerda (como la de un violin) sometida a vibracién
satisface la ecuacion diferencial parcial
2
U — C Ugy = 0,

conocida como la ecuacion de onda. Su deduccién se puede realizar con rudimentos de fisica clasica [44, pp. 11,12].

Ejercicio 7. Usando el método de separacion de variables (inventado por Daniel Bernoulli para resolver esta ecuacion
[6]) demuestre que las soluciones de la ecuacion de onda sometida a las condiciones de frontera Dirichlet-periddicas
B) y u(t,z) = u(t + 27, x) vienen dadas por

con c_j = Cg. Verifique que esta solucidn es equivalente a
u(t,x) = p(t+ ) — p(t — )

con p una funcién 2m-periddica de promedio nulo. Esta equivalencia a los matematicos les costé mas de ochenta afios
notarla: desde los trabajos de Daniel Bernoulli (primera forma) y D’Alambert (segunda forma) hasta los desarrollos
de Fourier y Lagrange [4, pp. 531-533]. Es un episodio importante en la historia de las matematicas y la teoria de
funciones.

Podemos notar de una vez que hay unas soluciones a la ecuacion de onda cuya forma no cambia sino aumenta y
disminuye periédicamente su amplitud. Son las soluciones de la forma sin(kz)e®** y a este tipo de soluciones se les
conoce como ondas estacionarias representadas en la siguiente figura.
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Onda estacionaria sin(3x) cos(t)

| |——t=0vuelveent =~ 6.28
-——1t=0.7T8 vuelve ent =~ 5.5
---t=1.31vuelveent =~ 5
----t = 1.57 vuelve en t =~ 4.68
---t=1.83vuelveent ~ 4.45

t =288 vuelveent =3.4

t = 7 (=~ 3.14) y se devuelve ahi mismo

La ecuacion de onda también puede ser deducida a partir de la mecanica lagrangiana. [42, parte Il1]. La logica aqui
es diferente, esta basada en un principio variacional (Principio de la minima accién [42, p. 463]), en donde las
soluciones a la ecuaciéon de onda, son los puntos criticos del funcional de accidn. Intuitivamente la accién esta
definida como la energia cinética menos la energia potencial. La notas de John Baez y Derek Wise son una buena
introduccién en esta forma de entender la mecanica [3], mientras que los libros de Arnold [2] y [42] estan dirigidos
a lectores con mayor dominio técnico.

En el caso de la cuerda sometida a vibracién, la energia cinética viene dada por la expresion 1 foﬂ u? dr midiendo
de alguna manera qué tanto movimiento tiene la cuerda. La energia potencial por su parte mide el movimiento
potencial e intuitivamente, si la cuerda esta muy estresada (la primera deriva espacial es grande), mas potencial de
movimiento ella tiene. En otras palabras, la energia potencial viene dada por % foﬂ u2 dx. De esta forma, el funcional
de accion para la ecuacion de onda tiene la forma

Ju] = ;/02 /O”@fug)dx.

Ejercicio 8. Este ejercicio requiere un pequefio dominio técnico de calculo avanzado [[10]. Evalde el incremento J[u+
v]—J[u] y expréselo en términos de una transformacion lineal T'[u] evaluada en v, (T'[u], v), mas un resto o(v). T'[u] es
la derivada de Frechet de J y esigual a (J'[u],v) = fow UV — Uz V. Mas informacion sobre la derivada de Frechet
se encuentra en [[10, cap. 2]. Las soluciones a la ecuacion de onda vienen dadas por las u tales que (J'[u],v) = 0 para
todo v (puntos criticos del funcional de accion). Integre por partes y demuestre que foﬂ(utt — Ugg)udr = 0 para
todo v. De aqui es posible deducir que u;; — u,, = 0 8, cor. 4.24]. Estas ecuaciones se conocen como las ecuaciones
de Euler-Lagrange para el funcional J [42, p. 463]. Para eso es necesario tener cuidado con la configuracion
espacial (los espacios en donde estan definidos u y v). En este caso se toman espacios de Sobolev que a su vez
estan construidos a partir de los espacios L” [8].

Ejercicio9. El célculo de la derivada de Frechet en el caso del funcional de accion anterior fue sencillo porque las ecua-
ciones de Euler-Lagrange terminan siendo lineales. Cuando aparecen términos en la energia potencial no-lineales,
el calculo de la derivada de Frechet es mas delicado. Usualmente se calcula primero la derivada de Gateoux o
derivada- direccional, definida como

0J (u;v) = lim }(J[u—i— sv] — Jul).

s—0 S8

Es sencillo demostrar que toda funcién Frechet diferenciable es Gateoux diferenciable (compruébelo), pero al revés
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no siempre es cierto [34, p. 178]. Esto altimo lo puede demostrar con el ejemplo clasico f : R? — R? definida por

229>

fay) =L s &Y F00)
0 (z,9) = (0,0).

Bajo ciertas condiciones adicionales, la derivada de Gateoux implica la de Frechet. Incluso en RY hay una versién
que permite determinar cuando una funcién es derivable en el sentido de Frechet usando las derivadas parciales.
(Recuerda esta forma?

Para calcular la derivada de Gateoux de un funcional de la forma foﬁ f(u(z)) dx donde f es una funcion derivable
que cumple ciertas hipétesis de crecimiento (p. ej. | f(u)| < |u|? + 1) hay que recurrir a un resultado del analisis
no-lineal que se conoce como el operador de Nemytskii [20, cap. 2]. En este contexto, y bajo ciertas hipotesis es
posible demostrar que sii J[u] = [ f(u) dz, entonces .J es Frechet diferenciable y (J'[u],v) = [ f'(u)v dx.

En matematicas las mismas ecuaciones pueden provenir de fenémenos sin ninguna relacion aparente. La ecuacion
de onda puede representar la curva de una cuerda vibrante o también el campo cuantico del boson de Higgs que
explica la materia en el universo [22]. En este caso la energia potencial tiene un término adicional que se conoce
como potencial de Higgs y en una dimension viene dado por A foﬂ(qﬁz —u?)? du.

Potencial de Higgs (1 — x2)2

Ejercicio 10. Este ejercicio requiere cierto dominio técnico en calculo avanzado [[14]. Esboce la demostracién de que
si el mecanismo (accion) de Higgs viene dado por

[ [T @ era

entonces las ecuaciones de campo de Higgs tiene la forma
Ou + pu — |ul*u =0

donde Ou := uy — u,, es el operador de onda. A esta ecuacion se le conoce también como la ecuacion de Klein-
Gordon semilineal. Si queremos encontrar ondas estacionarias al campo cuantico de Higgs, suponemos que las
soluciones tienen la forma v(t, z) = ¢*®*u(z) dando origen al problema

u” + pu — |ul*u =0
u(0) = u(m) = 0.
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Segun las discusiones actuales de la fisica, estas soluciones explicarian la materia en nuestro pequefio universo {2 =
(0, 7).

La ecuacion de Schrodinger proviene de un funcional de accion en el campo de los complejos (ver [5, cap. 2]) y
algunos fisicos dicen que esta ecuacion puede explicar todo el universo [B2]. En el caso unidimensional, la ecuacion
de Shcrodinger viene dada por

. 1 9
tup = —§um + Klul“u.

Nuevamente buscando ondas estacionarias llegamos al problema

u’ + klu|u =0

u(0) = u(m) =0.

En resumen, a través de fendomenos termodinamicos de difusion de materia y energia, asi como de fenémenos de
fisica de particulas hemos llegado a la ecuacion diferencial ordinaria semi-lineal

u’ + f(u) =0 (4)
sujeto a las condiciones de frontera (). Este es el modelo que vamos a estudiar a continuacién desde un punto de
vista matematico-cualitativo.

Antes de terminar esta seccion, si queremos considerar estos problemas en distintas dimensiones la segunda derivada
. N

u” se reemplaza por el laplaciano Au = 3. | us,4,. El operador de onda se transforma en Ou = uy — Au y las

ecuaciones mas famosas de la fisica matematica se convierten en las siguientes ecuaciones semi-lineales en derivadas

parciales
up = alAu+ f(z,u) Ecuaciones de reaccion-difusién
Ou+ f(x,u) =0 Ecuacion semilineal de onda o de Klein-Gordon
iug = —Au+ f(x,u) Ecuacién de Schrédinger.

Cuando queremos encontrar soluciones estacionarias u ondas estacionarias caemos en el siguiente paradigma del
analisis no-lineal

Au+ f(r,u) =0 en§)

u=0 en 0f)

donde (2 es un abierto-conexo (regién) de R™Y. Un muy buen lugar para familiarizarse con el problema lineal Au = f,
(f independiente de u) es el libro de Fritz John [26, cap. 4].

El libro de Fritz John es una referencia obligada para el matematico interesado en las ecuaciones diferenciales par-
ciales [26]. Para un enfoque dirigido a las ecuaciones de evolucion y el analisis de Fourier de la escuela del IMPA es
recomendable el libro de lorio & Magalhaes [25]. Si se quiere un enfoque mucho mas desde el anélisis funcional y los
espacios de Sobolev la mejor referencia es el libro de Brezis [8]. Para los que no temen estudiar de enciclopedias el
libro de Evans es un buen lugar [[19]. Si se quiere un enfoque intermedio hay dos opciones, el libro clasico de Strauss
[44] con algunos ejemplos fisicos o el mas reciente y muy bien logrado libro de Salsa con abundantes ejemplos de la
fenomenologia fisica/quimica/biolégica/econdémica que da origen a las ecuaciones diferenciales parciales [40].
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3 Breve digresion matematica preliminar

Una pregunta obvia para un analista con respecto al problema (fl) es si este problema tiene solucién y de qué clase
de solucion estamos hablando. En este cursillo estamos interesados en encontrar soluciones clasicas. Estas son
soluciones continuas en [0, 7] y con dos derivadas continuas en (0, 7). En otras palabras, buscamos funciones u €
C[0,7] N C?(0, ) que satisfagan (fl).

Ejercicio 11. Suponga que u es una solucién a la ecuacion diferencial ordinaria () en un intervalo [a, b]. Es decir, u
es continua en [a, b] y con dos derivadas continuas en (a, b). Use la estructura de la ecuacion (§) para demostrar que
existen los limites laterales de u” por izquierda y por derecha en by en a respectivamente. Demuestre que sucede
lo propio con v’ (ayuda: demuestre que u’ es Lipschitz en (a, b)). Concluya que si v € Cla,b] N C(a, b) es solucién
clasica a (), existe un intervalo abierto que contiene a [a, b] en donde u se puede extender de clase C?2.

En otros métodos y contextos, puede pasar que las soluciones no tengan todas las derivadas que aparecen en la ecua-
cion diferencial o que se traten de derivadas en el sentido débil. Es el caso de las soluciones fuertes [21, cap. 9], las
soluciones débiles [B, cap. 8], las soluciones generalizadas y las soluciones en el sentido de las distribuciones
[25, cap. 3, 7]..

Muchas veces es posible recuperar la derivabilidad de la solucion a partir de la estructura de la ecuacion. Este proceso
hace parte de la teoria de regularidad. Para ciertas ecuaciones lineales es muy facil recuperar las derivadas de orden
superior (el problema es regular) [8, cap. 8,9]. En ecuaciones elipticas Au+ f(u) = 0, estamos habalndo del Problema
XIX de Hilbert, que se considera resulto (por John Nash y Ennio de Giorgi entre otros). La formulacion y solucién
a este problema es intrincada y requiere un gran dominio técnico [21, B1]. En ecuaciones semilineales hiperbdlicas,
por ejemplo, ocurren fendmenos muy extrafios como que con datos suaves (con todas las derivadas), las soluciones
ni siquiera son continuas [[11].

Otros métodos para garantizar la existencia de soluciones al problema () son los siguientes.

Ejercicio 12 (Métodos variacionales). El problema (fl) corresonde a las ecuaciones de Euler-Lagrange de la accién

J[u]z%/o ufda:—/o F(u),dz (5)

donde ,
FW%:Af@MT ®)

representa la energia potencial que corresponde a las «reacciones internas» del problema.

Un estudio del libro introductorio de Mawhin y Willem [B5] permitiria familiarizarse con los métodos variacionales
para encontrar condiciones suficientes para la existencia y unicidad de soluciones.

Ejercicio 13 (Método del disparo). Un método elemental consiste en convertir () en el sistema de ecuaciones
ordinarias

u =0

v = ~f()
u(0) = 0,v(0) =

Por el teorema de existencia y unicidad de ecuaciones diferenciales ordinarias (a.k.a. teorema de existencia
y unicidad de ecucaciones diferenciales ordinaraias, a.k.a. teorema de Picard-Lindel6f) se sabe que este
sistema tiene solucién Unica. Lo que se suele hacer es variar el parametro « (velocidad inicial del disparo) para que
u(0) = 27. No hay mejor referencia introductoria que el libro de Pablo Amster [[1].
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Método del disparo

- - - « inicial muy chico
------- o inicial muy grande
—— « preciso, jel que da una solucién!

Ejercicio 14 (Métodos topologicos). Usando teoria de grado en dimension infinita o teorias mas avanzadas como la
teoria de Morse, es posible encontrar soluciones a (fi). Se define g(u) = f(u) — u y (fl) se transforma en el siguiente

problema de punto fijo.
u=—-9"2g(u)

donde 92 es el inverso del operador segunda derivada en un espacio adecuado. Nuevamente [[] es un buen lugar
para familiarizarse con estos métodos. Para referencias mas avanzadas ver [[17, 30, 29].

4 Analisis de la energia

La densidad de la energia potencial que corresponde al estrés del campo viene dado por
u’(ax)2
2

Intuitivamente, entre mas grande sea esta cantidad, mayor «potencialidad» de movimiento hay en ese punto.

Denotando F' como en (H), vemos que si multiplicamos /() a ambos lados de () e integramos obtenemos la siguiente
ley de la conservacion de la energia potencial

50/ () + F(u(2) = B, ¢

para todo z € [0, 7]. Aqui E es una constante independiente de . De aqui viene el nombre de cuadratura, pues la
ecuacion (ﬂ) tiene una cierta estructura de cuadratica en u'. Esta ecuacién (ﬂ) sera usada mas adelante.

5 El problema de valores iniciales asociado

Es claro que toda solucion al problema (fl) es solucion a la ecuacién (). Es asi como estudiar un problema de valores
iniciales asociado puede ser de mucha ayuda. En este caso, el problema de valores iniciales asociado a (i) viene dado

por
uw =w
o = f(u)
u(zo) = ug ®)
v(xg) = vo,

donde z¢, ug, vyp € R los podemos variar a conveniencia.

Si queremos garantizar la existencia y unicidad de soluciones a (§) podemos emplear el siguiente teorema.
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Teorema (Teorema de Picard-Lindel6f). Considere el problema de valores iniciales

' = o(x)
2(0) = 79 € RV,

Suponga que ® : RN — RY es de clase C'. Entonces existe una y solo una solucién a este problema de valores iniciales.
Mas precisamente, existe un a > 0 y una tnica solucién z : (—a,a) — RY que satisface la condicién inicial z(ty) = o
[23, p. 144].

Ejercicio 15. Estudie la demostracion de este teorema en [23, cap. 17] y verifique que puede cambiar la condicidn
«ser de clase C''» por «ser localmente Lipschitz».

En (B) es deseable poder variar ug y vy y que la solucién varie continuamente en el espacio de funciones continuas.
Eso lo garantiza el siguiente teorema.

Teorema (Dependencia continua de los parametros). Sea ¢:(y) la solucién al problema de valores iniciales ¥’ = ®(x)
conx(0) =y y ® de clase C*. Entonces ¢ es una funcién continua.[23, p. 147].

Los dos teoremas anteriores pueden ser demostrados de una sola vez usando el principio de contracciones con
parametros (a.k.a Teorema de punto fijo de Banach)[g].

Podria pasar que, usando el teorema de Picard-Lindeldf, el radio maximal del intervalo a sea muy pequefio; tanto
asi que no alcancemos a evaluar u(m) empezando, digamos, en «(0). El siguiente ejercicio da condiciones suficientes
sobre f para que la solucion se pueda extender a todo R.

Ejercicio 16. Sea K un compacto de R"Y. Demuestre que si una solucién al problema 2’ = ®(z) esta definida en el
intervalo [0, a) y que el intervalo no se puede extender mas alla de a, entonces existe § > 0 talque z(t) ¢ K para
algint € (a — 4, a). Deduzca ademas que la solucion explota (blow-up) en a. Es decir, |z(t)] — oo cuando t T a.
Un corolario inmediato a esto es que si la solucion esta contenida en un compacto, se puede extender su intervalo
maximal a todo R. Este hecho se conoce como el teorema de escape de compactos.[23, § 17.4]. Demuestre que si
® es O y sublineal (i.e. | f(u)| < Alu| + B para algunos A y B, entonces cualquier solucién del problema 2’ = ®(x)
puede extenderse a R [[1, p. 192].

Podria pasar que f no sea de clase C'! (ni siquiera Lipschitz) y que nos ingeniemos la forma de encontrar una, muchas
o infinitas soluciones a u” + f(u) = 0. Tal es el caso el siguiente ejercicio clasico [23, p. 143].

Ejercicio 17. Demuestre que la familia infinita de funciones

UT(x):{o sit<T

(x—71)% sit>rT

es de clase C?(R) y satisface () con f(u) = u”?, 9 = up = vy = 0. ;Por qué esto no contradice el Teorema de
Picard-Lindelof?

Ejercicio 18. Demostrar que ¥’ = 1 + y?, sujeto a las condiciones iniciales y(0) = 0 presenta blow-up.

6 Simetria de las soluciones

A continuacién vamos a echar mano de las simetrias de la ecuacién () para entender la estructura de las soluciones
a () y encontrar una alternativa para extenderlas a todo R.
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Sea u una solucion a (@) en [a, b] (ver ejercicio [ 1) y supongamos que en 7 hay un punto critico. Es decir, u/(7) = 0. Si
definimos @(x) = u(27 — t), es directo verificar que % es solucién de clase C? en [, 27 — a]. De esta forma podemos
«pegar» las dos soluciones para obtener una solucién simétrica alrededor de & = 7 en el intervalo [7,27 — a. Esta
situacion se ilustra en la siguiente figura.

Solucién en [a, 27 — a]

| —— u solucion a () en [a, ]

- - - u solucién a () en [7, 27 — a]

| | | |
a T b 21 —a

Podemos notar que para este analisis no hemos necesitado que la solucién sea Gnica. Mas adn, si llegado el caso u
es una solucion a ({) en [, 3] con v/ (a) = v/(B8) = 0, podemos extender la solucién a toda la recta real.

Supongamos ahora que la solucién a () sujeta a condiciones iniciales es tnica. Es decir, suponemos que u satisface (§)
en [0, 7] de manera Unica para cualesquiera zg € [0, 7], ug,v9 € R. Supongamos adicionalmente que en 7 € (0, 7)
hay un punto critico. Tomemos v(t) := u(t + 7) y w(t) := u(7 — t). Un calculo directo muestra qu v y w son
soluciones a (#). Como v(0) = w(0) = u(7) y v'(0) = w'(0) = «/(r) = 0, tanto u como v tienen las mismas
condiciones iniciales. Por la unicidad

para todo ¢ € [0, min{T, 7 — 7}].
Hemos demostrado el siguiente lema.

Lema A. (Simetria de las soluciones) Supongamos que u es solucion a (8) en un intervalo [a,b] C [0, 7]. Si en T hay un
punto critico u'(T) = 0, entonces u(21 — t) es solucién en [, 27 — a]. Ademas si () admite solucién tnica, entonces
u(t +t) = u(r — t) para todot € [0, min{r, ™ — 7}].

7 Funciones de Green

Para estudiar un problema semi-lineal como ([), siempre es necesario tener muy claro primero el comportamiento
de la parte lineal. Denotemos con L : dom L — C[0, 7] al operador —9? («menos segunda derivada») definido en
dom(L) = {u € C[0,7] N C%(0,7) : u(0) = u(r) = 0} mediante la formula Lu = —9?u = —u"".

Ejercicio 19. Compruebe que el ntcleo de L, ker L, es trivial. Resuelva completamente el problema de valores propios
de L y encuentre sus funciones propias. Dele sentido a la expresién «ecuaciones semilineales con espectro discreto»

2.
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El ejercicio anterior resuelve el problema lineal homogéneo. Queremos resolver ahora el problema no-homogéneo.
Cuando se trata de un problema de valores iniciales, sabemos que los problemas lineales no-homogénenos se pueden
resolver mediante método de variacion de parametros [23, p. 131]. Como Lu = f se trata de un problema de valores
en la frontera el método requiere la introduccion del concepto de funciones de Green.

Definimos la siguiente funcion
s(m—1t) .
— si0<s<t

G(Syt):: @ sit<s<m. ©

Ejercicio 20. Compruebe que G(s,t) = 1/zmin{s(m —t),t(m — s)}.

La funcién G esta representada en la siguiente figura

Es facil comprobar que G asi definida cumple las siguientes propiedades:

(G1) G es continuaenzy s.

(G2) G(s,t) = G(t, ).
(G3) Para cada s fijo G(s,0) = G(s,7) = 0.
(G4) Para s #t,Gss(s,t) =0.

(G5) Gs(sT,s) = Gs(s7,9)

1.

A cualquier funcién que cumpla (G1)—(G5) se le llama funcién de Green. Es un calculo directo verificar que

a?):/o f(s)G(s,x)ds (10)

es la tnica solucién u € dom L a Lu = f sin importar quién sea f € C[0, 7].

En [[12, apnd. A] se presentan las funciones de Green asociadas a problemas un poco mas generales, conocidos como
problemas de Sturm-Louville [[15, cap. 5]. Cémo encontrar funciones de Green en dimensiones arbitrarias se puede
consultar en [26, cap. 4], [27, cap. 1] o [21, cap. 1].

Ejercicio 21. Usando el espectro del operador L hallado en el ejercicio [I9 si escribimos

. sin(nt) sin(ns)
N Z n2 ’
n=1

verifique que G asi definida satisface (). A esta forma de escribir la funcion de Green se le conoce como féormula
de Mercer([12, apnd. A].
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8 Ordenacion de las soluciones positivas

La formula (1d) nos permite reescribir el problema () en la siguiente forma equivalente
u(w) = [ Hu(e)Gla,) ds. &
0

Supongamos por el momento que f(s) > 0. La formula (i 1) implica que u > 0 dado que el integrando es no-negativo.
Yaque G > 0en (0,7) x (0,7)y f > 0, si llega a pasar que u(7) = 0 para algin 7 € (0, 7), usando ([i1), vemos que

O:/O G(s,m)f(u(s))ds.

Esto implicaria que f(u(s)) = 0 para todo s y por tanto u = 0. Hemos demostrado entonces que si f > 0, las
soluciones a ({l)) o son positivas en (0, 7) o son idénticamente nulas.

Tenemos el siguiente lema.

Lema B (Ordenacion de las soluciones positivas). Si f > 0 es continua y u, v son soluciones a () , entonces:

(a) Las soluciones a () o son positivas o son idénticamente nulas.
(b) Siyu(r/2) > v(7/2), entonces u(x) > v(x) para todox € (0, ).
(c) u# v siysélosi F(u(v/2)) # F(v(7/2)).

(d) En0,7/2], u es creciente y en [7/2, 7| u es decreciente. En 7/2 hay un méximo absoluto para .

Prueba. La parte (a) ya fue demostrada. Vamos a demostrar la parte (b) y (c). Si la solucién u es no nula, sabemos
que debe existir al menos un punto critico 7 € (0, 7), i.e. v/(1) = 0. Usando la representacién de la energia (f) en 7
yenz € (0,7) y restando, obtenemos

u'(x)? = 2F (u(T)) — 2F (u(x)). (12)

Esta ecuacion nos permite obtener informacion de la derivada en la frontera si tenemos en cuenta la forma de la
solucién en la frontera. De manera mas especifica

u'(0) = —u/ (1) = /2F (u(1)).

A ([12) le podemos sacar mas informacién. Por una parte, es claro que en 7 hay un maximo para preservar la positividad
de (12). Mas adin, u no puede tener minimos locales o puntos de inflexion, pero esto ya lo sabiamos de la estructura
de ) y [ > 0 (u es concava hacia abajo). Asi, 7 es el tinico punto critico y corresponde a un maximo absoluto en
[0, 7]. Por otra parte, si llegara a pasar que F'(u(7)) = 0, v/ (z)?> = —2F(u(z)) < 0 dejando la tnica posibilidad de
que v’ = 0y por ende u = 0. No es dificil notar que esto tiene todo el sentido fisico. Como estamos suponiendo que
u es no trivial, podemos suponer con toda tranquilidad que F(u(7)) # 0. De donde, tanto « como v(z) = v(7 — )
satisfacen el problema de valores iniciales

{u’(w) = /2F(u(r)) — 2F (u(z))
u(0) = 0.
)

(13)

Es claro que u satisface (13) parat € [0, 71) con

71 :=sup{t € [0, 7] : u(s) < u(r) para todo s € [0,¢]}.
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Hay que tener presente que F' es creciente para entender la definicion del 71. Para v definimos el correspondiente
T2 :=sup{t € [0, 7] : v(s) < u(r) para todo s € [0,1]}.

Una representacion de 71 y 72 se ve en la siguiente grafica.

u(T) b .

| | | |
0 T2 T1 s

Es claro que el lado derecho de ([13) es de clase C" en [0, u(7)) y por tanto podemos emplear el teorema de Picard-
Lindelo6f a u y a v en zp = 0. Obtenemos asi que u es simétrica en los extremos

u(t) =v(t) =u(r —t) en|0,71),

y ademas 11 = m — 7. Si 71 = T2, automaticamente 71 = T2 = T/2 y u seria simétrica con respecto a 7/2. Pero si
To < T1, por () u seria constante u = u(7) en [12, 71]. En cualquier caso u seguiria siendo simétrica con respecto a
7/2. y las soluciones tienen una forma similar a la del universo aburrido de la pagina [l. Sin pérdida de generalidad,
podemos tomar entonces 7 = /2.

Sean ahora u y v dos soluciones a (i) tales que u(7/2) > v(7/2). Usando ({13J) e integrando por separacién de variables
obtenemos

v du v dv
= \/ix =
/0 VF(u(7/2)) = F(u) /0 VE((7/2)) — F(v)

De donde u = v en (0, 7) siy sélo si F(u(7/2)) = F(v(7/2)). También es claro que si F'(u(7/2)) > F(v(7/2)) por ser
F creciente, entonces u > v en (0, 7). Esto completa la demostracion del lema. O

Notemos que en (ff), si reemplazamos en x = 7/2, la energia E del problema es sencillamente la expresion F(u(7/2)).
En términos fisicos, el Lema B nos dice que dos soluciones distintas, tienen niveles de energia distintos. A cada
solucion le corresponde un nivel de energia y las soluciones terminan ordenadas de acuerdo a sus niveles de energia.
Los universos posibles dependen de los niveles posible de energia estable. Algo parecido a la siguiente grafica
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9 Un problema de valores propios semi-lineal

Podemos empezar esta seccion con algo de calistenia.

Ejercicio 22 (Teoria de Sturm en tres ejercicios). A principios del siglo XIX un par de muy buenos amigos, Charles-
Francois Sturm y Joseph Lioville, desarrollaron una teoria estudiando algunos problemas que provenian de la fisica
matematica de la época que involucraban las ecuaciones de calor y de onda bajo supuestos mas generales. Su estilo de
solucién cualitativo inspiro la teoria espectral y se adelant6 un siglo a la forma de estudiar las ecuaciones diferenciales
atribuido a Poincaré [33]. Como en [[15, p. 291], si consideramos en la ecuacién de onda que la elasticidad p y la
densidad p no son homogéneas en el espacio, llegamos a la ecuacion

(rug)s = qug.

Si postulamos, como D’Alembert, que las soluciones tienen la forma u(x,t) = sin(\t)y(x) obtenemos el problema
de Strum-Liouville

(py") +qy=0 (14)

Vamos a seguir las ideas de [24, § 10.1-10.3]. Decimos que una solucién a la ecuacién anterior oscila si cambia de
signo.

(1) Demuestre que una solucién a ([14) no puede oscilar infinitas veces en un intervalo finito. Para esto razone por
contradiccion y use Bolzano-Weierstrass, Teorema del valor medio y el Teorema de Picard-Lindelof.

(2) (Teorema de separacion de Sturm). Demuestre ahora que dos soluciones linealmente independientes tienen sus
ceros intercalados. En otros términos si ; y 42 son soluciones linealmente independientes a (14) y a < b son dos
ceros consecutivos de y1, en (a,b) debe haber un cero de y5. Para esto razone nuevamente por contradiccion,

. ., ., 1
suponga que y2 # 0 en (a,b). Considere la funcion y; /y2 en (a,b), esta funcidn es de clase C" y se anula en los
extremos del intervalo. Demuestre que su derivada se debe anular en el interior y use el concepto de Wroskiano
(41, § 15]. Interprete esto a la luz de 3 + m?y = 0

(3) (Teorema de comparaciéon de Sturm). Demuestre que si u es solucién a (pu’)’ + qu = 0y v es solucién a
(pv") +rv = 0 con r > ¢, v oscila mas rapido que u. Es otras palabras, si @ y b son dos ceros consecutivos
de u, en (a,b) hay un cero de v. Multiplique la primera ecuacién por v, la segunda por u, reste e integre para
obtener la siguiente formula de Green

b
plou’ — uv’)\z = / (r—q).

Interpretando los signos a izquierda y derecha obtenga una contradiccion. Interprete esto a la luz de u”’ +m?u =
0y v” +n?v = 0conn > m. ;Qué sentido fisico tiene este resultado?

Vamos a suponer ahora que la f depende de un parametro lambda f(s) = Ag(s) donde g : [0,00) — R es continua,
positiva y super-lineal. De manera intuitiva, esto quiere decir que en hay una vecindad de infinito en donde la g
esta por encima de cualquier recta. En términos técnicos esto quiere decir que

lim ﬁ—

s—00 8§

Por ejemplo, cualquier u® con ae > 1 es claramente super-lineal, evidentemente ¢* también lo es.
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Siguiendo nuestro esquema de notacidn, escribimos G(u fo u) du. Vamos a dar una condicién necesaria y
suficiente para que u sea solucién positiva a (). Supongamos primero que u es solucién a (). Usamos los hallazgos
del Lema B para darnos cuenta que

2F —2X\G(u) en|[0,7/2], (15)

recordando que la energia del sistema E = G(u(7/2)) = G(p) donde p := u(7/2) = maxu. Integrando obtenemos

/ R N>V (16)
0o VE—G(u) '
En particular

/pdiuzzx/ﬁ. (17)
0 \/E—G(u) 2

Reciprocamente, supongamos que u, A y p satisfacen ([17). Definimos H : (0, p) — (0,7/2) a través de ([16) por

(u) 1 /“ du

u) = .

V2XAJo /E—G(u)

Como H'(u) > 0, p), H es invertible y podemos escribir u en funcién de x. Con la informacién adicional de

en (
que u(0) = u(()*) 0y u(r/2) = u(v/2~) = p. Repetimos el analisis ahora con H(u) = m — x y tenemos que u esta
definida en [0, 7] y u(0) = u(w) = 0. El Teorema de la funcién inversa también nos dice que en 7/2 hay un punto

critico.
ou 1
/7T = — pr— — p— — =
=Gl - E—-Glp) =0.
ou Tz=m/2

Ejercicio 23. Basta con la hipétesis de que g es positiva para verificar que, en efecto, la integral impropia en ([17) es
convergente. Mas precisamente, demuestre que

P du 1/2
o VG(p)—
donde a := inf g. Ayuda: cambie variables v = Gil(u). Use esta misma idea para demostrar que la funcion

r du
e / NEDEE0)

para z € (0, p) es 1/2-Holder continua. Méas precisamente
1/2
- — |2
<5UP g) ly — | /.
0,p]

Justifique por qué esto le permite extender dicha funcion de manera continua a [0, p]. Defina

):/pL
o VG(p) —Gu)

Demuestre que 7y : (0,00) — (0, c0) es continua.
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Tenemos entonces el siguiente teorema.

Teorema A (Soluciones positivas). Si g es una funcién con las caracteristicas mencionadas, existe \* > 0 tal que, si
0 < A < X\* el problema ({l) tiene al menos dos soluciones. Si A = \*, tiene al menos una solucién. Si ademas imponemos
sobre g que sea convexa, la conclusién de este teorema cambia de «al menos» por «exdactamente». En cualquier caso, se
tiene a lo mas un nidmero finito de soluciones. Si A > X\* no hay solucién.

Prueba. Tomemos 7 como la funcién continua del ejercicio 3. Teniendo en cuenta la discusion hasta el momento,
vemos que u es solucién a (i) si y sélo si la relacién

72\ = 2v(p)? (18)

es valida. Por un lado tenemos que (G(p) — G(u))~7* > (infg)~*(p — u)~"*> > a(p — u)~"* con a como en el
ejercicio 3. Un calculo directo muestra entonces que y(p) < 2ap"/? y por tanto

lim v(p) = 0.
p—0

Por otra parte, usando el hecho de que g es super-lineal, tomemos b > 0 arbitrario pero fijo. Sabemos que existe un
¢ > 0 tal que si u > ¢, entonces g(u) > bu. Entonces

P du ¢ du p du
/ VG -G | VG -Gl / NEDEE)
¢ du p du
< NGITET -/ Vi —w

p
Sa_l/Q(p—c)_l/Qc—&—b_W/ uw”?(p—u) " du

TVM

=a P (p—c) e+ b r

De lo anterior tenemos que
0 < limsupy(p) < b~ "2x,

p—+00

como el b > 0 era arbitrario, entonces limy(p) = 0 cuando p — co. Si tomamos

N =272 max ¥2(p)

y teniendo en cuenta ([1§), vemos que \* > 0, si A € (0, A\x) hay al menos dos (pero a lo mas finitas) soluciones
, si A = Ax hay al menos una (pero a lo mas finitas) soluciones y si A > Ax no hay soluciones. Es decir, hemos
demostrado la primera parte del teorema. Esto se puede resumir en la siguiente figura:
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Gréfico de 2~ 2v(p)

A=A F 1
A<AT | :
0, -

p
Supongamos ahora que g es convexa y que para A € (0, \*) hay tres soluciones u < v < w en (0, 7) ver lema [B. Si
z=v—u>0y(=w—wv >0, obtenemos

2"+ A(t)z=0 2(0)=z(w) =0
"+ k()¢ =0 ¢(0)=¢(m) =0

donde
g(v(t)—g(u(t)) K(t) = g(w(t)) = g(u(®))
v(t) — u(t) ' w(t) —u(t)
Por la convexidad de g obtenemos que h < k en (0, ), pero ahi no hay ceros ni de z ni de ¢ lo que contradice

el teorema de comparacién de Sturm del ejercicio 3. Cuando ) es convexa el teorema se puede representar en la
siguiente grafica.

h(t) :==

Grafico de 2 ~2~(p)

T
A=\ =
AN =
0, .
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Las condicion de positividad de g puede debilitarse en la busqueda de soluciones positivas para estos problemas
semilineales de valores propios. Por ejemplo, cuando la no-linealidad es semi-positiva, es decir g(0) < 0y g finalmente
positiva [28, 38, [13].

10 Infinitas soluciones que cambian de signo

Consideremos ahora el problema

' +g(u) =«
{u(O) = u(m) = 0. (19)

con g super-lineal. Es decir, con la notacion de (), tenemos f(u) = g(u) —a,g : R — R, G(u) = J 9(s)y
F(u) = G(u) — awu se definen como es usual.

Vamos a demostrar que el problema ([19) tiene infinitas soluciones siguiendo la siguiente idea. Primero se demuestra
que para k entero suficientemente grande, u tienen exactamente un maximo y un minimo en (0, 7/k) con u'(0) =
u/(7/k) > 0. Luego, usando el lema [l podemos extender las soluciones con la simetria alrededor de sus puntos criticos.
Finalmente, la solucion tendra k maximosy k minimos. El esquema de la idea esta representado en la siguiente grafica.

1
1
1
1
1
0 ]
1
1
1
1

Al suponer u’(0) > 0 garantizamos la existencia de un a que corresponde al primer maximo positivo. Podemos
simetrizar alrededor de a y en 2a la funcion debe tener su primer cero con u/(0) < 0. De aqui tenemos que hay un b
tal que, en 2a + b la funcién adquiere un minimo negativo. Queremos ver que 2a + 2b tiene la forma 7/k. En ese caso
tendriamos soluciones. Esta situacion se ve en la siguiente grafica.

0 a 2 2a+b2(a+10)
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Notando p = u(a) y ¢ = u(b + 2a), y siguiendo la deduccién que nos llevé a ([I3) obtenemos

u' = \/2(F(p) = F(u)) en|0,d]

(20)
uw =+/2(F(q) — F(u)) en[2a,2a+b].

Para deducir la segunda de estas ecuaciones es importante tener en cuenta la conservacion de la energia (), que
F(u(a)) = F(0) = 0, que u’ es positiva y decreciente en [2a,2a + b] y que por tanto la energia potencial en ese
mismo intervalo es positiva creciente.

Integrando obtenemos las ecuaciones

V2 = ’ e en[0,a
AT o
“ du
(1’72(1)\/5* — A m en [2@,2a+b]

Usando nuevamente la conservacion de la energia tenemos que

Podemos demostrar el siguiente teorema.

Teorema B. Si g es superlineal, para cada o existe un entero positivo k tal que para todo k > &, el problema ([19) tiene
una solucién con k maximos locales. En particular, para cada o € R, el problema tiene infinitas solucione.

Prueba. Usando la hipétesis de super-linealidad vemos que si para todo b > 0, existe un ¢ > 0 tal que si s < —c,
g(s) < bs. Si ademas tomamos que s < min{—c, %/v}, F'(s) = f(s) = g(s) — o < 0. Ademas F(s) — oo cuando
s — —oc. De manera similar se demuestra que F’ > 0 en una vecindad de infinito y F/(s) — oo cuando s — c0. De
este modo, existen a_ < 0y a; > 0 tales que

< F(q) sig<a_yse(q0)
F(s) < F(p) sip<ayyse(0,p)

Potencial no lineal F’
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Sea H la inversa de F en (—00,a_]. Para p > a4 definimos

P du ! du
7(/))*/0 F(p)_F(u)/o VE@Q) - Fw)’

donde ¢ = H(F(p)). Un calculo como el realizado en la demostracion del teorema [, vemos que v(p) — 0 cuando
p — 0.

Por el teorema del valor intermedio, sabemos que existe un k entero positivo tal que para cada k > &, existe un py,

tal que
v

v(pk) = op -

Ahora definimos

Pk du dk du
a'i/o VEF(pr) — F(u) b'i/o VF(gr) — Flu)

w du
/o Fon —F@ = V2

define a © como funcién de t. Derivando obtenemos

Pero la formula

Elevando al cuadrando y derivando otra vez

1,1

2u'u" = 2(—g(u) + a)u’.

Como u/ es positiva en [0, a] vemos que u es solucién a ([19) en [0, a]. Por simetrizacién la podemos extender a [0, 2a].
Usando un razonamiento similar con

w du
/o Flon) —F ~ V202

tenemos una solucion en [2a, 2a+b]. Continuando con la extension k veces, se completa la demostracion del teorema.
O

Una posible interpretacion fisica de este resultado lo podemos dar en términos del Boson de Higgs o de la Ecuacién
de Shrodinger. Con el potencial de Higgs se pueden encontrar infinitas soluciones de campos cuanticos. Infinitos
universos posibles.
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