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Introduccién

Clasificacién topolégica

@ La topologia se ocupa de aquellas propiedades de las figuras que permanecen in-
variantes, cuando dichas figuras son plegadas, dilatadas, contraidas o deformadas,
de modo que no aparezcan nuevos puntos, o se hagan coincidir puntos diferentes.
Las transformaciones permitidas son aquellas en las cuales hay una corresponden-
cia biunivoca entre los puntos de la figura original y los de la transformada, de
tal forma que ‘puntos préximos’ se corresponden con ‘puntos préximos’.

5%~ () ‘3]

1

1
i Qué es la topologia?, Marta Macho



Introduccién

Clasificacién topolégica

@ La topologia se ocupa de aquellas propiedades de las figuras que permanecen in-
variantes, cuando dichas figuras son plegadas, dilatadas, contraidas o deformadas,
de modo que no aparezcan nuevos puntos, o se hagan coincidir puntos diferentes.
Las transformaciones permitidas son aquellas en las cuales hay una corresponden-
cia biunivoca entre los puntos de la figura original y los de la transformada, de
tal forma que ‘puntos préximos’ se corresponden con ‘puntos préximos’.

5%~ () ‘3]

1

1
i Qué es la topologia?, Marta Macho



Introduccién

Clasificacién topolégica

@ La topologia se ocupa de aquellas propiedades de las figuras que permanecen in-
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@ El principal problema en topologia ha sido la clasificacién de los espacios topolé-
gico salvo equivalencia (salvo homeomorfismo o salvo equivalencia homotépica).

52 — {p} es homeomorfa a R?, (52 — {p} = R?);  Map(S? — {p},R?)

1
i Qué es la topologia?, Marta Macho



Introducci

Mientras que la clasificacién salvo homeomorfismo involucra una transformacién ins-
tantanea en la clasificacién salvo homotopia se tiene una transformacién gradual que
deforma un espacio en otro.

fg: X =Y = F:XxIY
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Introduccién

Mientras que la clasificacién salvo homeomorfismo involucra una transformacién ins-
tantanea en la clasificacién salvo homotopia se tiene una transformacién gradual que
deforma un espacio en otro.

fg: X =Y = F:XxIY

Cil

@ Objetivo: Clasificacién homotépica de los espacios topoldgicos y de sus aplicacio-
nes
. 1
Cil ~ St Map(Cil.S7) — [cil, $1]
@ Una forma usual de distinguir los espacios topolégicos es a través invariantes

topoldgicos de tipo algebraico, es decir, a un espacio topolégico X se le asocia
un objeto algebraico Ax, de tal forma que si Y es otro espacio homeomorfo a X,

entonces Ax es isomorfo a Ay.

X ~ Grupo, Anillo, Médulo, Algebra



Introduccién

Dado un espacio topolégico F, en teoria de homotopia clasica se estudian las propiedades
de F que pueden ser detectadas por S° y sus suspensiones, es decir, se estudian las
aplicaciones de ¥"S% ~ S" a F:

Grupos de homotopia de F = 7,(F) := [S", F]«
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Dado un espacio topolégico F, en teoria de homotopia clasica se estudian las propiedades
de F que pueden ser detectadas por S° y sus suspensiones, es decir, se estudian las
aplicaciones de ¥"S% ~ S" a F:

Grupos de homotopia de F = 7,(F) := [S", F]«

HERRAMIENTAS DE CALCULO

@ Fibraciones de Serre: FC— > X —2 = B
o = Tig1(B) = wi(F) = mi(X) = mi(B) = mi—1(F) — ...
@ Aproximacién celular de F: CW/(F) — F
mi(CW(F)) = mi(F)
@ Piezas de Postnikov: X < n > X — X[
m(X) 2 (X", i<n  m(xMy~o, i>n

(X <n>)=0, i<n mi(X <n>)=m(X), i>n



Introduccién

Reemplazando SO por otro espacio conexo y punteado A también es posible estudiar las
propiedades de F que pueden ser detectadas por A. La A-homotopia de F es el estudio
de [X"A, F]«, o equivalentemente del tipo de homotopia de Map. (A, F) (Dror Farjoun,
1996).

@ Grupos de A-homotopia de F, 7 (F) := [EZ"A, F]s = mnMaps (A, F)
@ Aproximacién A-celular de F: CW4(F) FoF

/
@ A-nulificacion de F: F —— > Pa(F)

T
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iAdmite p una celularizacién
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fibra a fibra, jes esta Gnica?

T

Si p tiene una celularizacién J

W<——"X<—"mTm



Clasificacién de Fibraciones

Teorema (Broto-Flores-Giraldo)

Sea C una El-categoria con un nimero finito de objetos, F y B C-diagramas, don-
de B el diagrama constante a el conjunto simplicial conexo B. Entonces el conjunto
[B, Whaut(F)] de clases de homotopia de aplicaciones de B a W haut(F) ests en co-
rrespondencia bijectiva con el conjunto de clases de equivalencia de C-diagramas de
fibraciones con espacio base B y fibra del tipo de homotopia de F.




A-nulificacién

fix—>AES: Pra:S—=S —— Ig:F — Pa(F)
F——

]

Pa(F) —>X ——> B

Definicién (Dror, F.)

El espacio X se dice A-nulo si la aplicacion X — Map(A, X) es una equivalencia débil.
Si X es conexo lo anterior equivale a que Map(A, X) ~ x.




A-nulificacién

S
f:x—>A€ES: Ps:S—S Fi) Ig : F— Pa(F)

F—— 4P>B

]

Pa(F) —>X ——> B

Definicién (Dror, F.)

El espacio X se dice A-nulo si la aplicacion X — Map(A, X) es una equivalencia débil.
Si X es conexo lo anterior equivale a que Map(A, X) ~ x.

| A

Definicién (Dror, F.)

Una aplicacién g : X — Y se llama equivalencia local si para todo espacio A-nulo W
la funcién inducida

gt hom(Y, W) = - hom(X, W)

es una equivalencia homotdpica débil.
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Teorema (Dror,F.)

Sea F un espacio.
@ Pa(F) es A-nulo.
@ /r: F — Pe(A) es una equivalencia local.

@ Si F es A-nulo, entonces Ir : F — Pg(A) es una equivalencia homotépica débil.

*PA(F)
haut(l,:) > haut(PA(F))¢u

Sp i~ Ni
v J

haut(F) - hom(F, Pa(F))e
F.4
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Teorema (Dror,F.)

Sea F un espacio.
@ Pa(F) es A-nulo.
@ /r: F — Pe(A) es una equivalencia local.

@ Si F es A-nulo, entonces Ir : F — Pg(A) es una equivalencia homotépica débil.

*Pa(F) —
haut(Ig) > haut(Pa(F))e W haut(Ig)

_ 7
Sp i~ ~ /’ﬁ__ m ~ BsF
v , .

haut(F) /4;1) hom(F, Pa(F))o B #Whaut(F)
F,



Celularizacién Fibra a Fibra

Teorema

Sea p : X — B una fibracién con fibra F y espacio base B simplemente conexo.
Entonces las obstrucciones a la existencia y unicidad de una celularizacién fibra a fibra
para p viven en Ht1(B, (L)) y H(B, (L)) para i > 1, respectivamente, donde el
espacio L es la fibra homotépica de la fibracién Bs, : Bhaut(F) — Bhaut(F).
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Teorema

Sea p : X — B una fibracién con fibra F y espacio base B simplemente conexo.
Entonces las obstrucciones a la existencia y unicidad de una celularizacién fibra a fibra
para p viven en Ht1(B, (L)) y H(B, (L)) para i > 1, respectivamente, donde el
espacio L es la fibra homotépica de la fibracién Bs, : Bhaut(F) — Bhaut(F).
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LC—> Bhaut(F) —— Bhaut(F) ’

Préximo paso: Caracterizar el espacio L.



Celularizacién Fibra a Fibra

Teorema

Sea X — > Y —2 5 Z una sucesién fibrada y L la fibra homotépica de la fi-
bracion L~—— Bhaut(f) —— Bhaut(Y) . Entonces L ~ Map(X,Z)c, donde

Map(X, Z)c es la componente de la aplicacién constante en Map(X, Z).
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Celularizacién Fibra a Fibra

Teorema

Sea X — > Y —2 5 Z una sucesién fibrada y L la fibra homotépica de la fi-

bracion L~—— Bhaut(f) —— Bhaut(Y) . Entonces L ~ Map(X,Z)c, donde
Map(X, Z)c es la componente de la aplicacién constante en Map(X, Z).

Sea L la fibra hootépica de Bs. : Bhaut(F) — Bhaut(F). Entonces (L) =
mi(PzaCev)

Sea A un espacio punteado y 0-conexo y ev : V[A,F]* A — F la funcién de evaluacién,
donde el wedge se toma sobre los representantes de todas las clases de homotopia de
aplicaciones punteadas, y sea Ce, su cofibra homotépica. Entonces Then CW,F es la
fibra homotdpica de la composicién: F — Cey — Py aCev

CWAF — F — PsaCey (Chachélski, 1996)
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Sea G un grupo finito y S un p-subgroup de Sylow de G, tal que:

@ G es generado por elementos de orden 3,
@ G no es un p-grupo, y
@ Ng(S) el normalizador de S en G controla la fusién in Gy S = CI(S), donde

CI(S) es el subgrupo cerrado de S que contiene todos los elementos de orden p
de S.



Celularizacién Fibra a Fibra

Sea G un grupo finito y S un p-subgroup de Sylow de G, tal que:

@ G es generado por elementos de orden 3,
@ G no es un p-grupo, y
@ Ng(S) el normalizador de S en G controla la fusién in Gy S = CI(S), donde

CI(S) es el subgrupo cerrado de S que contiene todos los elementos de orden p
de S.

Corolario

g G . .
Sea BGC———= E ——> B una fibracién con espacio base simplemente conexo y
BZ/p-celular. Si G satisface las condiciones anteriores entonces g admite una (nica
BZ/ p-celularizacién fibra a fibra.




Celularizacién Fibra a Fibra

Sea G un grupo finito y S un p-subgroup de Sylow de G, tal que:

@ G es generado por elementos de orden 3,
@ G no es un p-grupo, y

@ Ng(S) el normalizador de S en G controla la fusién in Gy S = CI(S), donde
CI(S) es el subgrupo cerrado de S que contiene todos los elementos de orden p
de S.

Corolario

g G . .
Sea BGC———= E ——> B una fibracién con espacio base simplemente conexo y
BZ/p-celular. Si G satisface las condiciones anteriores entonces g admite una (nica
BZ/ p-celularizacién fibra a fibra.

Si G satisface las condiciones anteriores, se tiene que CWpggz,,BG queda encajado en
una fibracién, donde el producto es tomado sobre todos los primos g que dividen el
orden de G.

CWpgz,pBG—> BG —— T[], BG} ~ Pspz,Cev

q7#p

(Flores y Scherer, 2007)
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Sea F un espacio de lazos infinitos 1-conexo, tal que m2F es un grupo de torsién.

Corolario

Sea p un nimero primo y r un entero positivo. Si F satisface las condiciones anteriores

y B es un espacio BZ/p"-cellular, entonces cualquier espacio fibrado X —% > B con
fibra F admite una Gnica BZ/p"-celularizacién fibra a fibra.

Sea p un nimero primo y r un entero positivo. Si F satisface las condiciones
anteriores, entonces Pspz/,r Cev ™ LZ[A]F.
P

(Castellana y Gavira, 2012)
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