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Conceptos previos.

Espacio de Hausdorff

Definición
Un espacio topológico X es un espacio de Hausdorff si para cada x
y cada y, con x 6= y, existen V y W vecindades de x y y respecti-
vamente, de tal manera que V ∩W = ∅.



Conceptos previos.

Espacio Normal

Definición
Un espacio topológico X es un espacio normal si dados F y K sub-
conjuntos de X cerrados y disyuntos, existen subconjuntos abiertos
U y V de X tales que F ⊂ U,K ⊂ V y U ∩ V = ∅.



Conceptos previos.

Embebimiento Topológico

Definición
Sea f : X → Y una función continua inyectiva, donde X e Y son
espacion topológicos. Sea Z el conjunto imagen f (X ), considerado
como un subespacio de Y ; entonces, la función f ′ : X → Z obte-
nida al restringir el rango de f , es biyectiva. Si ocurre que f ′ es un
homeomorfismo de X con Z, decimos que la función f : X → Y es
un embebimiento topológico, o X está embebido en Y .



Ejemplo
Sea f : R2 → R3, definida por

f (x , y) =
(

2x
x2 + y2 + 1 ,

2y
x2 + y2 + 1 ,

x2 + y2 − 1
x2 + y2 + 1

)

y sea f ′ : R2 → S2 − {0, 0, 1}, note que está es la proyección este-
reográfica, es decir f ′ es un homeomorfismo, así R2 esta embebido
en R3.

Ejemplo
Sea f : [0, 1)→ R2, definido por

f (t) = (cos 2πt, sin 2πt),

con t ∈ [0, 1), y sea f ′ : [0, 1) → S1 y esta función es biyectiva
y continua, pero note que este es no es un embebimiento, pues la
función f ′−1 no es continua, tomemos a U = [0, 1

4) observemos que
no existe un conjunto abierto V de R2 tal que V ∩ S1 ⊆ f (U).
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Conceptos previos.

Función Soporte

Definición
Sea φ : X → R, entonces el soporte de φ se define como

sop φ : φ−1(R− {0}).

Observación:
Si x está fuera del soporte de φ, existe algún entorno de x sobre el
que φ es nula.



Conceptos previos.

Función Soporte

Definición
Sea φ : X → R, entonces el soporte de φ se define como

sop φ : φ−1(R− {0}).

Observación:
Si x está fuera del soporte de φ, existe algún entorno de x sobre el
que φ es nula.



Ejemplo
Ejemplo: Sea φ : R→ R es una función definida por

φ(x) =
{

1− x2 si |x | < 1
0 si |x | ≥ 1

entonces el sop φ = [−1, 1], ya que se hace no cero en el intervalo
(-1,1), aplicando la adherencia, se tiene [−1, 1]



Conceptos previos.

M-variedad

Definición
Una m-variedad es un espacio de Hausdorff X con una base nume-
rable tal que cada punto x de X tiene un entorno que es homeomorfo
con un subconjunto abierto de Rm.

Observación:
Una 1-variedad se denomina curva y una 2-variedad se denomina
superficie.
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Definición de particiones de la unidad

Particiones de la unidad

Definición
Sea {U1, . . . ,Un} un recubrimiento abierto finito e indexado del es-
pacio X. Una familia indexada de funciones continuas

φi : X → [0, 1] para i = 1, · · · , n,

se dice que es una partición de la unidad dominada por {Ui} si
1 φi (x) ≥ 0 para todo x ∈ X y todo i = 1, · · · , n.

2 sop φi ⊂ Ui para cada i.

3
n∑

i=1
φi (x) = 1 para cada x.
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Teorema de existencia de las particiones de la unidad

Lema de Urysohn

Lema
Un espacio (X , τ) es normal si y solo si dado un par de subconjuntos
A,B cerrados, disyuntos y no vacíos de X, exite u : X → [0, 1]
continua y tal que u(A) = 0, u(B) = 1.
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Teorema de existencia de las particiones de la unidad

Existencia de particones finitas de la unidad

Teorema
Sea {U1, · · · ,Un} un recubrimiento abierto finito del espacio normal
X. Entonces exite una partición de la unidad dominada por {Ui}.



Demostración
Paso 1: En primer lugar, vamos a probar que se puede reducir el
recubrimiento {Ui} a un recubrimiento abierto {V1,V2, · · · ,Vn} de
X tal que Vi ⊂ Ui para cada i.
Se hará por inducción. Observesé que

A = X − (U2 ∪ · · · ∪ Un)

es un subconjunto cerrado de X. Puesto que {U1, · · · ,Un} recubre
a X, el conjunto A está contenido en el conjunto abierto U1. Usando
la normalidad, elegimos un conjunto abierto V1 que contenga a A y
tal que

V1 ⊂ U1.

Entonces la colección {V1,U2, · · · ,Un} recubre a X.
En general, dados conjuntos abiertos V1, · · · ,Vk−1 tales que la co-
lección

{V1, · · · ,Vk−1,Uk , · · · ,Un}

recubre a X, pongamos



Demostración

A = X − (V1 ∩ · · · ∩ Vk−1)− (Uk+1 ∩ · · · ∩ Un).

Entonces A es un subconunto cerrado de X que está conte-
nido contanido en el abierto Uk . Elegimos Vk como un con-
junto abierto que contiene a A tal que Vk ⊂ Uk . Entonces
{V1, · · · ,Vk−1,Vk ,Uk+1, · · · ,Un} recubre a X.

Paso 2: Ahora probemos el teorema. Dado un cubrimiento abierto
{U1, · · · ,Un} de X, elijamos un recubrimiento abierto {V1, · · · ,Vn}
de X tal que Vi ⊂ Ui para cada i. Después elijamos un recubrimiento
un recubrimiento abierto {W1, · · · ,Wn} de X tal que Wi ⊂ Vi para
cada i. Utilizando el lema de Urysohn, elijamos para cada i una
función continua

ψi : X → [0, 1]

tal que ψi (Wi = {1}) y ψ(X−Vi ) = {0}. Puesto que ψ−1
i (R−{0})

está contenido en Vi , tenemos



Demostración.

sop ψi ⊂ Vi ⊂ U1.

Como la colección {Wi} recubre a X., la suma Ψ(x) =
∑n

i=1 ψi (x)
es positiva para cada x . . Por tanto, podemos definir, para cada j ,

φj(x) = ψj(x)
Ψ(x) .

Es fácil comprobar que φ1, · · · , φn es la partición de la unidad desea-
da.



Teorema de Inmersión de variedades a RN

Teorema de relación entre espacios compacto y T2.

Teorema
Sea f : X → Y una función continua biyectiva. Si X es compacto e
Y es de Hausdorff, entonces f es un homemorfismo.



Teorema de Inmersión de variedades a RN

Teorema de Inmersión de variedades a RN

Teorema
Si X es una m-variedad compacta, entonces X se puede embeber en
RN para algún entero positivo N.



Demostración
Recubramos a X por un número finito de conjuntos abiertos
{U1 · · · ,Un} (X es compacto), cada uno de los cuales puede embe-
berse en Rm. Elijamos embebimientos

gi : Ui → Rm

para cada i. Como X es de Hausdorff y compacto, tambien es normal.
Entonces existe φ1, · · · , φn una partición de la unidad dominada por
{Ui}, llamemos a Ai = sop φi ; para cada i = 1, · · · , n, definamos
una función hi : X → Rm tal que

hi (x) =
{
φ(x)gi (x) para x ∈ Ui
0 = (0, · · · , 0) para x ∈ X − Ai .

Observación
Nota: Aquí φi (x) es un número real c ∈ [0, 1] y gi es un punto y =
(y1, · · · , yn) ∈ Rm; el producto cy denota el punto (cy1, · · · , cym)
de Rm.
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Demostración
La función hi está bien definida porque las dos definiciones de hi
coinciden en la intersección de sus dominios, y hi es continua porque
sus restricciones a los conjuntos abiertos Ui y X −Ai son continuas.
Ahora definamos

F : X → Rx · · · xR︸ ︷︷ ︸
n veces

x Rmx · · · xRm︸ ︷︷ ︸
n veces

∼= Rn(m+1)

mediante la regla

F (x) = (φ1(x), · · · , φn(x), h1(x), · · · , hn(x)).

Por inspección se tiene que F es continua. Como X es compacto
y RN es de Hausdorff entonces por el teorema anterior, F es un
homemorfismo, por lo tanto para tener un embebimiento de X en
Rn solo falta comprobar que F es inyectiva.



Demostración.
Supongamos que F (x) = F (y). Entonces φi (x) = φi (y) y hi (x) =
hi (y) para todo i . Si tenemos que φi (x) > 0 para algún i , tambien
lo será φi (y), por lo que x , y ∈ Ui . Entonces

hi (x) = hi (y)
φi (x)gi (x) = φi (y)gi (y)

gi (x) = gi (y)

Pero como gi es un embebimiento, entonces gi es inyectiva, por lo
que x=y, como deseamos demostrar.



Definición generalizada de particiones de la unidad

Definición generalizada de particiones de la unidad

Definición
Sea {Uα}α∈J un cubrimiento abierto indexado de X, Una familia
indexada de funciones continuas

φα : X → [0, 1]

se dice que es una particion de la unidad sobre X, subordinada a
{Uα}, si

1 sop φα ⊂ Uα, para cada α.

2 La familia indexada {sop φα} es localmente finita.
3
∑

φα(x) = 1, para cada x ∈ X .
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