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¢Qué son los grupos topolégicos?

Definicidon

Un grupo topoldgico es una terna (G, 7, -) tal que:
@ (G,T) es un espacio topoldgico.
@ (G,-) es un grupo.
@ La funcién F : G X G — G con F((x,y)) = x -y es continua.

@ La funcién H : G — G con H(x"!) = x es continua.
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Algunos ejemplos comunes

@ Los nimeros reales R junto con la topologia usual, forma un grupo topoldgico. Un poco mas en
general el espacio euclideo R" con la topologia usual es un grupo topoldgico, como también lo son
los espacios de Banach o los espacios de Hilbert.
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Algunos ejemplos comunes

@ Los nimeros reales R junto con la topologia usual, forma un grupo topoldgico. Un poco mas en
general el espacio euclideo R" con la topologia usual es un grupo topoldgico, como también lo son
los espacios de Banach o los espacios de Hilbert.

@ Los numeros racionales @ con la topologia heredada de R.

@ Todo grupo puede ser considerado como un grupo topolégico considerando sobre él la topologia
discreta, dichos grupos son grupos discretos.
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Preguntas!: Sobre otras topologias posibles en G

Que pasara con (G, ) y se dota con las topologias de punto incluido , y la topologia de punto excluido
JP ¢éseran o no grupos topoldgicos?.

Dado que siempre encontraba lo mismo, que todo grupo con la topologia discreta e indiscreta es un
grupo topolégico équé pasa con las topologias restantes?.
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Respondiendo la primera pregunta

Tomemos (G, -) dotado con la topologia de punto incluido 7.

Tenemos que si G es un grupo topolégico, entonces F : G x G — G debe ser continua, para esto
miraremos si la imagen inversa de un abierto de G es una abierto en J, x Z,, tomemos por
conveniencia al abierto {p} , tenemos que

F'({p) ={(y) €GxG|x-y=p}

pero para todo elemento (x,y) € G x G tal que x # p yy # p, tenemos que el abierto mds pequefio que
contiene a x serd U, = {p,x}, igualmente para y serd V,, = {p,y}, lo que nos daré en J, x J, como
abierto mds pequeiio de (x,y) a

U, xVy, = {p,x} x {p,y} = {(p, ), (0,¥), (x, p), (x,y)}

esto para todo (x,y) € F'({p}), nétese que cualquier abierto en I, x , incluird a (p, p), sin embargo
(p,p) ¢ F-1({p}) ya que p - p # p, por tanto F1(p) no es un abierto en Ty x F,, por lo que F no es
continua, entonces G no es un grupo topoldgico.
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Respondiendo la primera pregunta

Tomemos (G, -) dotado con la topologia de punto excluido 77.

Andlogamente si G es un grupo topoldgico, entonces F : G x G — G debe ser continua, tomemos por
conveniencia al abierto {q} con q # p, tenemos que

F'({g)={x))eGxG|x-y=q}

Como G es un grupo, tenemos que existen x,,y, € G, tal que x, -p =q y p-y, = ¢, por tanto

(xp,p), (P yp) EF 1({q}) pero tenemos que, aunque existe {xp} s {yp} € JP, para p el unico abierto que
lo contiene es todo G, por ende para (x,,p) tenemos que su abierto mds pequefio en F¥ x F? serd

U= {xp} x G, igualmente para (p,y,) tenemos que su abierto més pequefio serd V =G x {yp}, por lo
que en cada uno de ellos, existen (x,,81) € Uy (§2,¥,) €V en los que x,, - g; # q igualmente se tiene que

82 Yp # q por tanto, tenemos que (x,,g;), (82,5p) ¢ F1({g}), por lo que F~1({g}) no es un abierto en
TP x IP, por ende F no es continua, entonces G no es un grupo topoldgico.

Grasse Castellano (Universidad Distrital) Buscando Grupos Topolégic s 21 de mayo de 2015 7/ 19



Primer resultado

Proposicion

Sea (G,-) un grupo y  una topologia sobre G no discreta, si existe p € G tal que {p} € I entonces G no es
un grupo topolégico.

Demostracion

Supongamos que G es un grupo topoldgico, por definicién existe F : G x G — G continua, por tanto

F, : G— G con F,(g) = x - g son funciones continuas para todo x € G.

Sea g € G con g # p tenemos que F;;,l({l?}) C G, pero F;ll,l({p}) ={(pg ™) -p} ={ap~'p} = {q} por
tanto {q} € G entonces G tiene la topologia discreta. Por ende G no es un grupo topoldgico.

8/19
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Algunos teoremas importantes

Definiciones

@ Sea (X, 7) un espacio topoldgico finito. U; denota el minimo conjunto abierto que contiene a x;,
es decir, U; es la interseccion de todos los conjuntos abiertos que contienen a x;. A U; se le conoce
como abierto minimal de x;.

@ Toda topologia de un conjunto finito de cardinal n puede ser representado por una matriz, que
llamaremos matriz topogenea. Se trata de una matriz cuadrada de tamafio n x n.
Para construir la matriz topogenea, cada entrada a;; vale 1 cuando el elemento de x; € U;. En caso
contrario la entrada q;; vale 0. Es claro que en la matriz topogenea la diagonal serén solo unos,
pues para cada a; con i =j se tiene que x; € U;.
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Algunos teoremas importantes

Para ilustrar mejor lo anterior tomemos

G={a,b,c,d}

T =1{0,G{a}, {b},{c},{a,b} ,{a,c},{b,c},{a,b,c}}

los abiertos minimales son U, = {a}, U, = {b},U, = {c},U; =G
por lo que la matriz topogenea sera

Ua Ub Uc Ud
a 1 0 0 1
b 0 1 0 1
c 0 O 1 1
d 0 0 0 1
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Algunos teoremas importantes

Teorema

Sea G un grupo tgpolo’gico finito con g € G. Sea U, el abierto minimal que contiene a g. Las siguientes
proposiciones se tienen

@ Para g,h € G, U, es homeomorfo a U,

® Para g,h € G, U, N Uy, # @ implica que Uy = U,

@ U, tiene la topologia trivial.

@ Sea e la unidad de G. Existe un subconjunto {e,g1,...,8k—1} de G tal que G se puede descomponer de

la siguiente manera: G =U, U Ug, U---UUg | (unién disyunta).
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Algunos teoremas importantes

Teorema

Sea G un grupo tgpolo’gico finito con g € G. Sea U, el abierto minimal que contiene a g. Las siguientes
proposiciones se tienen

@ Para g,h € G, U, es homeomorfo a U,
® Para g,h € G, U, N Uy, # @ implica que Uy = U,
@ U, tiene la topologia trivial.

@ Sea e la unidad de G. Existe un subconjunto {e,g1,...,8k—1} de G tal que G se puede descomponer de
la siguiente manera: G =U, U Ug, U---UUg | (unién disyunta).

Teorema

Sea G un grupo topoldgico finito. Sea e la unidad de G y U, el abierto minimo que contiene a e. Entonces,
U, es un subgrupo normal cerrado y abierto de G.
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Algunos teoremas importantes

Teorema

Sean I, una r x r-matriz cuya todas las entradas son iguales a 1. Sea G un grupo topoldgico finito y A la
matriz topogenea de G. Entonces, A es equivalente a la matriz de la forma:

I
I
E.®I. =

I,

para algunos enteros r y k, es decir, existe una matriz de permutacién P tal que P'AP = Fy ®1I,.
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Algunos teoremas importantes

Teorema

Sean I, una r x r-matriz cuya todas las entradas son iguales a 1. Sea G un grupo topoldgico finito y A la
matriz topogenea de G. Entonces, A es equivalente a la matriz de la forma:

I
I
E.®I. =

I,

para algunos enteros r y k, es decir, existe una matriz de permutacién P tal que P'AP = Fy ®1I,.

Aclaracién importante: La matriz A = E; ® I, esta definida como el producto tensorial entre la matriz
identidad de tamaiio k x k, donde k corresponde a la cantidad de abiertos minimales disyuntos dos a
dos que al unirlos forman G, con la matriz I, que por definicion es de tamaiio r x r, obteniendo asi que
la matriz A serd de tamaifio (kr) x (kr) donde kr =n
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Analizando los teoremas con algunos ejemplos especificos

Para este andlisis tomaremos en todos los casos a (Zg, ®) variando las topologias dependiendo de los
teoremas que queremos que se cumplan o no.
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Analizando los teoremas con algunos ejemplos especificos

Para este andlisis tomaremos en todos los casos a (Zg, ®) variando las topologias dependiendo de los
teoremas que queremos que se cumplan o no.

o 7 =1{0,Z6,{0,1,2,3,4},{4,5},{4}}
la matriz topogenea para este caso es

U U U, Us Uy Us

ubhwWNR~RO
O ===
O R FH R
O o =
[ N
el NeNeNeNe]
—_ =0 O00Oo

NOTA: los teoremas dados anteriormente no se cumplen en este caso.

Tomemos ahora la funcién H : G — G con H(x~') = x de la definicién de grupo topoldgico, tenemos que
si H es continua entonces H({4,5}) € 7, pero H '({4,5}) = {1, 2}, en donde claramente {1,2} ¢ &
por tanto H no es continua, entonces G no es en este caso un grupo topoldgico.
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Analizando los teoremas con algunos ejemplos especificos

o 7 =1{0,Z¢,{0,1,2},{3,4,5}}

U U U, U; Uy Us

ua b WD~ O
cCoOOoOR L KF
[cNeNeR
QOO ==
H R R OOO
N e N el e)
== =0 O

NOTA: En este caso aunque se cumple el primer y tercer teorema el segundo no se cumple.

Al igual que en el ejercicio anterior, tomemos la funcién H : G — G con H(x™') = x de la definicién de
grupo topoldgico, miremos si H-1({0,1,2}) € 7, tenemos que H '({0,1,2}) = {0,4,5}, en donde
{0,4,5} ¢ 7 por tanto H no es continua, entonces G no es en este caso un grupo topoldgico.
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Analizando los teoremas con algunos ejemplos especificos

o 7 =1{0,Z¢,{0,3},{1,2},{4,5}}

U Uy Uy Us Ug Us Up Us Uy Uy Us Us
of 1 0 0 1 0 0 o 1 1 0 0 0 0
110 1 1 0 0 0 311 1 0 0 0 0
2| 0 1 1 0 0 0 _ 1] 0 0 1 1 0 0
311 0 0 1 0 0 = 2|0 0 1 1 0 0
41 0 0 0 0 1 1 41 0 0 0 0 1 1
510 0 0 0 1 1 510 0 0 0 1 1

NOTA: En este caso tenemos que todos los tres teoremas se cumplen.

tomemos la funcién H: G — G

H'({0,3))={0,3}e 7, H '({1,2) = {4,5} € T yH ' ({4,5)) ={1,2} € T

si tomamos la funcion F: G x G — G

F1({0,3}) = {(0,0),(1,5),(2,4),(3,3),(4,2),(5,1),(0,3),(1,2),(2,1),(3,0), (4,5),(5,4)}
(1,5) € {1,2} x {4,5} = {(1,4),(1,5),(2,4),(2,5)} pero (1,4),(2,5) ¢ F'({0,3})

por lo que F~1({0,3}) ¢ 7, por tanto G no es un grupo topolégico.
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Analizando los teoremas con algunos ejemplos especificos

o 7 ={0,Z6,{0,3},{1,4},{2,5}}

U Uy Uy Us Ug Us U Uy Uy Us Us Us
of 1 0 0 1 0 0 o 1 1 0 0 0 0
110 1 0 0 1 0 1( 1 1 0 0 0 0
2| 0 0 1 0 0 1 _ 210 0 1 1 0 0
311 0 0 1 0 0 = 3|0 0 1 1 0 0
41 0 1 0 0 1 0 41 0 0 0 0 1 1
510 0 1 0 0 1 510 0 0 0 1 1

NOTA: En este caso tenemos que todos los tres teoremas se cumplen tambien.
tomemos la funcién H: G — G

H1({0,3))={0,3} e 7, H'({1,4})) ={5,2} e T yH '({2,5}) = {4,1} € T
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Analizando los teoremas con algunos ejemplos especificos

si tomamos la funcién F : G x G — G tenemos que

F'({0,3}) = {(0,0),(1,5),(2,4),(3,3),(4,2),(5,1),(0,3),(1,2),(2,1),(3,0),(4,5),(5,4)}
=1{(0,0),(0,3),(3,0),(3,3),(1,2),(1,5),(4,2),(4,5),(2,1),(2,4),(5,1),(5,4)}
=1{(0,0),(0,3),(3,0),(3,3)} U{(1,2),(1,5),(4,2),(4,5)} u{(2,1),(2,4),(5,1),(5,4)}
={{0,3} x {0,3}} U {{1,4} x {2,5}} U {{2,5} x {1,4}}

si vemos detalladamente nos podemos dar cuenta que {{0,3},{1,4},{2,5}} = Z¢/ {0, 3} que sabemos

tiene estructura de grupo, por ser {0, 3} < Zg esta estructura de grupo es la que permite que tanto las
funciones F((x,y)) y H(x) sean continuas, por tanto G con esta topologia es un grupo topologico.
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Respondiendo la segunda pregunta

@ SiG esun grupo y 7 es una topologia sobre G, entonces { } debe tener estructura

de grupo, para que G sea un grupo topologico.

81’ gk 1

e Si { Ug,s-+>Ug_ 1} no tiene estructura de grupo tenemos que la funcion F no es continua.

° {Ue, Ug s> Uy, 1} es el grupo factor de G por tanto U, <G.

° { Ug s+ Uy, 1} es en si misma una base para una topologia & en G que hacen del grupo uno
topologlco

@ Las unicas topologias con las que G es un grupo topologico estan dadas al hacer G/H con H <G,
por lo que grupos en los que |G| = p con p primo solo se tendrian dos topologias que son la
discreta y la indiscreta.
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