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Extensiones Cuadraticas de los Nuimeros Reales

El Campo C de los Ntiimeros Complejos

Un ntimero complejo z € C es un elemento de la forma

z=a+bi donde a,beR y i*=—1

Si z,w € C son los nimeros complejos z = a + bi y w = ¢ + di, se definen:

z+w=(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+(b+d)i

zw = (a+ bi) (c+ di) = (ac — bd) + (ad + bc) ¢
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Extensiones Cuadraticas de los Nuimeros Reales

El Anillo M de los Ntimeros Dobles

Un ntimero doble 2 € M es un elemento de la forma

z=a+bo donde a,b€ER y 0>=1 con o # +1

Si z,w € M son los nimeros dobles z = a + bo y w = ¢+ do, se definen:

z+w=(a+bo)+ (ct+do)=(a+c)+ (b+d)o

zw = (a+bo) (c+ do) = (ac+ bd) + (ad + be) o
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Extensiones Cuadraticas de los Nuimeros Reales

El Anillo D de los Ntimeros Du

Un ntimero dual z € D es un elemento de la forma

z=a+bn donde a,beR y n>=0 con n#0

Si z,w € D son los nimeros duales z = a + bn y w = ¢ + dn, se definen:

z4+w=(a+bn)+(c+dn)=(a+c)+ (b+d)n

zw = (a + bn) (c+ dn) = (ac) + (ad + be) n
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Extensiones Cuadraticas de los Nuimeros Reales

Algunas Extensiones Cuadraticas de los Numeros Reales
e Nuimeros Complejos
e Numeros Dobles

o Numeros Duales
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Extensiones Cuadraticas de los Nuimeros Reales

El Conjunto J de los Numeros Irreales

Un ntmero irreal w € J es un elemento de la forma

w=a+bj donde a,beR y j2=j con j#0y j#1

Si w, z € J son los nimeros irreales w = a + bj y z = ¢+ dj, se definen:
wtz=(a+bj)+(ctdj)=(at+c)+(b+d)j

wz = (a+bj) (c+ dj) = (ac) + (ad + bc + bd) j

J=R[j]={a+bj:abeRAFZ=5;0#j#1} J
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Estructura Algebraica de los Ntimeros Irreales

Un numero irreal es una pareja ordenada de ntmeros reales, es decir que si
w € J entonces w = (a,b), con a,b € R.

Ademas, definimos la unidad irreal como el nimero irreal j = (0, 1).

Julidn Camilo Cano (UNAL) Numeros Irreales Mayo de 2016
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Estructura Algebraica de los Niimeros Irreales

Definicién 2.2 (Adicién de nimeros irreales)

Sean w, z € J tales que w = (a,b) y z = (¢, d). Se define la operacién suma @
en J como sigue:

wdz=(a,b) D (c,d) =(a+¢,b+d)

Definicion 2.3 (Producto de niimeros irreales)

Sean w,z € J tales que w = (a,b) y z = (c¢,d). Se define la operacién
multiplicaciéon ® en J como sigue:

wo z=(a,b) ® (¢,d) = (ac, ad + be + bd)

Definicién 2.4 (Producto escalar)

Sea w € J tal que w = (a,b) y sea A € R. Se define la operacién producto escalar
- en J como sigue:

A-w=2A(a,b) =(\0)O (a,b) = (Aa, Ab)
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Estructura Algebraica de los Niimeros Irreales

2.1 (El Anillo de los Nuimeros Irreales)

La estructura algebraica (J,®,®) del conjunto de los nitimeros irreales con la
suma y la multiplicacién es un Anillo Conmutativo con Identidad.

v

o 0=(0,0)

e Siw = (a,b) entonces —w = (—a, —b)

e 1=(1,0)

o Siw=(a,b)estal quea#0ya+b#0entonces w= ' = (%,—ﬁ)
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Estructura Algebraica de los Niimeros Irreales

Proposicién 2.2

La estructura (J,®,-) del conjunto de los niimeros irreales con la suma y el
producto escalar es un Espacio Vectorial Real.

o

Proposicién 2.3

La estructura (J,®,®,-) del conjunto de los niimeros irreales con la suma, la
multiplicacién y el producto escalar es un Algebra Lineal Real Conmutativa con
Identidad.

y
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Estructura Algebraica de los Ntimeros Irreales

e Los espacios vectoriales J y R? son isomorfos.

e El espacio vectorial real J es de dimension dos.

e El conjunto B = {1,j} C J es una base para el espacio vectorial real J.

Julidn Camilo Cano
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Estructura Algebraica de los Niimeros Irreales

Proposicién 2.5 (Caracteristica de los Ntumeros Irreales)

El anillo J de los ntimeros irreales tiene caracteristica char (J) =0

Proposicion 2.6 (Unidades de los Numeros Irreales)

El conjunto U (J) de las unidades del anillo J de los nimeros irreales es:

UD)={w=1(a,b) €T : a#0 A a+b# 0}

Proposicién 2.7 (Divisores de Cero de los Niimeros Irreales)

El conjunto D de los elementos divisores de cero del anillo J de los ntimeros
irreales es:
D={w=(a,b)eJ—{0} : a=0V a+b=0}
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Estructura Algebraica de los Ntimeros Irreales

Para cada ntmero irreal w se tiene uno y sélo uno de los siguientes casos:

w=0 Y weldd) ¥ weD

Divisores de

Cero

Cero

Unidades
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Estructura Algebraica de los Niimeros Irreales

Proposicién 2.9 (Elementos Idempotentes en J)

El conjunto J de los elementos idempotentes del anillo J de los ntimeros irreales
es el conjunto finito

1={0,1,5,7}
w=20
o Idempotentes Reales: {
w=1
w=j=(0,1)

o Idempotentes No Reales:

Julidn Camilo Cano (UNAL)
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Estructura Algebraica de los Ntimeros Irreales

Proposicion 2.10 (Ideales del Anillo de los Ntumeros Irreales)

La colecciéon Z de los ideales del anillo J de los nimeros irreales es
7 ={{0},1,J,J}

donde I y J son los ideales propios no triviales dados por

I={w=(a,b) €] : a=0} J={w=1(a,b) €] : a+b=0}

v
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Estructura Algebraica de los Niimeros Irreales

Proposicion 2.11 (Ideales Principales del Anillo J)

El anillo conmutativo con identidad J de los ntmeros irreales es un anillo de
ideales principales.

Mas atn, cada ideal de J es generado por un elemento que resulta ser
idempotente.

-
Il
=
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Estructura Algebraica de los Niimeros Irreales

Proposicién 2.12 (Ideales Primos del Anillo J)

Los ideales propios no triviales (j) y (j) del anillo J de los nimeros irreales
son ideales primos.

v

Proposicién 2.13 (Ideales Maximales del Anillo J)

Los ideales propios no triviales (j) y <3> del anillo J de los niimeros irreales
son ideales maximales.

vy
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Estructura Algebraica de los Ntimeros Irreales

{0\ =
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Estructura Algebraica de los Ntimeros Irreales

Proposicion 2.14 (Anillo Cociente)

El anillo cociente J/(j) es un campo isomorfo al campo R de los ntimeros
reales.

(7) w+(j)
yw = (a,b)
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Numero:

Mayo de 2016



Estructura Algebraica de los Ntimeros Irreales

Proposicion 2.15 (Anillo Cociente)

El anillo cociente J / <3> es un campo isomorfo al campo R de los niimeros
reales.

wt (7)

w = (a,b)

a+b

Julidn Camilo Cano (UNAL)
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Estructura Algebraica de los Niimeros Irreales

Proposiciéon 2.16

El anillo R de los niimeros reales es una imagen homomorfa del anillo J de los
nimeros irreales.

v

— 5 1—* - 3/5)
foe d goo !
R R
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Estructura Ordenada de los NUimeros Irreales

o ;Existe un orden (total o parcial) en los nimeros irreales compatible con
las operaciones de anillo?

o ;Existe en los ntimeros irreales alguna relaciéon de orden total que cumpla
la monotonia de la suma y la monotonia de la multiplicacién?

o ;Existe en el anillo de los nimeros irreales un conjunto de nimeros
positivos?
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Estructura Ordenada de los NUimeros Irreales

En los nimeros irreales no existe un conjunto de ntimeros positivos. l
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Estructura Ordenada de los NUimeros Irreales

Para cada n € R, denotamos por ¢,, al subconjunto de J definido por:

by={w=(a,b) €] : a+b=n}

w = (a,b) =a+bj
a+b=n
4o
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Estructura Ordenada de los NUimeros Irreales

Definicion 3.2 (Conjunto de Numeros J-positiv

Un conjunto H C J se dice que es un conjunto de nimeros J-positivos en los
numeros irreales si y s6lo si H satisface las siguientes condiciones:

©Q Si w y z son numeros irreales tales que w,z € H, entonces w+ z € H y
wz € H.

@ Para cada numero irreal w se tiene uno y sélo uno de los siguientes casos:

wely Y weH Y —weH
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Estructura Ordenada de los NUimeros Irreales

El conjunto H = {w = (a,b) €J : a+b >0} C J es un conjunto de nimeros
J-positivos en los niimeros irreales.
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Estructura Ordenada de los NUimeros Irreales

En los ntimeros irreales definimos la relacion < asi: Sean w, z € J, entonces
w<zsiysolosiz—weH.

Proposicién 3.3

La relaciéon < anteriormente definida es una relacién de orden estricto en J.

Definicién 3.4

En los ntimeros irreales definimos la relacién =< asi: Sean w,z € J, entonces
w=zsiysolosiw=<z06w=-z.

Proposicién 3.4 (Primera Relacién de Orden en JJ)

La relacién =< anteriormente definida es una relacién de orden parcial en J.
Diremos que dicha relacién en J es el orden inducido por H.
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Estructura Ordenada de los NUimeros Irreales

Proposicién 3.5 (Ley ley de la tricotomia de JJ)

Si w, z € J, entonces se cumple una y sélo una de las siguientes condiciones:

w<z Y w=z Y w~z

w <
w >y
w~ z Lotp
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Estructura Ordenada de los NUimeros Irreales

Proposicién 3.6 (Anticadenas y Cadenas de J)
e Las anticadenas del poset (J,=) son los subconjuntos A de J tales que
A C ¢, para algin n € R.

e Las cadenas del poset (J, <) son los subconjuntos C' de J tales que para
cada n € R el conjunto C' N ¢,, contiene a lo mas un punto.
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Estructura Ordenada de los NUimeros Irreales

Proposicién 3.7 (Monotonia de la suma en J)

Para todo w, z,xz € J, si w < z entonces w + x =X z + x.

Proposicién 3.8 (Monotonia de la multiplicacién en J)

Para todo w, z,x € J, si w X z y > 0 entonces wz =< zz.
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Estructura Ordenada de los NUimeros Irreales

Para cada n € R, denotamos por £ al subconjunto de J definido por:

O ={w=(a,b) el : a=0}

Lw = (n,b)
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Estructura Ordenada de los Nuimeros Irreal

Un conjunto H* C J se dice que es un conjunto de niimeros J*-positivos en los
numeros irreales si y s6lo si H* satisface las siguientes condiciones:

@ Si w y z son nimeros irreales tales que w,z € H*, entonces w+z € H* y
wz € H*.

@ Para cada ntmero irreal w se tiene uno y solo uno de los siguientes casos:

wely ¥ weH* Y —weH"
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Estructura Ordenada de los NUimeros Irreales

Proposicién 3.9

El conjunto H* = {w=(a,b) €J : a >0} C J es un conjunto de nimeros
J*-positivos en los niimeros irreales.

Julidn Camilo Cano (UNAL)
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Estructura Ordenada de los NUimeros Irreales

En los nimeros irreales definimos la relacion <* asi: Sean w, z € J, entonces
w<"zsiysolosi z—we H*.

Proposicién 3.10

La relaciéon <* anteriormente definida es una relacién de orden estricto en J.

Definicién 3.8

En los numeros irreales definimos la relaciéon <* asi: Sean w, z € J, entonces
w =* zsiysoélosiw=<*z06w=z.

Proposicién 3.11 (Segunda Relacién de Orden en J))

La relacion =<* anteriormente definida es una relacién de orden parcial en J.
Diremos que dicha relacién en J es el orden inducido por H.
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Estructura Ordenada de los NUimeros Irreales

Proposicién 3.12

El poset (J, X) es isomorfo al poset (J, =*).

La funcién f es un isomorfismo entre las estructuras ordenadas (J, <) y (J, <*).

ife J — J
(a,b) —— (a+0b,—b)
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Estructura Ordenada de los NUimeros Irreales

Observacién

Algunas caracteristicas que relacionan la estructura algebraica de J con su
estructura ordenada:

Propiedad de la monotonia de la suma en J respecto a <y <*.

Propiedad de la monotonia de la multiplicacién en J respecto a <y =<*.
(3)=4toy {§)=105

(@,0) +(5) =Lasb ¥ (a,b) +(j) =£;

0 J/(7) ={tutper=3/~ v 3/(j) ={l}ea=T/~
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Estructura Ordenada de los NUimeros Irreales

Proposicién 3.13

El conjunto J —la estructura (J, ®,®, <X)— de los nimeros irreales es un Anillo
Parcialmente Ordenado.
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Estructura Topoldgica de los Niimeros Irreales

Conjugado en los Numeros Irreales

@ ;Es posible construir y definir el conjugado de un nimero irreal?

@ ;En caso de existir una funciéon que asigna a cada nimero irreal su

respectivo conjugado, es posible inducir y definir una seminorma a partir
del conjugado?

2 J — J
w — w*

I. ww* € R, para todo w € J.
. w=w"siysélosiweR.
. (w*)* =w, para todo w € J.
V. (aw)* = aw*, para todo a € R y para todo w € J.
V. (w+2)" =w*+2*, para todo w, z € J.

(

VI. (wz)" = w*z*, para todo w, z € J.
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Estructura Topologica de los Numeros Irreales

Conjugado en los Niimeros Irreales

JExiste una involucion * : J — J en el algebra real J de los nimeros irreales tal
que los tnicos elementos autoadjuntos de J con respecto a * sean los niimeros

reales?

Mayo de 2016
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Estructura Topoldgica de los Niimeros Irreales

Definicion 4.1 (Conjugado de un Nimero Irreal)

Sea w € J tal que w = (a, b). Se define el conjugado W del nimero irreal w como
el nimero irreal W = (a + b, —b).

vy

Conjugado en los Ntumeros Irreales

(a,b) — (a+b,—b)

Proposicion 4.1

La funcién ~ : J — J que asigna a cada ntimero irreal w = (a, ) su respectivo
conjugado W = (a + b, —b), es la tinica involucién en el dlgebra real J de los
numeros irreales, tal que los elementos autoadjuntos de J con respecto a ~— son
los niimeros reales.

o’
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Estructura Topoldgica de los Niimeros Irreales

o La funcién ~ es biyectiva y ademas es su propia inversa.

o La funcién — es un automorfismo del anillo conmutativo con identidad J
en si mismo.

e La funcién ~ es un automorfismo del espacio vectorial real J en si mismo.
e La funcién ~ es un automorfismo del dlgebra real J en si misma.

e La funcién ~ es un isomorfismo de orden entre el poset (J, =X) y el poset

J,=7).
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Estructura Topoldgica de los Niimeros Irreales

LEs posible construir y determinar una seminorma en los nimeros irreales
inducida por el conjugado?

4

Sea w € J y consideremos la aplicacion N (w) = /|w |

JEs la aplicacién N una seminorma en el espacio vectorial J?

N: J — R
(a,b) +— +/la(a+0)
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Estructura Topoldgica de los Niimeros Irreales

Sean w=j=(0,1)yz=7=(1,-1).
Obsérvese que j es el conjugado de j, por consiguiente j es el conjugado de 7.

Dado que j+j =1y jj = 0, entonces:

o N(w)=N(j)=0.
o N(2)=N(j)=0.
o Nw+z)=N(j+j)=1

Por lo tanto, en este caso tenemos que: N (w + z) £ N (w) + N (2).

Julidn Camilo Cano (UNAL) Numero:
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Estructura Topoldgica de los Niimeros Irreales

El conjunto J de los nimeros irreales (junto con la involucién ~) tiene estructura
de *-algebra (estrella dlgebra) no seminormada.
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Estructura Topologica de los Numeros Irreales

e ;Es posible construir y encontrar un camino natural para definir
“distancias” sobre el conjunto J de los ntimeros irreales?

e ;Es posible definir alguna seminorma en el espacio vectorial real J, de
manera tal que dicha seminorma sea inherente e intrinseca a las cualidades
estructurales del anillo parcialmente ordenado de los nimeros irreales?
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Estructura Topoldgica de los Niimeros Irreales

Primera Topologia del Orden en los Niimeros Irreales generada por
el poset (J, xX) J
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Estructura Topoldgica de los Niimeros Irreales

Definicién 4.2 (Intervalo Abierto)

Sean w, z € J tales que w < z, entonces se define el intervalo abierto Jw, z[ como
el conjunto

Jwz[={z €l : w<x Ax=<z}

Y
Y
N
Y
S
Y
N
N Y
Y
e Y
N
N
. z
®
S X
N
Y N
Y
S Y
e Y
X .
J o Twzl
|
Y
9 Y
Y N
S
s =
. N
e N
- N
w s,
S
Y
Y
S
e
e
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Estructura Topoldgica de los Niimeros Irreales

Proposicién 4.3
La coleccién B de todos los intervalos abiertos del poset (J, <) es una base para
una topologia sobre el conjunto J de los niimeros irreales.

Definicién 4.3 (Topologia Usual —o del orden— de J)

La topologia T = (B) sobre los niimeros irreales generada por la base B, es la
topologia definida como sigue:

Un subconjunto U de J es un abierto de la topologia T, es decir U € T,
st y solo si para cada x € U existe B € B tal quex € B y B CU.

T = {U]w,z[ :Jw, z[ € B A B’gB}
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Estructura Topoldgica de los Niimeros Irreales
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Estructura Topoldgica de los Niimeros Irreales

Proposicion 4.4

La coleccién 8 = {]«,z[ : z€ J} U{]Jw,—[ : w € J} es una subbase para la
topologia del orden T de J.

Intersecciones Uniones
S B T
finitas arbitrarias
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Estructura Topoldgica de los Niimeros Irreales

e ;El espacio topoldgico (J,T) es seudometrizable?

o ;Existe una seminorma || || que induzca una seudométrica d en J que
genera a la topologia T y que ademads las bolas abiertas descritas por la
seudomeétrica d coincidan con los intervalos abiertos descritos por el orden
parcial <?

vy
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Estructura Topoldgica de los Niimeros Irreales

Solucién intuitiva del problema

Supongamos que el conjunto J es un espacio vectorial real seminormado, cuya
seminorma || || induce una seudométrica d.

@ Sea B la coleccién de intervalos abiertos, la cual forma una base para el
espacio topoldgico (J, T).

e Sea By la colecciéon de bolas abiertas, la cual forma una base para el espacio
seudométrico (J, d).

Sea w = (a,b) un nimero irreal fijo pero arbitrario (sin pérdida de generalidad,
consideremos a + b > 0), entonces:

Cudl debe ser el valor ||w| de la “magnitud” del vector w para que
efectivamente se cumpla la igualdad B = By?

o’
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Estructura Topoldgica de los Niimeros Irreales
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Estructura Topoldgica de los Niimeros Irreales

Solucién intuitiva del problema

El intervalo abierto |—w,w[ debe coincidir con la bola abierta B, (0), donde
necesariamente ||w|| = d (w,0) y r = ||w]|.

|—w,w[ = B, (0)

e Siz=(x,y) es tal que z € |—w, w[, entonces — (a+b) < x+y < a+b. En
consecuencia:

|z 4+ y| < |a+ b

e Siz=(z,y) es tal que z € B, (0), entonces d (z,0) < r. En consecuencia:

lz[] < {fwll
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Estructura Topoldgica de los Niimeros Irreales

Definicién 4.4 (Magnitud de un Numero Irreal)

Sea w € J tal que w = (a,b). Se define la magnitud ||w|| del nimero irreal w
como el niimero real no negativo ||w|| = |a + b|.

: 3 — R
(a,0) +— la+b]

Proposicion 4.5

La funcién || || : J — R que asigna a cada nimero irreal su respectiva magnitud
define una seminorma, sobre el espacio vectorial real J.

vy

Para cada w, z € J y para cada « € R, se satisfacen las siguientes propiedades:

o |lw|>0y [0 =0.

o [law| = |af|w].

o |lw+z|| < |lw||+ ||z]| - (Desigualdad Triangular).
o |lwz| = |lwl| |2
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Estructura Topoldgica de los Niimeros Irreales

Definicién 4.5 (Distancia entre Niimeros Irreales)

Sean w,z € J. Se define la distancia d (w, z) entre los niimeros irreales w y z
como el nimero real no negativo d (w, z) = ||w — z||.

d: IxJ] — R
(w,2) — [lw—z]|

Proposicién 4.6

La funcion d : J x J — R que asigna a cada pareja de nimeros irreales su
respectiva distancia define una seudométrica sobre el conjunto J.

Observacién

e La seminorma || || en J no es una norma porque para cada w € £y se tiene
que [lw[} = 0.

o La seudométrica d en J no es una métrica porque si w, z € J son tales que
w, z € ¢, para algin n € R (esto es, siw = z 6 w || z), entonces d (w, z) = 0.
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Estructura Topoldgica de los Niimeros Irreales

Proposiciéon 4.7

La coleccién B conformada por todos los intervalos abiertos del poset (J, <)
es igual a la coleccién B, conformada por todas las bolas abiertas del espacio
seudométrico (J,d), es decir que B = By.
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Estructura Topoldgica de los Niimeros Irreales

. Qué relaciones existen entre el espacio topolégico (R, Tysua) de los nimeros
reales dotados de su topologia usual y el espacio topolégico (J, T) de los nimeros
irreales dotados de la topologia T = (d)?
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Estructura Topoldgica de los Niimeros Irreales

Proposicion 4.8

Sea p : J — R la funcién del espacio topolédgico (J,T) en el espacio topoldgico
(R, Tysua1) definida por p (w) = a + b, para cada ntmero irreal w = (a, b).

La funcién p es sobreyectiva, continua y abierta, y en consecuencia p es una
aplicacion cociente.

v

Observacion
La topologia usual de los niimeros reales es en esencia la topologia final inducida
por la aplicacién cociente p.

v
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Estructura Topoldgica de los Niimeros Irreales

Proposicién 4.9

Todo conjunto abierto del espacio topoldgico (J,T) es p-saturado.

Si A es abierto de J, entonces para cada n € R tal que p~! ({n}) N A # 0 se
tiene que p~! ({n}) C A.

A= |J » 'y

nep(A)
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Estructura Topoldgica de los Niimeros Irreales

Proposicién 4.10

Sea U un subconjunto de J, entonces U es un abierto del espacio topoldgico
(J,T) siy sblo si existe un abierto V' del espacio topoldgico (R, Tysual) tal que
U=p1(V).

Observacién

La topologia T de J se caracteriza por ser la topologia inicial inducida por la
aplicacion cociente p.

T={p " (V)CJ : V es abierto del espacio topolégico (R, Tysual)}
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Estructura Topoldgica de los Niimeros Irreales

Proposicién 4.11
En el espacio topolégico (J,T) se satisfacen las siguientes afirmaciones respecto
a la aplicacién cociente p : J — R.

e Todo conjunto cerrado del espacio topolégico (J,T) es p-saturado.

e La aplicacién cociente p : J — R es una aplicacién cerrada.

@ Sea K un subconjunto de J, entonces K es un cerrado del espacio topolégico

(J,T) si y solo si existe un cerrado F del espacio topoldgico (R, Tysual) tal
que K =p~1 (F).

v
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Estructura Topoldgica de los Niimeros Irreales

Proposicion 4.12
Sea S un subconjunto de J y sea f : S — p(S) la funcién obtenida al
restringir p. Si S y p(S) estdn dotados de la topologia de subespacio heredada

respectivamente por los espacios topolégicos (J,T) v (R, Tusual), entonces f es
una aplicacién cociente.

En los ntimeros reales, sea Tg la topologia de subespacio heredada del espacio
topolégico (J,T) v sea Tysual Su topologia usual, entonces Tg = Tysual-
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Estructura Topoldgica de los Niimeros Irreales

Segunda Topologia del Orden en los Niimeros Irreales generada por
el poset (J, X*) J
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Estructura Topoldgica de los Niimeros Irreales

Definicién 4.6 (Intervalo Abierto)

Sean w,z € J tales que w <* z, entonces se define el intervalo abierto |w, z|
como el conjunto

Jwz[={z €l : w< 2z Ax=<*z}

I}

Jw, 2]

R g

————— @ e
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Estructura Topoldgica de los Niimeros Irreales

Proposiciéon 4.14

La coleccion B* de todos los intervalos abiertos del poset (J, =*) es una base
para una topologia sobre el conjunto J de los niimeros irreales.

Definicién 4.7 (Topologia Usual —o del orden— de J)

La topologia T* = (B*) sobre los niimeros irreales generada por la base B*, es
la topologia definida como sigue:

Un subconjunto U de J es un abierto de la topologia T*, es decir U €
T*, siy solo si para cada x € U existe B € B* tal quex € B y BCU.

T = {U]w,z[ Jw,z[€B A B C B*}
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Estructura Topoldgica de los Niimeros Irreales

Definicién 4.8 (Magnitud de un Nimero Irreal)

Sea w € J tal que w = (a,b). Se define la magnitud ||w||, del ndmero irreal w
como el nimero real no negativo ||w||, = |a + b).

I, J — R
(a,b) —> la

Proposicién 4.15

La funcién || ||, : J — R que asigna a cada nimero irreal su respectiva magnitud
define una seminorma sobre el espacio vectorial real J.

vy

Definicién 4.9 (Distancia entre Ntimeros Irreales)

Sean w, z € J. Se define la distancia d. (w, z) entre los ntimeros irreales w y z
como el niimero real no negativo d. (w, z) = ||w — z||,,.
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Estructura Topoldgica de los Niimeros Irreales

La coleccién B* conformada por todos los intervalos abiertos del poset (J, <*)
es igual a la coleccion B conformada por todas las bolas abiertas del espacio
seudométrico (I, d), es decir que B = 5.
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Estructura Topoldgica de los Niimeros Irreales

Proposiciéon 4.17

El espacio topolégico (J,T) es homeomorfo al espacio topoldgico (J, T*).

El espacio seudométrico (J,d) es isométrico al espacio seudométrico (J, d.).
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Caracteristicas Topologicas de los Niimeros Irreales

En el anillo J de los niimeros irreales dotado de la topologia del orden T inducida
por =, se satisfacen las siguientes propiedades:

1. La aplicaciéon (w,z) — w+ 2z de J x J en J es una aplicacion continua.
11. La aplicacién w+—— —w de J en J es una aplicacion continua.

1. La aplicacién (w, z) — wz de J x J en J es una aplicacion continua.

1v. La aplicaciéon (A, w) —> A-w de R x J en J es una aplicacidn continua.

v
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Caracteristicas Topologicas de los Niimeros Irreales

Proposiciéon 5.2
e El anillo J de los niimeros irreales junto con la topologia T es un anillo
topoldgico.
o El espacio vectorial real J de los nimeros irreales junto con la topologia T

es un espacio vectorial topologico.

o El algebra real J de los ntimeros irreales junto con la topologia T es un
algebra topologica.

W
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Caracteristicas Topologicas de los Niimeros Irreales

Proposicién 5.3

Sea A un subconjunto no vacio de nimeros irreales, entonces con respecto a la
topologia T = (d) de J se satisface lo siguiente:

. A={wel: d(wA) =0}

1. jlz{we,,]] : d(w,AC) >0}

m. A'={wel: dw,A—{w}) =0}

Iv. 8A:{weJ s d(w, A) =0 A d(w,AG) :o}

v. A={wel : d(w,A) >0}
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Caracteristicas Topologicas de los Niimeros Irreales

Proposicion 5.4

El espacio topolégico (J,T) satisface el segundo axioma de numerabilidad.

BQ:{]WZ[EB: Si w=(a,b) y z=(c,d) entonces a—i—b,c—i—de(@} J

Proposiciéon 5.5

El espacio topolégico (J, T) satisface el primer axioma de numerabilidad.

B@(w)z{]zl,zg[GBQ : we]zl,zg[} J
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Caracteristicas Topologicas de los Niimeros Irreales

El espacio topolégico (J,T) es un espacio separable.

El conjunto numerable Q de los nimeros racionales es denso en J, esto es, Q = J J

7

Proposicion 5.

El espacio topolégico (J,T) es un espacio de Lindel6ff.
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Caracteristicas Topologicas de los Niimeros Irreales

Definicion 5.1 (Sucesion Convergente)

Una sucesién de niimeros irreales {w;, }, .y converge a un niimero irreal w (no
es necesariamente Unico), si y sélo si para todo abierto U, € T con w € U,,
existe N € N tal que w,, € U,, para todo n > N.

Definicién 5.2 (Sucesién Convergente)

Una sucesién de niimeros irreales {wy, }, .y converge a un niimero irreal w (no
es necesariamente tnico), si y sélo si para todo e > 0 existe N € N tal que
d (wn,w) < € para todo n > N.

W
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Caracteristicas Topologicas de los Niimeros Irreales

Proposicién 5.8

Si {wy, },,cn €8 una sucesién de nlimeros irreales que converge al ntimero irreal w,
entonces para cada w’ € J tal que d (w,w’) = 0, la sucesion {wy}, .y también
converge a w'.

v

Aplicacién Cociente
|Y

Proposicién 5.9

Una sucesién {wy}, .y de nimeros irreales es convergente en J si y sdlo si
la sucesién {p (w,)},cy €s convergente en R. Mds atin, w, — w si y sélo si

p(wn) = p(w).
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Caracteristicas Topologicas de los Niimeros Irreales

Observacid

El espacio topolégico (J,T) no satisface los axiomas de separaciéon Ty, donde
k=0,1,2,3,3% 4.

El espacio topoldgico (J,T) es un espacio regular.

Julidn Camilo Cano (UNAL) Numero:

Mayo de 2016 83 / 96



Caracteristicas Topologicas de los Niimeros Irreales

El espacio topolégico (J,T) es un espacio completamente regular.

Proposiciéon 5.12

El espacio topolégico (J,T) es un espacio normal.
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Caracteristicas Topologicas de los Niimeros Irreales

Definicién 5.3

Un espacio topologico X se dice que es conezo si y s6lo si los tinicos subconjuntos
de X que son simultdneamente abiertos y cerrados en X son el conjunto vacio
y el propio X.

o

Proposiciéon 5.13

Sean X y Y espacios topoldgicos con Y conexo. Si g : X — Y es una aplicaciéon
cociente tal que los conjuntos de la forma ¢~!({y}) son conexos para todo
y € Y, entonces X es también un espacio conexo.

v
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Caracteristicas Topologicas de los Niimeros Irreales

Proposicion 5.14

Las anticadenas no vacias del poset (J, <) son subespacios conexos del espacio
topoldgico (J, 7).

Proposicion 5.15

Sea S C J, entonces S es un subespacio conexo de (J, T) si y s6lo si p(S) es un
subespacio conexo de (R, Tysual)-

4

Proposiciéon 5.16

El espacio topolégico (J,T) es localmente conexo.
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Caracteristicas Topologicas de los Niimeros Irreales

Definicién 5.4

Un espacio topologico X se dice que es compacto si y sélo si todo cubrimiento
abierto C de X admite un subcubrimiento finito.

v

Proposiciéon 5.17

Sean X y Y espacios topolégicos con Y compacto. Si ¢ : X — Y es una
aplicacién cociente tal que los conjuntos de la forma ¢~! ({y}) son compactos
para todo y € Y, entonces X es también un espacio compacto.

4
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Caracteristicas Topologicas de los Niimeros Irreales

Proposicién 5.18

Las anticadenas no vacfas del poset (J, <) son subespacios compactos del espacio
topoldgico (J, 7).

Proposicion 5.19

Sea S C J, entonces S es un subespacio compacto de (J,T) si y sélo si p (S) es
un subespacio compacto de (R, Tysual)-

Proposiciéon 5.20

El espacio topolégico (J,T) es localmente compacto.
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Epilogo

Definicién 6.1 (El conjunto J de los Ntumeros Irreales)

Nimeros de la forma a + bj, donde a,b € Ry j2 = j, con j A0y j # 1

Definicién 6.2 (Adicién de nimeros irreales)

Sean w, z € J tales que w = (a,b) y z = (¢, d). Se define la operacién suma @
en J como sigue:

w®dz=(a,b) ®(c,d) =(a+¢,b+d)

Definicion 6.3 (Producto de ntimeros irreales)

Sean w,z € J tales que w = (a,b) y z = (c¢,d). Se define la operacién
multiplicacion ® en J como sigue:

wo z=(a,b) ® (¢,d) = (ac, ad + bc + bd)
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Epilogo

L Qué sucede si se realiza la misma construccién geométrica trazando ahora
rectas paralelas a la recta y = max con m € Ry m # 07

4

Familia de Anillos Topolégicos J,,

El conjunto J,, estd conformado por nimeros de la forma a+ bj, donde a,b € R

i 3 . . 1
YJ2:—Ej,con]7é0y]7é_E
O(a,b)+(0,d):(a+c,b+d)
o (a,b) (C,d) = (ac’ ad+bc_ %)

| \

Proposicién 6.1
o J=1J_; (Los Numeros Irreales).

@ J,, es isomorfo a J, para cada m € R con m # 0.

@ Joo =D (Los Numeros Duales).
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Epilogo

Definicién 6.4 (El conjunto M de los Nimeros Dobles)

Ntmeros de la forma a + bo, donde a,b € Ry 02 =1, con o # +1

Definicién 6.5 (Adicién de nimeros dobles)

Sean w, z € M tales que w = (a,b) y z = (¢,d). Se define la operacién suma @
en M como sigue:

w®dz=(a,b) ®(c,d) =(a+c¢,b+d)

Definicién 6.6 (Producto de nimeros dobles)

Sean w,z € M tales que w = (a,b) y z = (c¢,d). Se define la operacién
multiplicacion ® en M como sigue:

wo z=(a,b) ® (¢,d) = (ac+ bd, ad + bc)
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Epilogo

. Qué sucede si se realiza la misma construccién geométrica trazando ahora
rectas paralelas a la recta y = mx con m € Ry m # 07

W

Familia de Anillos Topologicos M,

El conjunto M, estd conformado por ntiimeros de la forma a+bo, donde a,b € R
, 1 1 1
yvo'=——— (14— |o,conoc# —1yo#——.
m m m
e (a,b)+ (c,d) = (a+c,b+d)
o (a,b) (c,d) = (ac— % ad+bc—bd (1+ 1))

Proposicién 6.2
e M =M_; (Los Nameros Dobles).

e M,, es isomorfo a M, para cada m € R con m # 0.

[0}
N
| \

o M, =J; ~J (Los Numeros Irreales).
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