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RESUMEN

El tréfico se modela mediante un proceso
estocastico que representa la demanda que los usuarios
de una red de comunicaciones imponen sobre l0s
recursos de la red. Originalmente se consider6 que los
tiempos entre llegadas de las demandas de los usuarios
eran independientes entre si, asi como la cantidad
misma de la demanda (tiempos entre llamadas y
duracion de las llamadas, tiempos entre llegada de
paquetes y longitud de los paquetes, tiempos entre
solicitud de conexiones y duracién de las sesiones,
etc.). Posteriormente se vio la necesidad de incluir €
efecto de la correlacion existente entre estas variables,
para lo cua se desarrollaron modelos més elaborados
en los que la correlacion decaia exponencialmente con
el tiempo. Sin embargo, recientemente se ha
evidenciado que, en las redes modernas de
comunicaciones, la correlacion entre estas variables no
decae tan répidamente y puede persistir a través de
muchas escalas de tiempo. Este fendmeno, que afecta
significativamente e desempefio de las redes de
comunicaciones, se puede representar adecuadamente
mediante modelos de tréfico fractal o autosimilar. En
este articulo se presentan los conceptos mas bésicos
involucrados en el estudio de estos modelos, con € fin
de facilitar a lector su introduccién a la literatura
especializada sobre el tema.
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ABSTRACT

Traffic is modeled as an stochastic process
representing the demand that users impose on the
resources of a communication network. Originaly,
both the demand interarrival times and the demand
amounts were considered as sequences of independent
variables (call durations, packet lengths, file sizes,
etc.). Later on, it became apparent that the correlation
among these variables were so important that new
models with exponentially decaying correlations were
developed. However, recent evidence has shown that
the correlation among these variables can decay much
slower and persists through severa time scales. This
phenomenon, that impacts the network performance
significatively, can be represented via fractal or self-
similar models. In this paper we present the most basic
concepts involved in the study of these models, hoping
to help the reader to be better prepared for reading the
especialized literature on the subject.
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range dependence, heavy-tailed distributions, fractional
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1. INTRODUCCION

Aunque los fenémenos de autosimilitud en el
tréfico de las actuales redes de comunicaciones se
descubrié hace ya casi una década[26], en nuestro
medio no se ha querido abordar e tema formalmente
pues todavia se le considera como un aspecto “muy
avanzado” de la teleinformatica. Sin embargo, los
efectos que este fendmeno produce en el desempefio de
las redes exigen que iniciemos inmediatamente €l
estudio del tema. En efecto, los modelos tradicionales
de trafico permiten facilmente controlar la variabilidad
de la demanda y, por consiguiente, con ellos resulta
relativamente facil gjercer control de tréfico de manera
que se puedan garantizar algunos niveles minimos de
calidad de servicio. Desafortunadamente, el fendmeno
de la autosimilitud puede conducir a estructuras
complejas de correlacion en las que la variabilidad se
extiende a muchas escalas de tiempo, invalidando las
técnicas de control disefiadas para dichos modelos
tradicionales de trafico[30]. Asi pues, estamos
obligados a revisar todos nuestros esguemas de
asignacion de recursos, control de congestion y
dimensionamiento de redes a la luz de este fendbmeno
observado en el tréfico de las redes de comunicaciones.

Puesto que la principal dificultad para empezar a
abordar estos temas es €l tratamiento matematico que
se le da en la literatura especializada, se ha querido
presentar en este articulo la definicion de los
principales conceptos involucrados en € tema general
del tréfico autosimilar en redes de comunicaciones de
una manera rel ativamente sencilla, con la esperanza de
ofrecer a lector mejores herramientas para abordar €l
tema de tréfico autosimilar en la literatura
especializada y, porqué no, para conducir su propia
investigacion a respecto. Por supuesto, si queremos
hacer un estudio serio del tema debemos ubicarnos a
nivel de abstraccion matematica que se necesita y por
es0 la presentacion de los conceptos no puede dejar de
ser formal. En consecuencia, aqui se supone de parte
del lector un conocimiento general de la teoria de
probabilidades con algunos fundamentos basicos de
procesos estocasticos, tal como el conocimiento que se
imparte en un curso tipico de pregrado en un programa
deingenieriaelectrénica o de sistemas.

En € articulo se presentan brevemente las
principales técnicas de modelamiento de tréfico,
haciendo especial énfasis en como la autocorrelacion
de los modelos tradicionales decae exponenciamente



con €l tiempo, en abierta contradiccion con las medidas
observadas recientemente. Luego se discute la
necesidad de un nuevo modelo que capture las
estructuras complejas de correlacion observadas en
trafico real y se muestra cémo los modelos
autosimilares satisfacen esta necesidad. Posteriormente
se definen los conceptos fundamentales involucrados
en e modelamiento autosimilar del tréfico, tales como
autosimilitud deterministica, autosimilitud estocastica
exacta, autosimilitud de segundo orden, autosimilitud
asintética de segundo orden, dependencia de rango
largo, distribuciéon de cola pesada, movimiento
browniano fraccional y ruido gaussiano fraccional.
Finalmente se mencionan algunas técnicas de sintesis
de movimiento browniano fraccional asi como
mecanismos para estimacion de parametros a partir de
trazas muestrales.

Este es el primero de una serie de cuatro articulos
sobre el tema. En el segundo articulo se mencionara
como la transformada wavelet se convierte en una
herramienta ideal para deteccién, estimacién y sintesis
de tréfico autosimilar. En el tercer articulo se describird
e efecto del tréfico autosimilar sobre el
comportamiento dinamico de las colas en elementos de
red tales como enrutadores y multiplexores. En €
cuarto y Ultimo articulo se describiran aspectos
adicionales como control de congestion, ingenieria de
trafico y dimensionamiento de redes considerando la
autosimilitud en € tréfico.

2. MODELAMIENTO DE TRAFICO

Para estudiar el tréfico, esto es, la medida de la
demanda que los wusuarios de una red de
comunicaciones imponen sobre los recursos de la red,
se utilizan modelos mateméticos del comportamiento
de los usuarios. En particular, se representan los
patrones de llegada de las demandas que los usuarios
producen, donde estas demandas se pueden medir en
términos de  paguetes, celdas, llamadas, flujos,
conexiones, bits, o cuaquier otra unidad de
informacion adecuada. Estos patrones de llegada se
representan mediante alguna secuencia de tiempo que
los identifique, tal como los instantes de llegada, {T,,
neZ}, o & nuimero de llegadas hasta € instante t,
{N(t), t € R}, o lasecuencia de tiempo entre llegadas,
{An, n €Z}, etc. Por supuesto, como estas secuencias
son representaciones del mismo fendmeno, se
encuentran intimamente rel acionadas entre si[ 7]:

N(t)=max[n | T, <t]
A1 =Tn _Tn—l @

n
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La Figura 1(& muestra un minuto de dos
secuencias del tipo {N(t), te R}, mientras que las
Figuras 1(b) y 1(c) muestran los primeros cuatro
segundos de las correspondientes secuencias del tipo
{T., neZ}. Se trata de la llegada de paquetes de voz y
datos en unared local con serviciosintegrados de voz y
datog[6].

Lo primero que se puede observar es la
impredecibilidad de las secuencias, 1o que obliga a
modelar las series de tiempo {T,, ne Z}, {N(t), t € R}
o {A, n €Z}, como realizaciones de procesos
estocasticos. Los  correspondientes  modelos
estocasticos deben  capturar las  principales
caracteristicas estadisticas del tréfico en cuanto a su
impacto en el desempefio de las redes. Por gemplo,
mientras las llegadas de paguetes de datos de la Figura
1(c) pueden modelarse como un simple proceso de
Poisson con una intensidad adecuada, las llegadas de
paquetes de voz de la Figura 1(b) deberdn modelarse
mediante un proceso que tenga en cuenta la correlacién
entre las llegadas impuesta por los intervalos de
actividad e inactividad del usuario. Este simple
gemplo ilustra, pues, la necesidad de desarrollar
distintos modelos de tréfico para diferentes tipos de
servicio.
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Figura 1. Series de tiempo que representan € tréfico de
voz y datos sobre unared local.

En efecto, a medida que avanza el desarrollo de las
telecomunicaciones, se han propuesto distintos
modelos de tréfico que han resultado muy exitosos
(hasta ahora) para el andlisis de desempefio de las redes
de comunicaciones y, por consiguiente, para el disefio
de mecanismos de control que permitan asegurar una
determinada calidad de servicio a los usuarios. Por
gemplo, desde los comienzos mismos de la telefonia
hasta comienzo de los afios 80 se considerd que la
Ilegada de [lamadas a una central telefénica obedecia a
un proceso de Poisson y que la duracion de las



llamadas estaba exponenciamente distribuida, con
total independencia entre llamadas[34]. Estas
suposiciones resultaron ampliamente validadas por las
mediciones reales de trafico y permitieron desarrollar
métodos de disefio para asegurar una calidad de
servicio dada (que en este caso era un Unico parametro
para todos los usuarios: Probabilidad de bloqueo).
Recordemos que en un proceso de Poisson las llegadas
se producen a interval os exponencialmente ditribuidos
con total independencia entre ellos, esto es,

HA <t]=1-€e"
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Esta total independencia hace que la aplicacion de
este modelo resulte muy facil en andlisis de desempefio
y disefio de redes de comunicaciones. De hecho, el
éxito de este modelo en las redes telef6nicas motivo su
aplicacion d tréfico de datos durante los 70's, con
igual éxito a pesar de que las predicciones del modelo
no resultaban tan exactas. En este caso, la medida de la
calidad de servicio también era una sola para todos los
usuarios (retardo promedio) y asi resultaba fécil
desarrollar métodos de disefio para asegurar una
calidad de servicio dada [34].

Sin embargo, con la digitalizacion total de las
redes y el aumento abrumador de las capacidades de
transmision en los enlaces, ademas de la voz y los
datos surgieron nuevos tipos de servicio como
imagenes y video, los cuales se empezaron a integrar
en una misma red de comunicaciones. Por supuesto, €l
modelo de Poisson para estos nuevos tipos de trafico
resulta invdlido, pues no puede esperarse
independencia entre los tiempos entre llegadas. Asi
pues, a patir de los afios 80's se han venido
desarrollando nuevos modelos de tréfico que tienen en
cuenta esta correlacion entre tiempos de llegada. El
proceso de llegada de paguetes de voz de la figura 1(b),
por giemplo, podria modelarse mediante un proceso
deterministico Markovianamente modulado (MMDP):
El abonado transita de activo ainactivo de acuerdo con
una cadena de Markov de dos estados, en el estado
activo genera paguetes a una tasa constante y en €
estado inactivo no genera paquetes6]. Otro giemplo es
e de lafigura 2, en € que se muestra € tréfico sobre
una red LAN con datos interactivos permanentes y
sesiones esporadicas de transferencia de archivos. Este
trafico compuesto se podria modelar mediante una
cadena de Markov de dos estados. En cada estado, la
llegada forma un proceso de Poisson con distinta
intensidad, por lo que se trata de un Proceso de Poisson
Markovianamente modulado (MMPP)[7]. Estos tipos
de modelos capturan mucha de la correlacion entre
llegadas que impacta el desempefio de la red y cuyo
efecto no se observa con € modelo de Poisson. Los

modelos MMPP han sido especiamente Utiles en €l
modelamiento de tréfico de video con tasa variable de
bits, como MPEG2, en las que la transicién entre tipos
de tramas |, Py B congtituye una cadena de Markov,
cada una con su respectiva tasa promedio de llegadas
tipo Poisson [7].

Otros model os recientes incluyen model os de flujo
continuo, Utiles en aquellos casos en los que cada
unidad de informacion (celda, paquete, bit, etc)
representa una carga infinitesimal para la capacidad de
los medios de transmision. Igualmente se han
empleado modelos autoregresivos en los que e niimero
de paquetes que llegan en un intervalo de tiempo dado
se puede predecir a partir de una combinacion linea
del ndmero de llegadas en los anteriores k intervalos,
siendo € error de prediccion una secuencia de
variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidag7].

Todos estos model os recientes permiten capturar la
correlacion existente entre llegadas de paguetes a
“corto plazo”. Esto es, d calcular la autocovarianza de
los procesos estocasticos correspondientes se encuentra
que la velocidad a la que esta decae en el tiempo es
exponencial, como en (3).

AK) ~ Aexp(-alk) >0 (3)
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Figura2. Modelo MMPP para € tréfico interactivoy
de transferencia de archivos en unared local

Sin embargo, mediciones y estudios recientes han
demostrado que la autocorrelacion en muchisimas
trazas de tréfico reales decae de una manera hiperbdlica
con € tiempo (ver (4)), de manera que que € nimero
de llegadas por segundo en un instante no sélo depende
de lo que pasd hace unas milésimas de segundo sino
también de lo que pasd hace unos segundos e,
inclusive, hace algunos miles de segundos| 30].

A)=Bk? 0<p<1 )

Los modelos de tréfico autosimilar se han
desarrollado precisamente para poder capturar los
efectos de este fendmeno, que se reportd por primera
vez en 1994 con e famoso trabgjo de Leland, Tagqu,
Willinger y Wilson [26]. Este trabajo sento las bases
para € inmenso cauda de resultados de investigacion
gue muestran la autosimilitud como una caracteristica



ubicua cuando se observa empiricamente el tréfico en
redes modernas. Desde entonces se han reportado
evidencias de autosimilitud en casi todos los aspectos
de las redes modernas de comunicaciones tanto LAN
como WAN, bgo IP y bgo ATM, con enlaces de
cobre, de fibra 6ptica o inalambricos, en la navegacién
por laweb o en latransferencia de archivos, etc.[30]

Hoy en dia la autosimilitud se considera un
concepto fundamental para comprender la naturaleza
dindmica del tréfico, el desempefio de las redes y los
procedimientos de control de tr&fico que buscan
proporcionar una calidad de servicio dada. En efecto, €l
descubrimiento de que € trafico puede ser
fundamental mente diferente a como hasta ahora se ha
venido considerando exige reexaminar €l panorama de
las redes de comunicaciones y reconsiderar muchas de
sus premisas basicag32].

JPorqué tantos model os distintos y |a necesidad de
adicionar un modelo més, el del trafico autosimilar? Un
modelo de tréfico solo puede considerarse correcto si
las técnicas de inferencia estadistica utilizadas sobre
trazas de tréfico real permiten concluir que estas
muestras de tréfico son consistentes con e modelo.
Claramente, €l hecho de que estadisticamente se pueda
encontrar consistencia entre un modelo y una traza
muestral no significa que no hayan otros modelos que
se gjusten iguamente bien (o mejor). En este sentido,
los modelos de tréfico autosimilar han demostrado una
gran consistencia con las medidas observadas, las
cuales evidencian fendmenos de escala en las redes
modernas de comunicaciones.

Es de anotar que, por gemplo, los modelos MM PP
y autosimilares han demostrado ser igualmente vaidos
para representar € trafico de una fuente de video
MPEG2[13], incluyendo las principales medidas de
desempefio de un conmutador que acepta este tipo de
trafico[24]. Por supuesto, dado que el modelo MMPP
slo considera la autocorrelacion entre intervalos de
tiempo muy proximos entre si, las técnicas de andlisis
de desempefio y de disefio de métodos de control de
tréfico resultan mucho maés féciles que con € modelo
autosimilar, por lo que e modedo MMPP es €
preferido entre estas dos dternativas igualmente
validag24]. Sin embargo, € inmenso volumen de
diversas medidas de tréfico de altisma calidad
empiezan a develar inconsistencias entre los modelos
tradicionales y las medidas observadas, especia mente
en lo referente a estructuras de correlacién que se
expanden a lo largo de diferentes escalas en e tiempo.
Estos fendbmenos, en cambio, son inmediatamente
capturados por los modelos de tréfico autosimilar, los
cuales se vuelven cada vez més importantes en la
medida en que e desarrollo de las redes de
telecomunicaciones revelan e impacto de estos
fendmenos de escala en €l desempefio de las redes[32].

También es de anotar que para andlisis y control
de desempefio en redes de comunicaciones es

importante tener en cuenta cOmo se comportan los
procesos de tréfico ante la re-escaizacion (la
observacion de los fenébmenos de tréfico a diferentes
escalas de tiempo), ya que e amacenamiento de
paquetes en buffers y la asignacién de ancho de banda
a flujos de paquetes se pueden considerar como
operaciones sobre e proceso re-escalizado.
Especificamente, si un proceso markoviano se re-
escaliza adecuadamente en el tiempo, € proceso que
resulta pierde répidamente la dependencia y se
comporta como una secuencia de variables aeatorias
independientes e idénticamente distribuidas. Una de las
caracteristicas mas deseadas de este tipo de procesos,
de acuerdo con la teoria de las grandes desviaciones, es
que los “eventos raros’ (como la ocurrencia prolongada
de un exceso de llegadas) tiene una probabilidad
exponenciamente pequefia. Este comportamiento se
explica por la poca correlacion entre eventos que se
suceden relativamente separados en € tiempo[30]. En
cambio, si un proceso autosimilar se re-escaliza en €l
tiempo, los fendmenos de variabilidad persistiran de
una escala de tiempo a otra (invarianza a la escala),
como se puede apreciar mas adelante en las figuras 7 'y
8[26]. Enseguida se definen mas técnicamente todas
estasidess.

3. CONCEPTOS FUNDAMENTALES SOBRE
TRAFICO AUTOSIMILAR

La autosimilitud y la fractalidad describen el
fendmeno en e que cierta propiedad de un objeto se
preserva con respecto a la escalizacion en €l tiempo o
en e espacio. Este fendmeno sucede en imagenes
naturales, en el subdominio de convergencia de ciertos
sistemas dinamicos y en muchas series de tiempo
(como los procesos de trafico que nos interesan). En un
objeto autosimilar o fractal, sus partes magnificadas se
asemejan a la forma del objeto completo, donde la
semejanza se mide en alguin sentido adecuado.

3.1 Autosimilitud deterministica

Mediante la iteracion de cierto procedimiento se
puede obtener, por simple construccion, la forma mas
sencilla de autosimilitud. Un buen eemplo es € copo
de nieve de Von Koch (Figura 3), que se construye
dividiendo cada linea en tres segmentos iguales y
remplazando e segmento de la mitad por dos
segmentos iguales, como en un triangulo equilétero. Si
el procedimiento se repite para cada nuevo segmento
indefinidamente, cualquier pequefia porcion de la curva
de Von Koch puede magnificarse para reproducir,
exactamente, una porcion mayor. Esta propiedad se
conoce como “Autosimilitud exacta’.

Obsérvese que un segmento de linea es un objeto
unidimensional autosimilar pues puede dividirse en N
segmentos idénticos, cada uno de ellos escalizado por



el factor r = N'%. Igualmente, un cuadrado es un objeto
bidimensional autosimilar pues puede dividirse en N

= A

Figura 3. Copo de Nieve de VVon Koch, con dimensién
fractal 1.26

cuadrados idénticos, donde el lado de cada uno de ellos
se ha escalizado por un factor r = N2, Finalmente, un
cubo es un objeto tridimensional autosimilar que puede
dividirse en N cubos idénticos, donde el lado de cada
uno de ellos se ha escalizado por un factor r = N*®
(Figura 4). Generalizando, un objeto D-dimensional
autosimilar puede dividirse en N copias mas pequefias
de s mismo donde e lado de cada copia se ha
escalizado por un factor r = N'P. Asi pues, la
dimensiéon de un objeto autosimilar compuesto por N
partes idénticas en las que cada lado ha sido escalizado
por un factor r esD = log(N) / log(1/r). En €l caso de la
curva de Von Koch, cada segmento de linea se
convierte en N = 4 subsegmentos, cada uno de los
cuales se escaliza por un factor r = 1/3, de manera que
su dimensién es D = log(4)/log(3)=1.26. Como ésta es
una dimension fraccional, a estos objetos autosimilares
se les llama también fractales (FRACTiona
DimensionAL). La figura 5 muestra una variacién del
copo de nieve de Von Koch de dimension fractal 1.5.

}—’—’—{ N= (1/r)
N=(Ur)? \
\ D = log(N) / log(1/r)
/
N=(Ur)3

Figura 4. Objetos autosimilares de dimension “fractal”
1,2y3
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Figura 5. Variacion dela Curvade Von Koch con
Dimension Fractal 1.5

Otros objetos fractales pueden surgir de los
subdominios de convergencia de ciertos sistemas
dindmicos. Por eemplo, € famoso conjunto de
Mandelbrot estd formado por los puntos ¢ que no
escapan a infinito bajo la iteracién ¢ = ¢ + ¢, como
muestralafigura 6.

Figura 6. Conjunto de Mandelbrot

3.2 Autosimilitud estocastica

La autosimilitud estocdstica, como la
deterministica, se puede ilustrar visuamente. En la
figura 7(a) observamos € nlmero de paquetes que
transitan por un segmento de una red Ethernet[25], en
periodos de 10 s, esto es, la barra que aparece en €
instante t de la grafica corresponde a numero de
paquetes gque pasaron por ese segmento de lared en €l
intervalo [t, t+10). En la figura 7(b) magnificamos por
un factor 10 una porcién de la figura 7(a), de manera
que reducimos la granularidad a 1 s. Este proceso 1o
repetimos en las figuras 7(c) y 7(d), que tienen
granularidades de 0.1 y 0.01 segundos respectivamente,
esto es, la barra que aparece en € instante t de la figura
7(d) corresponde a nimero de pagquetes que pasaron
por ese mismo segmento de la red en el intervalo [t,
t+0.01).

Debemos admitir que las cuatro gréficas de la figura 7
“se parecen mucho” entre si. Sin embargo, a diferencia
de los objetos fractales deterministicos, cada gréfica no
es una reproduccién exacta de la gréfica anterior. Por
supuesto, seria mucho pedir s esperasemos dicha
fractalidad en un proceso tan aeatorio como la llegada
de paguetes a una red Ethernet. Pero si consideramos
que el tréfico observado es una traza muestral de un
proceso estocastico y restringimos la similitud a ciertas
estadisticas de las series de tiempo reescalizadas,
descubriremos fécilmente autosimilitud exacta en los
objetos mateméticos abstractos y autosimilitud
aproximada en las realizaciones especificas, como la de
lafigura 7. De hecho, basta comparar las gréficas de la
figura 7 con las de la figura 8, que muestran las
llegadas de acuerdo con un proceso de Poisson, con



magnificaciones por un factor 5. En éste Ultimo, a
medida que consideramos intervalos de tiempo
mayores, las llegadas en cada intervalo varian menos,
tanto que a interval os At de mas de cuatro segundos se
obtiene un nimero practicamente constante de llegadas
igual a400-4t. En cambio, lavariabilidad en € proceso
de tréfico de la red Ethernet parece ser invariante ala
escala
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Figura 7. Tréfico observado en unared Ethernet
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Figura 8. Tré&fico obtenido de un proceso Poisson con
intensidad A=400 p/s

Para medir la autosimilitud estocéstica se pueden
utilizar las estadisticas de segundo orden que capturan
lavariabilidad de los procesos. De hecho, la invarianza
a la escala se puede definir en términos de la funcién
de autocorrelacion, pues el decrecimiento polindbmico

(en vez de exponencial) de esta funcion es la
manifestacién de la “dependencia de largo rango” que,
en unaimportante clase de procesos, es equivaente ala
autosimilitud.

3.2.1 Autosimilitud, Autosimilitud de Segundo
Orden, Autosimilitud Asintética de Segundo
Orden y Dependencia de Rango L argo

Consideremos un proceso estocastico de tiempo
discreto {X(t), te4, donde X(t) es € numero de
paguetes que llegan en € intervalo (t-1,t]. El proceso
acumulativo lo llamaremos {Y(t), te 4, donde Y(t) es
el nimero total de paguetes que han llegado hasta el
instante t, de manera que X(t)=Y(t)-Y(t-1). Para utilizar
X(t) como un modelo de tréfico, querriamos que este
proceso fuera “estacionario”, esto es, que su
comportamiento no cambie con desplazamientos en el
tiempo. De otra manera X(t) perderia su atractivo como
una descripcibn compacta de un fenémeno
supuestamente manejable. Decimos que el proceso
estocastico {X(t), te Z} es estrictamente estacionario
s la distribucién conjunta de las variables aeatorias
(X(t), X(to), ... X(t,) es la misma distribucion
conjunta de las variables (X(t;+k), X(t+K), ...,
X(t+K), para todo neN, tyt,...t, keZ Esta
estacionariedad estricta es demasiado restrictiva, pues
nosotros vamos a trabajar, principamente, con
estadisticas hasta de segundo orden. Por eso preferimos
una forma més débil de estacionariedad, la
estacionariedad de segundo orden (o estacionariedad en
e sentido amplio), segin la cua las estadisticas de
primer y segundo orden como € valor esperado,
HB)=E[X(1)], y la funcion de autocovarianza, «t,s)=
E[(X(t)-ut)  (X(9)-u4 ()], son invariantes a
desplazamientos en €l tiempo. Esto es,

4(t) =E[X®)] = E[X(t+K)] =u paratodo t,ke Z
At.s) = E[(X(A)-)(X(8)-1)] = E[(X(t+K)-L0(X(st K)-1)]
= Alt-s)) paratodo t,ske Z

En adelante vamos a suponer que u y o°=x0)
existen y son finitos. Mas aln, por simplicidad vamos a
suponer que 1=0.

Consideremos €l “proceso agregado” con nivel de
agregacion m, X=™, obtenido del proceso original X
mediante la siguiente suma normalizada:

. 1 m
X™(i)== > X(t) ®)
t=1+m(i-1)

Esto es, hacemos una particién de {X(t), te Z} en
bloques no sobrelapados de tamafio m, y promediamos
los valores de cada bloque. El promedio del i-ésimo
bloque es € valor de la i-ésima variable aleatoria del
proceso agregado {X*™(i), ieZ. Denotemos la
autocovarianza de X™™ (i) mediante ¥™ (k). Bgo la



suposicion de estacionariedad de segundo orden,
podemos hacer |as siguientes definiciones

X(t) es exactamente auto-similar de segundo
orden con pardmetro de Hurst He (1/2, 1) si

(k) =%((k+1)2H —kM +(k-D*) (o)

paratodo k>0.
X(t) es asintéticamente auto-similar de segundo
orden con parametro de Hurst He (1/2, 1) si

2
limy™ (k) ="7((|<+1)2H — 2k + (k=) ()
M—e0
paratodo k>0.

Notese la importancia de que € parametro de
Hurst se encuentre en e intervalo abierto (%2,1): Si
H=1/2, las correlaciones (6) y (7) se hacen cero y
obtenemos nuevamente la independencia que queremos
evitar. Si H=1 tenemos que ®K) es constante para todo
k, esto es, la funcion de autocorrelacion es siempre 1y
la aleatoriedad desaparece. La condicién H<1/2 es
artificiosamente irreal y con H>1 se pierde la
estacionariedad de X(t). Por eso cuando se habla de
autosimilitud como en (6) 6 (7), siempre se considera
el rango deH entre Y2y 1.

Si X(t) es exactamente autosimilar de segundo
orden, ¥(k) = 7™ (k) paratodo m>0. De esta manera,
la autosimilitud de segundo orden implica que la
estructura de correlacion se preserva bajo la agregacion
en tiempo (en forma exacta o asintética segin se
satisfaga (6) 6 solamente (7)).

La forma de las funciones de autocorrelacién de
las ecuaciones (6) y (7) no es arbitraria. En efecto,
consideremos un proceso estocastico en tiempo
continuo, {Y(t), t=0}. De acuerdo con las definiciones
deterministicas de autosimilitud, la version estocastica
més natural seria la invarianza de la distribucién a la
escala, esto es, Y(t) es exactamente autosimilar con
pardmetro de Hurst H si

d
Y(t)=a"Y(at) ®)

Pero este proceso no podria ser estacionario puesto

que s la media x4 y la varianza o©° fueran
independientes del tiempo, necesitariamos u=a'u y
o=a®'o?, 1o cua requiere u=0"=0. Esto es, Y(t) sblo
puede ser estacionario si fuera degenerado, Y(t)=0 Vt.
De hecho, con un poco de manipulacién matematica,

podemos encontrar que la autocovarianza de Y(t) es
2

7(t,s)=%(t2” —(t—9)*" +sz“) 9

Como una simple verificacién, nétese que
AtH)=ct*. En efecto, usando t=1 en (8) vy
renombrando a como t, obtenemos Y(t)=4 t"VY(1).
Elevando al cuadrado y tomando el valor esperado a
cada lado obtenemos e mismo resultado, donde o =

E[Y(1)F.

Consideremos ahora e respectivo proceso de
incrementos X(t)=Y(t)-Y(t-1). Expandiendo X(t)X(s) en
términos de Y, tomando el valor esperado y utilizando
(9), encontramos que la autocovarianza de X no
depende de los valores absolutos de t y s sino sdlo del
valor relativo k=(t-s), exactamente como en (6). Por
esa razén es que se define una forma de autosimilitud
menos restrictiva que (8), que es la autosimilitud de
segundo orden (exacta o asintética) definida
anteriormente mediante (6) y (7).

Por supuesto, el proceso agregado X™™ tampoco
es arhitrario. En efecto, nétese que

X Q=3 X () =Y (m)-Y(0)
de manera que, de (8_),

d
X (@Q)=m"*(Y(1) - Y(0)) = m" X ()
Esto es, las distribuciones de X y X™™ también

estan relacionadas por una simple relacion de escala

gue involucra el pardmetro de Hurst H:

d
X=mH X<™ (10)

Por eso las definiciones de autosimilitud de
segundo orden (exacta y asintética) exigen que X y
m-X“™ tengan |a misma estructura de autocorrelacion
(paratodo m 6 param grande).

Respecto a pardametro H, de (10), Var(X™™) =
m™AVar(X). Viendo X*™ como una media muestral de
tamafio muestral m, s las muestras fuesen
independientes sabemos que la varianza de X™™ seria
Var(X*™) = m*Var(X), que es el caso con H=Y%. Para
I<H<1, larelacion es

Var(X*™) = m?Var(X)
con 0<f<1l y H=1-f2.Esta relacion indica una
estructura de dependencia muy particular entre las
muestras X(t), la cual hace que la convergencia de
Var(X*™) hacia cero, a medida que crece e “tamario
muestral” m, sea més lenta que m™.

Mé&s aln, considerando la funcién de
autocorrelacion  r(K)=/K)/Var(X), una aproximacion
asintéticamente exacta es

r(k) :%((k+1)2” — 2k + (k=) )= H(2H -1k

y, para¥<H<1, € comportamiento asintético der(k) es
r(k)=ck”, con 0<p<l. Esto es, la funcién de
autocorrelacion decae muy lentamente
(hiperbdlicamente), lo que conduce a la propiedad de
que lafuncion de autocorrelacion es “no sumable’:

Dor(k)=co (11)

k=—c0
Cuando r(k) decae hiperbdlicamente de manera tal
que la condicién (11) se cumple, decimos que €l
proceso estacionario X(t) tiene una dependencia de
rango largo. Una definicion esencial mente equivalente
se puede dar en e dominio de la frecuencia, diciendo



que la densidad espectra 7{v) debe satisfacer la
relacion

I'(v) -1 Y r(ke™ =clv[* asv—0 (12)

27 .
paraalgin ¢c>0 y 0< o=2H-1< 1. Estadivergencia
de la densidad espectral cerca a origen indica una
importante contribucion de los componentes de bagja
frecuencia.
Noétese la diferencia conceptual entre autosimilitud

y dependencia de rango largo. Hay procesos
autosimilares que no poseen dependencia de rango
largo y viceversa. Sin embargo, bajo la restriccion Y2 <
H < 1, existe una doble implicacion entre autosimilitud
y dependencia de rango largo y por eso muchas veces
Se usan como conceptos idénticos.

3.2.2 Movimiento Browniano Fraccional y Ruido
Gaussiano Fraccional

El gemplo més importante para procesos
(exactamente) autosimilares corresponde a
movimiento browniano fracciona y al ruido gaussiano
fraccional[28]. Y(t), teR, es un movimiento
browniano fraccional con parametro 0 < H < 1 s Y(t)
es gaussiano, exactamente autosimilar y tiene
incrementos  independientes. Al proceso  de
incrementos X(t) = Y(t+1)-Y(t) se le conoce como
ruido gaussiano fraccional.

Para introducir estos procesos, podemos empezar
por recordar e movimiento browniano,

Y(tz)_Y(tl) = N(O’ o’ '|t2 _t1|)

Suponiendo que Y(0)=0, obtenemos Y(t)~N(0,t]), de
manera que Y(at)~a>N(0, &’lt]). De acuerdo con (8), €
movimiento browniano es exactamente autosimilar con
pardmetro H=1/2. Su proceso de incrementos X(t) =
Y(t+1) — Y(t) ~ N(0,0°) es ruido blanco gaussiano. Este
es un gemplo perfecto de un proceso autosimilar que
no sblo no tiene dependencia de rango largo sino que
es completamente no-correlacionado (de hecho, los
incrementos del  movimiento  browniano  son
independientes!). Con %2 < H < 1, e movimiento
browniano fraccional obedece a

Y(t,)-Y(t,)= N(0,0'2 -t~ ) 13)

de manera que se trata de un proceso no estacionario
con funcioén de autocorrel acion

2H
7Y(t,s):0-7(t2|-| el _(S_t)ZH )

como en (9). Su proceso de incrementos X(t) = Y(t+1) —
Y(t) sigue siendo ~ N(0,6?), pero ahora con funcién de
autocorrelacion

2H

Vx (t): 0-2

que sereduce a x(t)=0 si H=1/2.

(t+2" + (-2 - 2% )= o?H(2H -2 t—>eo

Es facil utilizar la estructura de correlacion de un
movimiento browniano fraccional para generar trazas
muestrales. Por gemplo, en 1920 Wiener desarroll6 un
algoritmo que es una extension natural de la
construccion de VonKoch: e desplazamiento aleatorio
del punto medio[9]. Si Yu(t) es un movimiento
browniano fraccional con E[(Yy(t+1)-Yu(t))] = o7, de
acuerdo con (13) y suponiendo por simplicidad que
Y4(0)=0, obtenemos E[Y (1) = Atf*. Asi pues, s
escogemos Y 1(0)=0y Y (1) como una muestra de una
variable aleatoria normal con media cero y varianza ¢,
podemos generar una muestra del punto medio asi:
Yu(1/2) = 0.5[Yu(1) + Y4(0)] + A, donde A; es una
variable aleatoria norma con media cero y varianza
0°2%[1-2"9, de manera que se satisfaga (13) para
=12 y t;=0 asi como para t=1 y t;=1/2.
Similarmente, Yy(1/4) = 0.5[Yu(V2) + Y4(0)] + Ay,
donde A, es una variable aleatoria hormal con media
ceroy varianza 0°4#[1-2*"?. En general, Yu(1/2") =
0.5[Yu(1/2™Y) + Y4(0)] + A,, donde A, es una variable
aeatoria normal con media cero y varianza ¢°2°"[1-
222 (Nétese que ésta es sdlo una aproximacion
porque, aunque Var[Yu(1/2") - Yu(0)]= Var[Yu(1/2™) -
Yu(1/29]=...= Var[Yu(1) - Ya((2-1)/2"]= 6*2°™, no
es cierto que Va[Yy(a+1/2") - Yy(@)]= o2°™ para
todo a). La figura 9 muestra un programa en Matlab
para generar trazas de movimiento browniano
fraccional mediante desplazamiento del punto medio y
unasalidatipica

v(N)=sigma*randn; %
y=RecursionPuntoMedio(y,1,N,1,niveles,sigma,H); %

function x=RecursionPuntoMedio(x,i1,13,nivel,Nniveles, sigma,H)
% Es e la recursiOn para generar puntos medios

% a
i2=(11+13) /2; medio
delta=sigma* (2" (-nivel*H)) *sqrt (1-2" (2*H-2)
x(12)=0.5% (x(i1) +x(i3)) +delta*randn; % Gene
if nivel<Nniveles % Genera los puntos med:

x=RecursionPuntoMedio(x,il,i2,nivel+1,Nniveles, sigma, H);

x=RecursionPuntoMedio(x,i2,13,nivel+1,Nniveles, sigma, H) ;
end

N

0 L L L L L L L L L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 9. Generacion de trazas muestrales de
movimiento browniano fraccional
mediante desplazamiento aleatorio
del punto medio.



Por supuesto, existen muchas técnicas adicionales.
Por ejemplo, haciendo uso de (12), podemos usar
sintesis espectral de movimiento browniano fraccional.
En efecto, sabemos que a filtrar ruido blanco con un
filtro lineal con respuesta en frecuencia H(f), €
espectro de potencia a la salida es proporciona a
[H(f)]°. Correspondientemente, si expresamos la sefial
X(t) como

X ()= a exp(2i)

es suficiente con escoger los a, aeatoriamente de
manera que E(|a?) sea proporcional a k” para obtener
S(f) proporcional a f#, donde f=2H+1. Nétese que,
aunque en (12) usamos o=2H-1 para € proceso de
incrementos (ruido browniano fraccional), aqui usamos
p=2H+1 para el proceso agregado (movimiento
browniano fraccional). Este concepto puede extenderse
facilmente a multiples dimensiones, como se muestra
enlafigural10[9].

function PaisajeFractal (N,Nc)
% Este programa dibuja un paisaje fractal en un cuadrIcula NxN con Nc

& compo s frecuenciales, mediante sIntesis espectral

% Marco A. Alzate, Universidad Distrital, 2002.

W=££t2 (randn (N)) ;
V=zeros (N,N) ;
for i=1:Nc

V(i,1:Ne)=1./(i"2 + (1:Nc)."2);
end
y=real (1fft2 (W.*V));
zero=2* (max (max (y) ) +min (min(y))) /3;%
y=y-zero; y=y.*(y>0);
surf (y) ;

% Ruido Blanco g

Determina el nivel del mar
a un valle al nivel del mar

$ Y dibuja el paisaje

Figura 10. Generacion de paisgjes fractales mediante
sintesis espectral de movimiento browniano

Muchas técnicas semejantes a estas pueden
utilizarse para generar trazas muestraes de tréfico
fractal modelado como movimiento browniano
fraccional. Una de ellas es de especiad interés para
nosotros pues surge de una posible explicacién del
fenbmeno de la autosimilitud en redes de
comunicaciones a partir de las distribuciones de
probabilidad de variables tales como el tamafio de los
archivos de las péginas web, los tiempos de conexién
de muchas sesiones y/o conexiones, etc. Se trata del
multiplexaje de cierta clase de procesos on/off, como
se explica en la siguiente seccion.

ssiano bidimensional
% Respuesta en frecuencia del filtro 1/f

% Filtra el ruido para obtener FBM 2D

3.2.3 Distribuciones con Colas Pesadas: ¢Porqué la
Fractalidad?

Una variable aleatoria Z tiene una distribucién de
colapesadasi

P[Z>x]=cx®, x—>eo (14)

donde ¢ es una constante positivay 0 < ¢ < 2 es €l
parametro de forma o indice de la cola de la
distribucion. Aunque existen definiciones técnicamente
més sutiles que involucran funciones de variacion
lenta, los conceptos principales se pueden extraer de
esta definicion ligeramente més restrictiva pero mucho
maés préctica.

Obsérvese de (14) que la cola de la distribucion
decae hiperbdlicamente en contraste con las
distribuciones de cola liviana, como las distribuciones
exponencial 0 gaussiana, cuyas colas decrecen
exponenciamente. lgualmente, la varianza de Z es
infinita (s 0 < < 2) eincluso e vaor medio puede
ser infinito s 0 < o < 1. La propiedad (14) se cumple
paratodo x en € caso de la distribucion de Pareto,

P[z < x]:1—(gja, b<x

donde 0< o< 2ese pardmetro deformay b>0esel
parametro de localizacion. La varianza de una variable
aleatoria con distribucion de Pareto esinfinita. El valor
medio es obl(er1l) S a> 1, o infinito s o< 1. La
figura 11 compara la funcién de distribucion
complementaria en escala log-log (CDplot) para una
distribuciéon exponencia y una distribucion de Pareto
que representan el tiempo de transmisin de un archivo.
Aunque ambas distribuciones tienen e mismo valor
medio, sdlo uno de cada 10000 archivos tarda més de 3
segundos en el caso exponencial, mientras que 3 de
cada mil 1o hacen en el caso de Pareto.

10°

10}

107}
10°}
—— Distribucién Complementaria de Pareto \
—— Distribucién Complementaria Exponencial “
-, N\
0' ‘ —— ‘ 2
10° 10" 10 10" 10

Figurall. CDplot del tiempo detransmision de un
archivo, modelado como unavariable alea-
toriaexponencia (azul) o de Pareto (rojo).



Laprincipal caracteristica de unavariable aleatoria
con distribucién de cola pesada es su variabilidad
extrema, esto es, puede tomar valores extremadamente
grandes con una probabilidad no despreciable. Al
tomar muestras de dicha variable, la gran mayoria de
valores seran pequefios pero algunos valores seran muy
grandes, de manera que la convergencia de la media
muestral es lenta, especialmente si o se aproxima a 1.
Otra caracteristica importante de estas variables
deatorias es la predecibilidad. Supongamos que la
duracion de una conexion a una red es una variable
aleatoria con cola pesada y queremos averiguar cud es
la probabilidad de que la conexion persista en € futuro,
dado que ha estado activa por t segundos. Con
distribuciones de cola liviana (asintéticamente
exponencia), la prediccién es independiente de t, de
manera que nuestra incertidumbre no disminuye a
condicionar en mayores periodos de actividad. Pero
con distribuciones de cola pesada, entre mayor sea €
periodo de actividad observado, mayor es la certeza de
que la conexion persistaen el futuro.

Debido a dicha predicibilidad, las variables
aeatorias con distribucion de cola pesada conducen a
procesos estocasticos con dependendencia de rango
largo. En efecto, considérese un modelo de N fuentes
independientes de trafico, Xi(t), ie[1,N] donde cada
fuente es un proceso de renovacién on/off y en los que
tanto los periodos de actividad como los de inactividad
son independientes e idénticamente distribuidos. Sea
S\(t) = Zi=1.\Xi(t) € tréfico agregado en € instantet,
como se representa en la figura 12. El proceso
acumulativo Yy(at) se define como /Oat Su(7)dz, donde
a>0 es un factor de escala. Si X;(t) mide & nimero de
paguetes por segundo que genera la fuente i en €
instante t, Yy(at) mide e numero total de paguetes
generados hasta €l instante at.

X(0)
B 1 I 1
T u I X

Si(t)

Figura 12. Tréafico agregado proveniente de tres
fuentes on/off

Si la duracion de los periodos de actividad, 7o, €S
una variable aeatoria con distribucion de cola pesada y
parametro de forma 1 < o < 2, se puede demostrar [39]
que el proceso acumulativo Yy(at) se comporta como

un movimiento browniano fraccional en el sentido de
que, paraNy o grandes,

d
Y. oty L]
E[Ton] + E[Toff ]
donde By(t) es un movimiento browniano fraccional
con varianza 1 y parametro H = (3 — @)/2, mientras c es
una constante positiva que solo depende de las
distribuciones de 7on Y Torr.

Nat +cv/Na" B, (t)

3.2.4 Estimacién del parametroH

Al modelar tréfico como movimiento browniano
fraccional, debemos gjustar € valor medio, la varianza
y € pardmetro H para que correspondan con los
respectivos estimados estadisticos tomados de
mediciones de trafico read. Més dla de la lenta
convergencia de los estimadores tradicionales para la
media y la varianza, no existe mayor dificultad en
obtener valores adecuados para estos dos parametros
(claro, si la ergodicidad es una suposicion vélida). Sin
embargo, la estimacion del parametro H es mucho més
dificil. Una de las técnicas més utilizadas es €
diagrama varianza-tiempo, basado en (10). En efecto,
tomando las varianzas a ambos lados de (10)
obtenemos Va[X™™] = mAvar[X], con A=2(1-H).
Tomando € logaritmo a cada lado de la ecuacién
anterior obtenemos

log{var X <™ |)= log(var[X ])- Blog(m)
de manera que a graficar log(Var[x"™1]) contra log(m)
obtendremos una curva cuya pendiente es 2(H-1).

Cuando se tiene una serie de tiempo
suficientemente larga como para estimar con suficiente
precision la varianza de | as series agregadas (5) paraun
amplio rango de valores de m, podemos construir la
grafica anterior usando dichas estimaciones. Si
detectamos algun tipo de alineacion con una pendiente
entre —1 y 0, podemos interpretarla como un fenémeno
de dependencia de largo rango y la pendiente (obtenida
mediante regresion lineal) resulta un estimador de 2(H-
1). La figura 13 muestra un ejemplo obtenido de los
100000 primeros paquetes de [25]. La curva roja es €l
diagrama varianza-tiempo y la curva azul es el guste
de minimos cuadrados, que produce una pendiente de —
0.6, para una estimacion de H igual a 0.7. (Nétese que
esta técnica de estimacién no es sélo vdida para
movimiento browniano fraccional sino para todo
proceso con dependencia de largo rango, para lo cual
toca encontrar un my minimo a partir del cual se detecte
alineacion antes de efectuar laregresion).

3.25 Otros M étodos y Otros M odelos
Existen muchos otros métodos para estimacion de

parametros de procesos autosimilares, tales como €l
andlisis R/S, el periodograma o € estimador de Whittle



p-polyfit (log(1:N),log(v),1
plot (log (1:N),log(v), 'r-', [
Hep(1)/2 + 1;

)i s
0 log(N)], [p(2) p(2)+
% Bsti

0 1 2 3 4 5 6 7

Figura 13. Diagrama Varianza-tiempo parala
estimacion de H

[35,23]. Todos €ellos han demostrado ser (tiles en
diferentes situaciones, a pesar de ciertas dificultades
inherentes a cada uno de ellos. Sin embargo, una
técnica de estimacion de pardmetros de procesos
autosimilares que estd ganando cada vez més
popularidad es la de la transformada wavelet [4].
Efectivamente, como la autosimilitud se refiere a la
invarianza en la escaa de diferentes estadisticas de los
procesos de trafico y la transformada wavelet se disefid
para estudiar sefidles en el dominio de la escald5],
existe una afinidad natural entre los fendnemos
autosimilares y la transformada wavelet. Mas aln, los
coeficientes wavelets de procesos autosimilares
reproducen la autosimilitud entre escadas (la
distribucion de los coeficientes ala escalaj es idéntica
a la distribucion de los coeficientes a la escala 0
previamente escalizados por 2®*Y?) 'y son
estacionarios dentro de cada escala; mas ain, s la
wavelet madre tiene un numero suficiente de
momentos desvanecientes, la correlacion entre los
coeficientes es practicamente cero[1]. Asi pues, basta
con graficar €l logaritmo de la energia de la traza
muestral de trafico versus la escala para detectar
autosimilitud (mediante alineaciones) y estimar el
pardmetro Hurst (mediante regresion lineal). Més aln,
como la generacién de los procesos estocasticos
correspondientes a los coeficientes wavelets es
estadisticamente eficiente, la transformada wavelet
también se constrituye en una excelente técnica de
sintesis de procesos fractaleq 19].

Igualmente existen otros modelos diferentes al
movimiento browniano fraccional tales como los
procesos FARIMA(p,d,q) [2] o los procesos M/G/e
[31]. Sin embargo, aqui también han habido desarrollos

mucho més recientes en los que el tréfico de red se
modela directamente en e dominio de la escaa
mediante wavelets [27]. Méas aln, existe una clase de
procesos de escala generalizados cuyo comportamiento
no se puede describir mediante un Unico exponente de
escala (movimiento browniano  multifraccional,
procesos multifractales, cascadas multiplicativas, etc.).
Estos modelos permiten unas estructuras de escala
mucho mas ricas y, en ese sentido, han demostrado ser
muy Utiles en el modelamiento de trafico. De hecho, la
multifractalidad se ha evidenciado en trazas muestrales
de tréfico debido al efecto de cascada multiplicativa
que producen los protocolos de la red[33]. Para todos
estos fendmenos, los modelos wavelet multifractales
(MWM) han demostrado ser de gran utilidad[33].

4. Conclusiones

Los modelos tradicionales de tr&fico son
insuficientes para explicar muchas de las caracteristicas
observadas en e tréfico de las redes modernas de
comunicaciones, especialmente en cuanto a las
estructuras complejas de correlacion que se extienden a
muchas escalas. Los modelos de tréfico autosimilar
capturan los efectos de estas estructuras de correlacion.
En este articulo se presentaron definiciones sencillas de
conceptos importantes en el modelamiento de trafico
mediante procesos autosimilares. En particular, se
definié la autosimilitud deterministica y las diferentes
formas de autosimilitud estadistica (exacta, de segundo
orden, asintética de segundo orden), la dependencia de
largo rango, la distribucion de cola pesada, €
movimiento browniano fraccional y el diagrama
varianza-tiempo. Finamente se menciondé muy
brevemente como la transformada wavelet se convierte
en una herramienta muy (til no solo para deteccion,
estimacién y sintesis sino para modelamiento mismo de
tréfico.
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