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Prefacio

El nivel de abstraccion conceptual que distingue a un magister/doctor de un ingenierdyse verifica
principalmente en que el ingeniero tiene la habilidad de seleccionar y utilizar el modelo matematico
apropiado para un problema dado (disefio), mientras el magister/doctor es capaz déelaborar el modelo
matematico adecuado para un problema novedoso (investigacion). Por eso el magister/doctor necesita
una fundamentacion matematica mucho mas solida, pues ¢l debe abstraerde una realidad compleja
los aspectos mas relevantes asociados con un objetivo particular de estudio, y formularlos en el
contexto formal y riguroso de las matemadticas para obtener conclusiones que permitan comprender o
controlar el sistema bajo estudio. En redes de comunicaciones,, estos modelos matematicos deben
relacionar la capacidad de la red y la demanda de los usuario§ con las medidas de desempefio que la
red ofrece, de manera que resulten utiles en el disefio, el control y el analisis de las redes. En particular,
los modelos matematicos asociados con las redes” de comunicaciones deben representar,
fundamentalmente, la incertidumbre de los ingenieros respecto a su objeto de estudio. En efecto, si
bien podria pensarse que los componentes de la.red (equipos y protocolos) tienen un comportamiento
deterministico, ellos existen para satisfacer las-demandas de los usuarios, las cuales se presentan en
cantidades aleatorias y en instantes de tiempo aleatorios'.

Considere, por ejemplo, una sesion\fip (file transfer protocol). La transferencia de un archivo de cierto
tamafio (en bytes) toma cierto tiempo (en segundos), de donde se puede calcular la velocidad de
transmision o tasa de transferencia (en bits por segundo, bps). fip ofrece mediciones de estas tres
cantidades al presentar reésultados como los siguientes (datos consecutivos reales):

Tamafio del Tiempo de trans- Tasa de trans-

archivo (bytes) ferencia (segundos) | ferencia (bps)
1°352.663 5.2 2°081.020
768.023 3.3 1°861.874
3°114.271 11.9 2°093.627
569344 1.8 2°530.418
8°682.209 34.1 2°036.882
2°118.124 8.0 2°118.124
935.936 3.2 2°339.840

Se puede observar como no solo el tamafio de los archivos y el tiempo de transferencia varian de
manera imprevisible, sino que el caudal mismo también cambia entre un archivo y otro a pesar de
tratarse de la misma conexion usada de manera consecutiva. Por supuesto, esto no debe
sorprendernos: diferentes conexiones se establecen con el servidor fip en instantes de tiempo que no

! Algunos protocolos (de acceso multiple, de control de congestion, de seguridad, etc.) hacen uso de nimeros
pseudo-aleatorios, esto es, tampoco son deterministicos.
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podemos predeterminar; el numero de archivos que se transferiran en cada conexion tampoco es
predecible con anterioridad; no se puede conocer de antemano la duracidon de cada archivo; fip ofrece
un servicio confiable, de manera que debe detectar y corregir errores, los cuales se presentan de
manera impredecible en los medios de transmision debido al ruido y a la imperfeccion de los enlaces;
etc. Por supuesto, el magister/doctor en redes de comunicaciones debe ser capaz de incluir dicha
incertidumbre dentro de sus modelos matematicos, para lo cual se usa el modelado probabilistico de
los tiempos entre llegadas y las intensidades de las demandas de los usuarios de una red, asi como las
pérdidas por errores de transmision, entre otros eventos inciertos.

En estas notas estudiaremos los fundamentos de la teoria de la probabilidad, las variabl€s aleatorias
y los procesos estocasticos, los cuales proporcionan herramientas utiles en el analisis de redes de
comunicaciones. El enfoque hacia las redes de comunicaciones se debe a que estasotas constituyen
los apuntes de clase de los cursos que he dictado en algunos programas de maesttia'y doctorado de la
Universidad Distrital, que suelen incluir muchos ingenieros electronicos y desistemas que inician sus
estudios de posgrado con énfasis en teleinformatica y temas afines.<Sin embargo, los conceptos
fundamentales que se estudian constituyen abstracciones matematicas adecuadas para una gran
cantidad de realidades en todas las areas de las ciencias y las ingenierias. Por eso, éste es un libro de
matematica y no de redes de comunicaciones o de ingenieria de teletrafico. Pretende ser una
introduccion general pero formal a la teoria de las probabilidades, variables aleatorias y procesos
estocasticos para estudiantes que inician su formacidonpésgradual, ya sea en teleinformatica o en
cualquier otra disciplina de la ingenieria. La unica“particularidad es que, en los ejemplos de
aplicacion, los dados, las monedas y las bolas de billar han sido cambiados por bits, paquetes de datos
y enrutadores. De hecho, el principal objetivosde estas notas no es aprender a usar y desarrollar
modelos probabilisticos en redes de comunigaciones; el principal objetivo es migrar desde el enfoque
pragmatico con que se estudian la probabilidad, las variables aleatorias y los procesos estocasticos en
el pregrado hacia la formalidad yla’vigurosidad que se requiere en un programa de posgrado en
ingenieria. El uso de un tipo espeeifico de ejemplos no es tan significativo pues, después de todo, un
estudiante de maestria/doctorado debe tener la capacidad de abstraccion necesaria para reconocer las
posibles interpretaciones dé-un ejemplo particular: ;Cuanto se parece lanzar una moneda para ver si
cae cara o sello a recibit i bit para ver si es uno o cero? ;Cuan diferente es el problema de un juez
que tiene que determimar la culpabilidad o inocencia de un acusado a partir de las evidencias, y el
problema de un.médem que debe determinar si se transmitié un uno o un cero a partir de la sefal
recibida? Es es¢nivel de abstraccion y de conceptualizacion el que se espera de un magister/doctor
en ingenieria y, en ese sentido, la escogencia particular de los ejemplos de aplicacion no debe ser
releyante.

Para facilitar el estudio de los temas del libro, se han enumerado los conceptos, ejemplos y ejercicios
de manera consecutiva. En efecto, he notado que, ante el amplio contenido de los cursos que podrian
basarse en este libro, resulta conveniente considerar pequefias unidades conceptuales que puedan irse
interconectando, de una en una, hasta formar la intrincada malla conceptual de las probabilidades, las
variables aleatorias y los procesos estocasticos. En mi experiencia docente, el uso de conceptos breves
y precisos ha permitido a los estudiantes ir construyendo la estructura general del conocimiento
gracias a que les facilita recordar conceptos precisos de manera rapida en los momentos en que se
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necesitan. Espero que este mismo efecto se logre al subdividir de la misma manera el contenido de
estas notas. Por supuesto, la construccion del conocimiento siempre serd incompleta si no se hacen
muchos ejercicios de aplicacion de cada uno de los conceptos enumerados. Aunque iremos afiadiendo
mas ejemplos y ejercicios a estas notas, se recomienda al estudiante complementarlos con muchos
ejercicios adicionales de la literatura sugerida.

Por ultimo, quisiera agradecer sinceramente a mis estudiantes de los Ultimos 26 afios, a quienes
considero coautores de estas notas.
Marco Alzate, Bogota, junie,de 2016
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I. Introduccion

1. Modelado Matematico en Ingenieria

El modelado matemdatico consiste en abstraer de una realidad compleja los aspectos mas
relevantes asociados con un objetivo particular de estudio, y formularlos en el contexto
formal y riguroso de las matemdticas. Para ello, se asocia la realidad bajo estudio con
un sistema, se identifican los componentes que intervienen en dicho sistemay sé
determinan las variables descriptivas de esos componentes, se identifican las reglas de
interaccion entre los componentes y se determina los parametros descriptivas de esas
interacciones. Ese sistema asi formulado constituye un modelo matematico déla realidad
compleja que se quiere estudiar. Al operar con dicho modelo matematico, se obtendran
conclusiones que podrian remitirse directamente a la realidad bajo. estudio. La utilidad
de estas conclusiones para comprender o controlar dicha realidad determinara la validez
del proceso de modelado matematico. Para evaluar el modelo.matemdtico se pueden usar
técnicas analiticas, experimentales o de simulacion. Estas\técnicas no son excluyentes
sino que, al contrario, se complementan entre ellas.

La ingenieria es la aplicacion creativa de principios cientificos para disefiar, construir y operar
estructuras, maquinas o procesos, de manera que Se pueda conocer su comportamiento bajo
condiciones especificas de operacion, todo con respgcto a una funcion precisa y con criterios estrictos
de desempefio, economia y seguridad?’.

Por principios cientificos nos referimgs)al proceso de generacion de conocimiento verificable
mostrado en la Figura 1, segiin el cual.observamos el mundo natural (realizamos experimentos) de
manera que, a partir del analisis 'de las observaciones, obtengamos alguna generalizacion del
comportamiento de la naturaleza. Por supuesto, dicha observacion debe obedecer a una pregunta
significativa que queremos-sesponder empiricamente, de manera que el analisis de los resultados
obedezca a un proceso ’de-razonamiento l6gico y coherente. Después de haber acumulado suficiente
evidencia empirica;/ s€¢ usa un proceso de induccion para construir una teoria sobre dicho
comportamiento, {a cual debe ser verificable. Esto es, a partir de la teoria podremos deducir algunas
hipodtesis queynos permitirian predecir el comportamiento de la naturaleza ante condiciones
particulares. )Si estas predicciones resultan satisfechas en experimentos de verificacion adecuados,
podemos ir ganando confianza en la teoria propuesta. Por supuesto, estos experimentos de
vetifidacion deben conducirse con suficiente rigor como para que cualquier persona pueda replicarlos
indépendientemente y obtener conclusiones semejantes.

2 En particular, la ingenieria electronica aplica los principios fisicos del electromagnetismo y la mecanica
cuantica para capturar, almacenar, transmitir y procesar informacion. Las diferentes areas de actuacion de la
ingenieria electronica (dispositivos de estado solido, circuitos electronicos, telecomunicaciones, sistemas de
radio, sistemas de control, automatica, procesamiento de sefiales, ingenieria de sistemas, ingenieria de
computadores, instrumentacion, etc.), algunas de las cuales se han constituido en disciplinas ingenieriles
independientes, estan todas ellas relacionadas intimamente con las redes de comunicaciones.
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Figura 1. Método cientifico

Noétese que con este procedimiento se hace imposible demostrar la verdad de unatcoria cientifica: La
ciencia no tiene verdades, soélo teorias. Si construimos una teoria con una“abrumadora evidencia
empirica, bastara un solo resultado en contra para desbaratar la teoria. L1as teorias cientificas son s6lo
ideas que estan evolucionando permanentemente.

En todos los procesos del método cientifico, desde el planteamiento de la pregunta a resolver y el
disefio de experimentos hasta los procesos 16gicos de analisis, d€duccion e induccidn, se usa un modelo
de la realidad. En el caso de los principios cientificos,‘que usa la ingenieria, estos modelos son,
invariantemente, modelos matematicos. Sidney Harris ha capturado apropiadamente muchas de las
caracteristicas del método cientifico y de su modelamiento matematico, como muestra la Figura 2.
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Figura 2. Sobre el método cientifico (© Sldney Harris, http://www.sciencecartoonsplus.com)

Asi pues, mientras la ciencia usa el método cientifico para analizar las observaciones hechas de la
naturaleza, proponiendo teorias para comprender y explicar su comportamiento, la ingenieria usa sus
resultados para predecir dicho comportamiento de manera que se pueda hacer disefios que permitan
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actuar sobre ella misma para facilitar y mejorar las condiciones de vida de la humanidad. Esta
consideracion suele conducir a comparaciones como las de la Figura 3 aunque, a medida que la ciencia
y la ingenieria se enfocan mas hacia el estudio de los sistemas complejos (sistemas que se auto-
organizan con base en procesos locales de percepcion, aprendizaje, evolucion y adaptacion), se
empieza a difuminar esa diferencia entre ciencia e ingenieria, pues el proceso de comprension del
mundo ya no se distingue del proceso de actuacion sobre el mundo, como veremos en la definicion 2.

Ciencia e Ingenieria

Analizar Actuar S
L]

Comprender Disefar
) &(b

Figura 3. Una comparacion simplista pero reveladora entre)Ciencia e Ingenieria

Claro, el ingeniero desarrolla sus disefios sobre un modelo matefhatico antes de implementarlo para
actuar en la realidad. Si no se usa un modelo matemétic‘()b se hace ingenieria.

Como se menciono en el resumen de este apartado, %.p\mdelado consiste en abstraer de una realidad
compleja los aspectos mas relevantes asociados con un objetivo particular de estudio, y formularlos
en el contexto formal y riguroso de las mat ticas. Al operar con el modelo asi formulado, se
obtendran conclusiones que deberian pod@e aplicar a la realidad bajo estudio. La utilidad de estas

conclusiones para comprender o contrg{@el sistema bajo estudio determinara la validez del proceso

de modelado matematico. @‘b’
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Figura 4. Proceso de modelado matematico
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Asi pues, el modelado matematico comprende algunas etapas
e Identificacion de componentes
e Determinacion de variables descriptivas de esos componentes
e Identificacion de reglas de interaccion
e Determinacién de parametros de esas interacciones

Por ejemplo, para describir la traslacion de la luna alrededor de la tierra podemos proceder asi:

e Identificacion de componentes: La luna y la tierra (jsuponemos que ningun otro objeto del
universo las perturba!).

e Determinacion de variables descriptivas de esos componentes: Posicion y velocidad de la
tierra y de la luna (jsuponemos que son puntos infinitesimales o;,aL"menos, esferas
homogéneas!)

e Identificacion de reglas de interaccion: Dos objetos se atraen consuna fuerza directamente
proporcional al producto de sus masas e inversamente propercional al cuadrado de la
distancia entre ellos (ley universal de la gravedad —Newton=),

e Determinacion de parametros descriptivos de esas interacciones: La constante de
proporcionalidad (G=6.674x10""! m’kg's?), la masar de la tierra (M7~5.9724x10* kg), la
masa de la luna (M;~7.346x10%* kg), la distancia entre la tierra y la luna (d~3.84403x10° km
en promedio, 3.63026x10° km en el perigeo,*4.05610x10° km en el apogeo) y la velocidad
de la luna ([v[=1.022x10° ms™! en promedio, 17082x10°> ms™! en el perigeo, 9.7x10% ms™! en el
apogeo).

La siguiente figura muestra otro aspecto-de-la realidad: una pila, un interruptor, una resistencia y un
condensador en serie; también se muiestra un modelo matematico asociado con esa realidad. Por
supuesto, hay muchos aspectos de\la realidad que el modelo matematico no captura: La inductancia
presente en la resistencia, los efectos de las soldaduras potencialmente defectuosas, la polaridad del
condensador electrolitico, los rebotes mecanicos del interruptor, etc. Pero, como se menciond hace
un momento, se trata dé_construir una representacion conceptual de la realidad abstrayendo los
aspectos mas relevantes asociados con un objetivo particular. Si deseamos un modelo para estudiar
la carga del condensador, la abstraccion alcanzada con el modelo matematico de la Figura 5 es muy
apropiada, aunque el mismo modelo no podra ser util para un objetivo diferente, como estudiar los
efectos térmicos sobre el condensador, por ejemplo.

Otré~aspecto fundamental del modelamiento matematico es la generalidad de los modelos. Como
mugestra la Figura 6, la aplicacion de las leyes de Ohm y Kirchhoff al circuito y la aplicacion de las
leyes de Newton al automévil (nuevamente, despreciando muchos aspectos de la realidad) conducen
a una misma ecuacion diferencial lineal ordinaria de primer orden que puede representar un sistema
genérico abstracto.
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Figura 5. Realidad y modelo matematico
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Figura 6. Un modelo matematico eg mas ttil entre mas general sea

Lo importante es tener en cuenta que todo madelo matematico en ingenieria es una abstraccion del
problema de la realidad que queremos modelar, lo cual implica una simplificacion que limita la
validez de los resultados del modelo ,a‘lds suposiciones que se hayan hecho. Por eso, siempre un
modelo matematico particular estd,dsociado necesariamente con un objetivo de estudio particular,
como muestra la Figura 7. Por gjemplo, mientras mi hijo de cuatro afios modelaba un computador
como una pantalla, un CD-drive y un joystick, un ingeniero de hardware ve en ¢l unidades de
procesamiento, buses, menioria y dispositivos de entrada/salida y un ingeniero de software ve una
maquina fisica, un sistéma operativo y un conjunto de aplicaciones. Cada uno de ellos encontrara
variables y reglas dé)interaccion para completar su modelo, el cual sera valido unicamente para el
propoésito con qu€ se construyd. Para nosotros, interesados en redes de comunicaciones, un
computador €suna fuente de trafico y sus variables descriptivas estaran asociadas con las estadisticas
de la generacion de paquetes: cuantos paquetes genera en una hora, cual es la distribucion de los
tiempos entre llegada, como estan correlacionados, cual es el tamaiio de los paquetes, etc.

Como se menciond en el prefacio, en este libro veremos modelos matematicos que intentan
representar redes de comunicaciones. Claro, cada modelo estara asociado con un objetivo particular,
lo cual limitara fundamentalmente su rango de aplicabilidad, pero dara luces sobre la dinamica de los
fenémenos que ocurren en una red de comunicaciones. Es muy importante que tengamos en cuenta
que el modelo no es la realidad y, por lo mismo, las predicciones del modelo no son resultados
absolutos del comportamiento que podemos esperar del sistema bajo estudio.
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Figura 7. Cualquier modelo matematico es una simplificacion ajustadasa’'un marco experimental
particular

Lo anterior nos conduce a un punto final igualmente importante: La evaluacion de un modelo
matematico. Por alguna razén que desconozco, siempre quése habla de un modelo matematico las
personas (inclusive algunos de los ingenieros, los magistgfes 'y los doctores que estudiarian este libro)
piensan en sistemas de ecuaciones. Pero, insistamos, e['modelo matematico es apenas una descripcion
de los componentes, las reglas de interaccion y las'variables descriptivas de dichos componentes y
dichas reglas. Cuando estos elementos se especifican claramente, ya se ha formulado un modelo
matematico. Otra cosa es la manera comg_queramos evaluar dicho modelo. Si la formulacion lo
permite, el analisis matematico (la solucion de un sistema de ecuaciones, por ejemplo), es una
alternativa deseable —modelo analitico-. Pero, generalmente, un modelo que sea capaz de admitir
este tipo de soluciones habra sufrido muchas simplificaciones que lo alejan de la realidad que se
quiere modelar. Otra posibilidad €s la realizacion de experimentos en el laboratorio con versiones
parciales o reducidas del sistema bajo estudio —modelo experimental—. Por supuesto, si el ingeniero
no tiene un modelo matematico que represente el sistema bajo estudio, le sera imposible disefiar
experimentos significativos para resolver las preguntas pertinentes del estudio. De todas maneras, los
resultados de la €xperimentacién en el laboratorio pueden ser mucho mas significativos porque
incluirian los-¢fectos de otros componentes que ni siquiera se consideraron explicitamente en el
modelo. Una alternativa intermedia es usar la simulacién por computador, esto es, elaborar un
programa que reproduzca las interacciones entre los componentes a medida que transcurre un tiempo
virtual en el computador —modelo de simulacién—. Otra alternativa poco comuiin es experimentar con
el mismo sistema que se estudia, pero aun en este caso el ingeniero trabaja con un modelo matematico,
asi este modelo lo tenga en su mente solo de manera implicita. Por supuesto, entre mas explicito y
especifico sea el modelo matematico que usa el ingeniero, mas significativos seran los resultados de
su estudio.
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Figura 8. Técnicas de evaluacion de un modelo matematico

Por ejemplo, considere el modelo del circuito eléctrico de la Figura 6 cuando RC’= 5 ms, el voltaje
de entrada es un escalon de 1 voltio y el condensador estaba inicialmente ‘déseargado. El modelo se
puede evaluar analiticamente, pues la ecuacion diferencial se reduce a dvg(z2)/dt=200(1-vy(¢)) para £>0.

Haciendo u(¢) = 1 — vo(¢) podemos separar las variables para obtener I @ = _200.'. dt , de donde u(¢)=Ce
u

20006, 1o que es lo mismo, vo(£) = 1 - Ce >, Como vo(0) = 0,_eritonces C=1, por lo que la respuesta

deseada es
v () =1-e7", 120

La segunda alternativa es la simulacion: Si considefamos un incremento de tiempo Af en vez del
diferencial df, y consideramos s6lo instantes_de .tiempo multiplos de Az, podriamos aproximar la
ecuacion diferencial mediante
v, (nAt) = v, ((n—1)At)

At
Este es un sistema en tiempo discreto que podemos re-escribir asi

v[#]=v,[n)(1+ B)— By [n—1], donde ﬂ:%

Por ejemplo, con At=0.2 ms, tendriamos vo[n]=(vi[n]+25vo[n-1])/26 y la simulacion se podria realizar,

v,(nAt) = vy(aAt)+ RC

por ejemplo, con el sigliente programa en matlab®:

n = -100:400%
vi = (n>=0);
vo = zaérog (size(vi));
for ms-100:400
k= m+101;
if m<0
vo(k) = 0;
else
vo (k) = (vi(k)+25*vo(k-1))/26;
end
end

plot (n/5000,vo)
Listado 1. Simulacion de un circuito RC en matlab®
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Una tercera alternativa es implementar el circuito de la Figura 5 en el laboratorio y ver la sefial del
condensador en el osciloscopio. La Figura 9 muestra el resultado del modelo desde los tres tipos de
evaluacion (tres técnicas de evaluacion distintas para un mismo modelo matematico).
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Figura 9. Soluciones analitica, por simulacion y experimental de un modelo matematico

En el area de la ingenieria de teletrafico, generalmente se requiere demasiadas simplificaciones para
lograr que un modelo matematico se mantenga analiticamente tratable. Por otro lado, resulta
demasiado costoso experimentar con el sistema real. En consecuencia, en ingenieria de redes
tipicamente se usa el método de la simulacion por computador para estudiarproblemas de disefio y
operacion de sistemas, especialmente como apoyo a la toma de decisiongs. Es importante notar que
los dos métodos son complementarios, pues para validar un programa.de simulacion se suele verificar
que, ante escenarios que tengan una solucion analitica, ambos métodos de evaluacién obtengan los
mismos resultados. Esta condicion incrementa la confianza, de que los resultados del escenario
propuesto sean correctos. La validacion funciona también.en el sentido contrario: Después de haber
obtenido un resultado analitico, se puede usar la simula¢ion para verificar los rangos de validez del
resultado. En ambos casos, la mejor validacion se gbtiene al comparar los resultados analiticos o de
simulacion con resultados experimentales.

Por ultimo, vale la pena aclarar que la simalacion es tanto una herramienta como una ciencia. Existe
una formalidad muy rigurosa y estricta’ (la estadistica) para asegurar que los estudios de simulacion
sean significativos y validos. Sinfel(€uidado necesario, el uso de la simulacion puede conducir a
grandes equivocaciones. La simulacion de eventos discretos apropiada para la evaluacion de modelos
matematicos en ingenieria de t€letrafico se revisara con cuidado a partir de la definicion 134.

2. Modelos Mafématicos de Sistemas Simples y de Sistemas Complejos

En el modelo’matemdtico de un sistema simple existen pocos componentes, pocas variables
descriptivas y pocas reglas de interaccion, de manera que el comportamiento global del
sistemd se puede explicar como el resultado directo de las reglas de interaccion entre los
eomponentes. En efecto, tanto los componentes como el sistema entero actuan en una
misma escala de tiempo y espacio y resulta facil encontrar relaciones de causalidad entre
las propiedades particulares de los componentes y las propiedades globales del sistema.
En el modelo matematico de un sistema complejo existen muchos componentes y muchas
variables descriptivas cuyas relaciones son no lineales, de manera que, aunque las reglas
de interaccion sean muy simples, surgen propiedades globales del sistema que no se
pueden atribuir directamente a sus componentes sino que son el resultado emergente de
las multiples interacciones no lineales entre ellos. En efecto, los componentes del sistema
actuan en escalas de tiempo y espacio diferentes a aquellas en las que se observa el
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comportamiento global del sistema, lo que da lugar a fenomenos de emergencia y auto-
organizacion (formacion de patrones, multiples lazos de realimentacion, sincronizacion,
cooperacion/competencia, etc.). En ambos casos, los procedimientos de modelado
matemdatico mencionados en el numeral anterior siguen siendo los mismos (componentes,
interacciones y variables relacionadas con el objetivo de estudio), pero con sistemas
simples se busca una descomposicion reduccionista/mecanicista del sistema que permita
diseriar el comportamiento deseado, y con sistemas complejos se busca guiar la auto-
organizacion para obtener los comportamientos emergentes que permitan la adaptacion
autonoma del sistema a los cambios dinamicos del ambiente en que se desenvuelye,
mediante aprendizaje o evolucion.

Una forma de construir los modelos matematicos del apartado anterior es considerando que las
propiedades y los comportamientos globales de un sistema se pueden deducir o explicar a partir las
propiedades y los comportamientos de las partes que lo componen. En esté-contexto se hace muy
apropiado el principio de superposicion propio de los sistemas lineales.” En la misma linea se
encuentra el principio del determinismo, seguin el cual la incertidumbre se limita a la presencia de
errores en las mediciones, en cuyo caso la distribucion Gaussiana resulta muy apropiada. Sin
embargo, la linealidad y la gaussianidad son, en realidad, poco comunes en la naturaleza.

Histoéricamente, en ausencia de computadores electronicos, hasta hace algunas décadas solo se
contaba con métodos analiticos de evaluacion de_medelos matematicos, o métodos numéricos
calculados manualmente. Los primeros, en general, casi siempre existen para sistemas lineales y
gaussianos pero casi nunca existen para sistefayno-lineales y no-gaussianos. Los segundos pueden
requerir un numero tan exagerado de calculos que, si no se cuenta con computadores electronicos,
resulta inutil aplicarlos a sistemas con ufgran nimero de componentes cuyas variables descriptivas
se relacionan de manera no lineal yno‘\gaussiana. Fue la introduccion del computador la que permitio
evaluar modelos matematicos<ne-lineales y no-gaussianos con muchos componentes, y logro
redescubrir fenémenos fascinantes que ya grandes pensadores habian intuido, como el caos, la
fractalidad y la emergencia=Con semejante herramienta, la ciencia y la ingenieria pudieron abordar
problemas mucho mas’¢omplejos al permitirse incluir la no-linealidad y la no-gaussianidad en sus
modelos matematicos‘evaluados numéricamente o mediante simulacion. El computador explica en
gran medida el yértiginoso desarrollo cientifico y tecnologico de las tltimas décadas.

Entre las herramientas que el computador ayudé a desarrollar para evaluar modelos matematicos no-
linealés'y no-gaussianos estan los métodos bio-inspirados (redes neuronales artificiales, algoritmos
geneticos, inteligencia de enjambre, sistemas inmunes artificiales, sistemas difusos, etc.). Todos ellos
han'sido muy ttiles en la solucion de complejos problemas de optimizacion, regresion o clasificacion,
fundamentales en el disefio de nuevas soluciones a problemas complejos. La inclusion de estos
métodos, entonces, ha permitido extender la aplicabilidad de los modelos matematicos en ingenieria,
especialmente al facilitar la inclusion de requerimientos de robustez (el sistema debe seguir operando
satisfactoriamente en un amplio rango de condiciones) y su forma extendida, la adaptabilidad (el
sistema debe poder ajustar automaticamente sus pardmetros de acuerdo a los cambios en el ambiente).
Los grandes avances que estos modelos han permitido alcanzar en materia de comunicaciones,
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también han permitido incluir una caracteristica formidable en los disefios de ingenieria: Los sistemas
distribuidos, en los que la informacion local se distribuye para tomar decisiones colectivas en busca
de un objetivo global. También estos modelos matematicos de sistemas robustos, adaptables y
distribuidos han contribuido al fascinante mundo tecnolégico de hoy.

Asi pues, a medida que crece la complejidad de los fenomenos que la ciencia estudia y de los
problemas que la ingenieria aborda, crece también la versatilidad de los modelos matematicos que
ellas usan. Hoy, la experiencia ingenieril con sistemas bio-inspirados y la comprensién cientifiea
sobre la organizacion de muchos sistemas naturales, han permitido explorar también otros fenonienos
comunes en la naturaleza y otras formas de plantear soluciones de ingenieria a mayores ptoblemas de
la humanidad: La auto-organizacién y la emergencia. Efectivamente, en fisica, bielogfa, ciencias
sociales y ciencias de la computacion, entre muchas otras areas, se ha venido comprendiendo que los
comportamientos complejos observados a cierta escala surgen como fendéménos emergentes de
procesos de auto-organizacion a escalas menores, casi siempre mediados pominteracciones simples
pero no-lineales. Esta comprension indica que la ingenieria puede enfrentar huevos problemas basicos
de la humanidad, en los &mbitos ambiental, tecnolégico, biolégico, econdémico y politico, si extiende
los nuevos modelos matematicos que capturan estos fenomenos para lograr disefar, construir, operar
y controlar aparatos, procesos y estructuras que resuelvan problemas de la humanidad, que es el
propodsito de la ingenieria. Pero estos aparatos, procesos ¥/ estructuras seran fundamentalmente
diferentes en un sentido basico: Sus partes deberan petcibir el mundo, aprender de él, decidir
auténoma e inteligentemente comportamientos apropiddos, comunicarse entre ellas, al menos en un
ambito local, y, de manera colectiva, permitir la emergencia de patrones funcionales, temporales o
espaciales que resuelvan el problema que se trata- A estos nuevos modelos matematicos en ingenieria
se les ha llamado “modelos de inteligeneia colectiva”, “modelos de auto-organizacién guiada”,
“modelos de sistemas dinamicos cognitivos”, "modelos de control cooperativo", "modelos
morfogenéticos", etc. Estos modelos/matematicos ya no buscan que el ingeniero disefie la solucion
del problema sino que disefie elsistema complejo adaptivo que sea capaz de emerger mediante auto-
organizacion la solucion del problema, pues el problema mismo cambia dindmicamente en un
ambiente complejo. De hecho, el desarrollo de estos modelos matematicos va difuminando la frontera
entre ciencia e ingeniétia; pues ademas de permitir el disefio del sistema de ingenieria, permite
proponer explicaciones;a los fendmenos emergentes de la naturaleza.

La Figura ,10~muestra esquematicamente el concepto mas general de un sistema complejo. Las
interacciones no lineales entre sus muchos componentes se presentan en multiples escalas, de manera
que de tna escala a otra ocurren fenémenos de emergencia de estructuras y patrones que aparecen
pet auto-organizacion, todo como producto de una evolucion en el tiempo caracterizada por una alta
sensibilidad a las condiciones iniciales. Estas propiedades aparecen en los mercados de valores, las
organizaciones politicas, la Internet, las economias nacionales y globales, el clima global, los sistemas
ecologicos, etc. En todos estos sistemas existe una gran cantidad de microcomponentes que
interactian de manera tal que la informacion no se encuentra en los componentes sino en sus
interacciones. Por eso, los modelos matematicos de sistemas complejos involucran herramientas de
modelado adicionales a las tipicas de los sistemas simples, como se aprecia en la Figura 11. Areas tan
fascinantes como las dinamicas no-lineales y el caos, la realimentacion, la evolucion, la adaptacion,
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la interaccion entre agentes autbnomos mediante teoria de juegos, transiciones de fase, redes, etc. se
unen a las técnicas de modelado de sistemas simples (ecuaciones diferenciales y de diferencia
lineales, fundamentalmente) para abstraer y conceptualizar los fenomenos propios de los sistemas

complejos.
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En lo que respecta a la ingenieria de redes de comunicaciones, el modelado matematico de sistemas
complejos busca disefiar sistemas compuestos por agentes cognitivos, esto es, capaces de percibir
informacién del medio ambiente y actuar sobre él de manera que pueda comunicarse directa o
indirectamente con otros agentes del sistema, aprender de las sefales percibidas incluyendo los
efectos de sus propias acciones, y adaptarse asi a los cambios ambientales. De esta manera, cada
agente cognitivo construye su propio modelo predictivo sobre los aspectos de interés del ambiente y
desarrolla sus propias reglas de comportamiento que le permitan actuar sobre el ambiente para llevar
a cabo algunas tareas prescritas de manera efectiva y eficiente, ya sea en cooperacion/ o en
competencia con otros agentes. En particular, hablando de redes de comunicaciones, ellas_€stan
compuestas por un gran numero de componentes que interactian entre ellos simultaneaménte Ton una
alta no-linealidad en las dinamicas de los protocolos que lo controlan (potencialmente cadtica),
fractalidad y multi-fractalidad en las trazas de trafico que cursa por sus enlaces, topologias fisicas y
logicas libres de escala, auto-organizacion de la demanda de los usuarios al borde de la congestion, y
leyes de potencia en la distribucion del tamafio de los archivos y la duracién de las sesiones que
circulan por la red. Todas estas condiciones actuales de las redes de comunicaciones, tipicas en todos
los sistemas complejos, contrastan con los principios filosoficos de.disefio que les dieron origen, los
cuales se resumen en una estructura modular jerarquica en la que lasdiferentes capas de la jerarquia
solo deberian interactuar mediante interfaces precisas y lipias, con protocolos disefiados
exclusivamente para la funcion particular de cada capa. La insuficiencia de estos principios originales,
especialmente debida al descubrimiento de interacciones imprevistas entre las capas de la jerarquia
funcional, ha conducido a técnicas de disefio ‘cross-layer” cuyos problemas de optimizacion
distribuida multiobjetivo se resuelven desde la teoria-de control de sistemas dinamicos, la teoria de la
informacién y la teoria de juegos, con base &€nsel aprendizaje, la adaptabilidad y la robustez a las
condiciones variantes del entorno, utilizando de manera ubicua técnicas de inteligencia
computacional como las redes neuronalgs, la logica difusa, los algoritmos genéticos y la inteligencia
de enjambre, por ejemplo. En la siguiente definiciéon veremos como, en ingenieria de teletrafico, se
deben usar modelos simples y cemplejos, siempre considerando la aleatoriedad dentro de ellos.

3. Ingenieria de Leletrafico

La ingenierid@ deteletrdfico consiste en el uso de modelos matemadticos formales para
representarlas interacciones que existen entre la demanda, la capacidad y el
desempeno de una red de comunicaciones, como muestra la Figura 12. Dichos
modelos deben permitir comprender, analizar, disefiar y controlar redes de
eomunicaciones.

Cada uno de estos tres aspectos puede requerir una gran cantidad de variables para ser descrito
adecuadamente, de manera que los simbolos a los que se refiere la figura para representar la demanda
(), la capacidad () y el desempefio (D) pueden ser arreglos de variables (vectores, posiblemente de
dimensidn infinita).



250 Conceptos de Probabilidad, Variables Aleatorias Marco Aurelio Alzate Monroy
y Procesos Estocasticos en Redes de Comunicaciones Universidad Distrital F.J.C. 13

Capaci-
dad, u

Figura 12. La ingenieria de trafico estudia las relaciones entre demanda, capacidad ¢ydesempefio en
una red de comunicaciones

En un ejemplo de extrema sencillez, A puede ser un escalar que repr€sente la tasa promedio de
llegadas de paquetes a un enlace de comunicaciones (demanda, engaquetes por segundo), u puede
ser un escalar que represente la tasa promedio de transmisién de\paquetes que dicho enlace puede
alcanzar (capacidad, en paquetes por segundo) y D puede ser un escalar que represente el retardo
promedio que experimentan los paquetes en dicho enlace,)ya-sea siendo transmitidos o esperando a
ser transmitidos (desempefio, en segundos). Bajo condiCiones muy especificas de variabilidad
alrededor de esos valores promedios?, las tres variablesise relacionan de la siguiente manera:

D — ey

Un resultado asi es muy util porquefnos permite determinar el desempeiio dadas la capacidad y la
demanda (analisis de redes, P=1/(x+~1)), o dimensionar la capacidad dada la demanda y el
desempefio deseado (disefio de redes, ;=A+1/D), o regular la demanda dada la capacidad y el
desempefio deseado (contrel de redes, A=1—1/D). Ademas, resulta muy significativo el hecho de
que, para que dicha expresion tenga sentido, la capacidad u deba ser superior a la demanda A o, lo
que es lo mismo, quie’ s€ satisfaga la relaciéon p= A/u < 1, donde p, que se conoce como intensidad
de trafico, indiCa-la relacion entre la demanda (lo que los usuarios exigen, 1) y la capacidad (lo que
la red puede oftrecer, £). En efecto, si la demanda se acerca a la capacidad por la izquierda, el retardo
se acerca a infinito; pero si la demanda supera la capacidad, el retardo se haria negativo, indicando
quefes¢-caso no esta en el rango de validez del analisis que condujo a dicha expresion. La ingenieria
de teletrafico busca exactamente este tipo de relaciones que proporcionan comprension de la dindmica

3 Como veremos mas adelante, las llegadas deben formar un proceso de Poisson y los tiempos de transmision
deben ser independientes y estar exponencialmente distribuidos
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de las redes de comunicaciones y herramientas matematicas para analisis, disefio y control de las
mismas.

Para determinar relaciones fttiles entre la demanda, la capacidad y el desempefio de una red de
comunicaciones es necesario estudiar las interacciones dinamicas que se forman cuando los usuarios
compiten o colaboran para utilizar los recursos de la red. En efecto, estas redes estdn conformadas
por un conjunto de recursos de capacidad limitada que deben atender las demandas impuestas por los
usuarios de la red. La Figura 13 muestra un modelo matematico de una red compuesta pof seis
enrutadores, cada uno de ellos con dos enlaces de entrada y dos enlaces de salida. SuponemoS que
cada paquete que llega a un enrutador debe pasar por un proceso de enrutamiento (circulo.azul) en el
que se decide a cudl de los dos enlaces de salida debe dirigirse el paquete. Como el proegso’de decision
toma un tiempo diferente de cero, es posible que un paquete que llegue a un enrytador encuentre el
procesador de enrutamiento ocupado con alglin otro paquete que llegd con anterioridad, por lo que se
dispone también de una memoria (o buffer) donde almacenar los paquetes quesdeben hacer cola para
esperar a ser enrutados (rectangulos azules). Los paquetes que salen del progeso de decision se dirigen
a surespectivo enlace de salida (circulos amarillos) pero, nuevamente, como el tiempo de transmision
de un paquete es diferente de cero, es posible que un paquete encuentre el enlace ocupado, por lo que
se dispone también de un buffer donde almacenar los paquetes que deben hacer cola para esperar a
ser transmitidos (rectangulos amarillos). En este proceso, los‘paquetes sufren retardos (tanto por los
tiempos de servicio como por los tiempos de espera en cola) y potenciales pérdidas (si, por ejemplo,
a su llegada no hay espacio suficiente en el buffer), losque conduce a una tasa efectiva de paquetes

por unidad de tiempo o caudal, que puede ser inferior a la demanda impuesta por los usuarios.
0

Figura 13. La red de eomunicaciones es un conjunto de recursos de capacidad finita que deben ser
compartidos por los usuarios

El anterior ¢jemplo explica por qué los modelos matematicos mas ampliamente utilizados en
ingenieria~de teletrafico corresponden a la Teoria de Colas, que es el area de la investigacion
operacional que estudia los procesos estocasticos asociados con lineas de espera, donde unos
"¢lientes" hacen fila en espera de un "servicio". De hecho, fue Agner Erlang quien fundo6 la teoria
de colas al modelar matematicamente la red telefonica de Copenhague a comienzos del siglo XX.
Posteriormente la teoria de colas se ha aplicado a una gran cantidad de problemas practicos en flujo
de trafico vehicular, procesos industriales, sistemas operativos, servicio a clientes en diferentes tipos
de oficinas, planeacion de sistemas de transporte de carga, atencion a pacientes en hospitales y centros
médicos, etc. Aun asi, sigue siendo en el area de las redes de comunicaciones donde mayores avances
se han alcanzado en esta disciplina matematica.



250 Conceptos de Probabilidad, Variables Aleatorias Marco Aurelio Alzate Monroy
y Procesos Estocasticos en Redes de Comunicaciones Universidad Distrital F.J.C. 15

En efecto, ha sido en las redes de comunicaciones donde mayor necesidad ha habido de andlisis
novedosos de sistemas de colas. Con la introduccion de los conmutadores automaticos a finales del
siglo XIX y su posterior digitalizacion en la década de 1970, las actividades de analisis de trafico y
optimizacion de la red para satisfacer unos criterios dados de calidad de servicio (QoS) correspondian
al disefio de redes conmutadas por circuitos con una sola clase de trafico. Entonces se desarrollo
un método tradicional basado en la formula B de Erlang que relacionaba la intensidad de trafico
(demanda, 4, igual al producto entre el nimero promedio de llamadas por minuto y la duracion
promedio de una llamada en minutos), el nimero de circuitos disponibles (capacidad, N) vy, da
probabilidad de que una llamada entrante no encontrara un circuito libre (desempefio, Pp,iguala la
fraccion de llamadas perdidas), cuando las llegadas forman un proceso de Poisson y sus,duraciones
son independientes unas de otras:

AY/ N!

B=5—"
ZA” /n! 2)
n=0

Esta es otra relacion que obedece a la Figura 12, donde la demanda es*4 (en vez de 1), la capacidad
es N (envez de 1) y el desempefio es Pp (en vez de D), y que también permite hacer analisis (encontrar
Pp dados 4 y N), disefio (encontrar N dados Py 4) y control(encontrar A dados Pz y N) de redes.

Mientras se desarrollaba esta infraestructura para las redes telefonicas, en el mundo de la informatica
se desarrollaban paralelamente las técnicas de tranSmision de datos entre computadores, lo cual
condujo a las redes conmutadas por paquetes con multiples arquitecturas jerarquicas de protocolos,
todas orientadas filos6ficamente por el modelo/de referencia OSI. El proposito fundamental de estas
redes era compartir recursos fisicos y prestarservicios de transferencia de archivos, correo electronico
y log-in remoto, especialmente. La Figura 13 y la Ecuacion (1) se refieren mas a este tipo de redes.
En la década de 1980, con el desartello de las redes ptblicas de datos tipo X.25, las redes telefonicas
digitales con sefializacion por canal comin, y el desarrollo de la Internet mediante TCP/IP, se
reconocio la necesidad de integrar la comunicacion telefonica con la transmision de datos por lo que
se desarrollaron técnicas hibridas en la llamada Red Digital de Servicios Integrados (ISDN), de
donde surgieron tecnglggias atin usadas hoy, como Frame Relay (relevo de tramas). En la década de
1990 se tuvo la visién de una sola red que integrara no sélo voz y datos sino todo tipo de medios de
comunicacion «(texto, imagenes, video, teleconferencia, etc.), para lo cual se decidi6 que la
conmutacién'de paquetes era la mas apropiada y se desarroll6 la red digital de servicios integrados de
banda -ancha (B-ISDN) y su técnica de conmutacion, el Modo de Transferencia Asincronico
(ATEM)- Todos estos desarrollos estuvieron asociados con avances correspondientes en la teoria de
colas, incluyendo los conceptos tedricos para ofrecer diferente calidad de servicio (QoS —Quality-
of-Service-) a diferentes clases de trafico en una misma red conmutada por paquetes. Estos
desarrollos incluyen caracterizacion de trafico con tiempos entre llegadas y tiempos de servicio
correlacionados a corto y a largo plazo, técnicas de control de admision y control de acceso,
tecnologias de conmutacion por hardware, conceptos de calidad de servicio con cotas de desempefio
entre extremos, el concepto de capacidad equivalente, mecanismos de asignacion de recursos de
transmision, gestion activa de colas y de control de congestion mediante realimentacion, etc. Sin
embargo, mientras se planeaba y se empezaba a implementar la B-ISDN y la tecnologia ATM,
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aparecio la world-wide-web (WWW), una aplicacién que dispar6 a la Internet y su arquitectura
TCP/IP como la red donde finalmente se dio la integracion fundamental que se buscaba con ATM.

Efectivamente, es al navegar por la web que se evidencian las bondades de tener video, voz, datos,
imagenes y audio integrados en una misma aplicacion y en una misma red. El fenomeno de la WWW
sobre Internet hizo que los conceptos desarrollados para QoS en ATM se aplicaran de alguna manera
en redes TCP/IP, con lo que se desarrollaron arquitecturas orientadas a QoS sobre IP tales como
servicios integrados (IntServ) y servicios diferenciados (DiffServ), y protocolos adicionales que
buscan acercar conceptualmente I[P a ATM, tales como MPLS, RSVP, RTP, IPv6, QoS-OSPF; ctc.
Todos estos mecanismos integran la teoria de colas con teoria de control de sistemas dinanticos, en
sus formas mas avanzadas de control no-lineal, control estocastico, control 6ptimo, centrol robusto y
control distribuido, simultaneamente, abriendo ampliamente el espectro de los modéelo's matematicos
aplicables en las redes de comunicaciones y en la ingenieria de teletrafico. Por €emplo, los usuarios
que usan TCP como protocolo de transporte ajustan la tasa de transmisién de acuerdo con la
informacion retroalimentada por los mecanismos de gestion de las colas en los enrutadores (AQM,
Active Queue Management). Esta informacién realimentada puede ser en forma de paquetes
perdidos, variaciones en el retardo de los paquetes o notificaciones\explicitas de congestion. De esta
manera, el conjunto usuario/enrutador forma un sistema de contrdl realimentado, como se muestra en
la Figura 14. El algoritmo TCP modula el flujo de datos de isuario de manera que, en el instante ¢,
genera () paquetes por segundo. La longitud de la cola én el enrutador, ¢(¢), varia con el flujo »(¢)
de manera que, en el instante ¢, se produce una pérdidavde paquetes p(¢). Debido a los retardos en la
red, los usuarios se enteran de estas pérdidas 7segundos tarde y, de acuerdo con ellas, reajusta la tasa
r(t) tratando de maximizar alguna funcién de Utilidad.

r(f) ™M  AQM p(0)
A q(?)

p(t-7)

Retardo =T

Figura 14. Modelo de control realimetnado para el flujo TCP

Cada pno de los mecanismos mostrados en la Figura 14 (TCP, AQM vy la dinamica de la cola)
detérmina las tasas de cambio del flujo, la longitud de la cola y la tasa de pérdidas mediante funciones
no lineales correspondientes (R, Py Q, resepctivamente):

r'0=R(pt-1)), ¢'O=0(q).,r®)), p't)=P(q(t),r(t)) 3)

Claramente, ajustar los parametros de estos mecanismos para maximizar una funcion de utilidad
adecuada es un problema de control 6ptimo, predictivo, no lineal, distribuido y estocastico, lo cual
exige modelos matematicos adecuados de ingenieria de teletrafico.
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Otro desarrollo vertiginoso de las ultimas tres décadas se ha dado en el contexto de las redes
inalambricas. Junto con la integracion de medios de comunicacion y la satisfaccion de
requerimientos de QoS, los usuarios quieren disponibilidad de los servicios de comunicacion en todo
instante y en todo lugar. Esto so6lo es posible si se usan medios inalambricos de acceso que permitan
la movilidad de los usuarios, para lo cual se desarroll6 la telefonia celular: Una estacion base
coordina la comunicacion en una "célula" o "celda" (una region de cobertura o area de servicio en la
que se usa un conjuntos particular de canales de radio), permitiendo el acceso inaldmbrico de
multiples usuarios moviles a la infraestructura de la red conmutada. A lo largo de cuatro generaciones
de tecnologia celular se paso de la transmision analoga de canales de voz conmutados por £ircuitos
(1G) a una conexion 100% IP entre extremos, sin conmutacion de circuitos, donde les paquetes que
se intercambian pueden llevar datos, acceso mévil a la www, telefonia IP, televisiént (de media o alta
resolucion), videoconferencia, etc. (4G). Ya se hacen pruebas de una quihta generacion con
velocidades de acceso de varios Gbps con millones de conexiones por kildmetro cuadrado, lo que
traerd a nuestros dispositivos de bolsillo la realidad virtual y la realidad aumentada, ademas de
habilitar la Internet de las cosas (IoT). Con tantas alternativas de acceso, los dispositivos moviles
actuales pueden escoger libremente entre acceso mediante WikKi/ Bluetooth, WiMax, LTE o
cualquier tecnologia celular, de manera oportunista, para accéder a cualquiera de los servicios
mencionados o para conectarse directamente entre ellos)siw’ ninguna infraestructura subyacente,
incluyendo redes moviles ad hoc (MANET), las cuales se pueden usar para acceso a redes fijas (redes
mesh), y redes de sensores inaldmbricos (WSN), incluyendo tecnologias tan utiles como las VANET
(Vehicle Ad hoc Network) que ya conducen a la Internet de Vehiculos (IoV) para gestion de trafico
urbano.

En este contexto los principios basicos dé las arquitecturas funcionales no aplican transparentemente,
por lo que se requiere usar técnicadvde disefio cross-layer. Adicionalmente, la capacidades de
adaptabilidad de los sistemasw=de” radio (SDR -—software defined radio—) hacen posible la
implementacion de redes de sradio cognitiva, en donde los equipos cognitivos aprovechan los
periodos de tiempo en que“tas bandas licenciadas no son utilizadas por sus usuarios legitimos para
transmitir su propia infogmacion. Los terminales cognitivos utilizan propiedades como la percepcién,
el aprendizaje y la adaptacion para llevar a cabo sus funciones, propiedades asociadas con el cerebro
humano, lo cual cenecta los modelos matematicos de las redes de comunicaciones con la inteligencia
computacional>y con la teoria de sistemas dinidmicos complejos. Estos mecanismos permiten
resolver ¢ooperativamente los problemas de deteccion y estimacion de sefiales mediante sistemas
MIMO \(Multilnput-MultiOutput), y permiten la virtualizacion de los servicios de comunicacion
mévilsobre los esquemas de computacion distribuida "en la nube" (cloud-computing). Mas aun, con
técnicas de comunicacion por campo cercano NFC (Near Field Communication) como RFID (Radio
Frequency Identification), que permiten comunicaciones a muy corta distancia para intercambio de
datos entre dispositivos, empieza a hacerse realidad la IeT (Internet of Things), la cual permite
percibir y controlar objetos remotamente a través de la infraestructura de redes, en un paso mas de
virtualizacion del mundo real que conducird rapidamente a sistemas cyber-fisicos de objetos
inteligentes (smart grids, smart homes, smart cities, etc.).
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Todo este desarrollo en las tecnologias de las redes de comunicaciones ha traido grandes retos al
modelado matematico para analisis, disefio y control de las mismas, por lo que la ingenieria de
teletrafico vive un momento de grandes desafios en su propdsito de encontrar relaciones formales
entre la capacidad, la demanda y el desempeiio de las redes modernas de comunicaciones. En efecto,
con los avances tecnologicos en redes de comunicaciones, avanzan también las técnicas de modelado
matematico para ingenieria de teletrafico, partiendo desde la teoria de colas y avanzando hacia
conceptos como el ancho de banda equivalente (el cual permite disefiar mecanismos de QoS con base
en el estudio de las cotas propuestas por la teoria de grandes desviaciones), la aplicacion formal de la
teoria de control de sistemas dinamicos (incluyendo conceptos basicos de estabilidad y robust€z en
control distribuido, robusto, 6ptimo, no-lineal y estocastico), desarrollos basados eninteligencia
computacional (redes neuronales, algoritmos genéticos, logica difusa, algoritmos, de” enjambre,
sistemas inmunes, etc.) y, en ultimas, aplicacion formal de la teoria de los sistemas complejos
adaptivos (comportamientos emergentes, auto-organizacion, algoritmos de consénso, fractales, etc.).
Algunas propuestas para ingenieria de sistemas complejos con aplicaciones-en ingenieria de redes
incluyen los sistemas dinamicos cognitivos, la auto-organizacién jguiada y la ingenieria
morfogenética, entre otros. Considere por ejemplo un enjambre de robots cuyo movimiento debe ser
tal que mantengan un minimo de conectividad en la red de comumicaciones ad-hoc formada entre
ellos, a pesar de que la estructura de la red cambie con el movimiento. Cualquier solucién
centralizada o jerarquica podria imponer una excesiva sobrecarga a la red en términos de informacion
de control, por lo que se necesitan algoritmos de control degeentralizados que relacionen en un modelo
matematico distribuido la conectividad inaldmbricaJocal y la movilidad de los robots, de manera que
cada robot, haciendo uso unicamente de la infosmacion local, tome decisiones individuales y
auténomas tales que el conjunto de robot mantengan la conectividad necesaria.

En todos estos efuerzos recientes sigue §iendo necesario modelar la incertidumbre, aun mas que en
los modelos matematicos de comienzps’del siglo XX. El modelamiento probabilistico que se estudia
en este libro es un método muy-pederoso para representar la incertidumbre cuantitativamente que ha
demostrado su gran utilidad,desde hace mas de cuatrocientos afios y que se complementa
maravillosamente con desarrollos mas recientes como los sistemas dindmicos caoticos y la logica
difusa, entre otras posibilidades.
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II. Conceptos Basicos de Teoria de Probabilidad

4. Experimento Aleatorio

Un experimento es un proceso de observacion mediante el cual se selecciona un elemento
de un conjunto de posibles resultados. Un experimento aleatorio es aquel en el que el
resultado no se puede predecir con anterioridad a la realizacion misma del experimento.

El modelado matematico consiste en lograr un nivel de abstraccidn tal que podamos agrupar una gran
cantidad de problemas en un solo concepto. Todos sabemos que lanzar una moneda para ver qué lado
queda hacia arriba es un experimento aleatorio, como también lo fue observar las sehales del detector
Atlas del LHC (el colisionador de hadrones de 27 km, y 8 mil millones de euros) después de una
colision y detectar si hay en ellas evidencia o no de la existencia del bossonddeé’Higgs*. ;Qué tienen
en comun estos dos experimentos para poder extraer los elementos de/una’definicion, que aplique
también para lanzar un dado y contar los puntos de la cara que queda hacia arriba, para implementar
un testbed en el laboratorio y medir el desempefio de un nuevo proto¢olo de comunicaciones, o para
construir y correr un programa de simulacion que evalue el mismo protocolo? Pues bien, en todos
ellos hemos llevado a cabo un proceso de observacion yy €o6mo consecuencia del mismo, hemos
seleccionado uno de un conjunto de posibles resultados,Es06 es lo que hace el Banco Emisor cuando
ajusta las tasas de interés para ver sus efectos en la inflacion y lo que hace el protagonista de un libro
de probabilidades cuando selecciona una bola de unalbolsa para observar su color jAsi es la capacidad
de abstraccion del modelado matematico!

Los ejemplos tipicos de los cursos de probabilidad incluyen, como acabamos de ver, lanzar una
moneda, que equivale a seleccionarun elemento del conjunto {cara, sello}, lanzar un dado, que
equivale a seleccionar un elemento’del conjunto {1,2,3,4,5,6}, o escoger una carta de la baraja de
naipes, que equivale a seleccionar un elemento del conjunto {(f,n) : fe€ {picas, tréboles, corazones,
diamantes}, ne{l,2,3,4,576,7,8,9, 10, J, O, K}}. Otros ejemplos mds interesantes para nosotros
incluyen medir la tasa_de pérdida de paquetes en una conversacion VolP, que equivale a seleccionar
un elemento del comjunto {xe@Q | 0 < x < 1}, medir el retardo de un paquete de voz en esa misma
conversacion, que“equivale a seleccionar un elemento del conjunto R* (los reales positivos), o
verificar el ¢Stado de ocupacion de un canal de comunicaciones, que equivale a seleccionar un
elemento'del conjunto {/ibre, ocupado}.

Enun’ experimento aleatorio, aunque se mantengan constantes las condiciones bajo las cuales se
realizan diferentes instancias del mismo, el resultado no se puede predecir con anterioridad a la
realizacion del experimento. Por ejemplo, como vimos en el prefacio, generalmente no es posible

4 En 2012 los experimentos del LHC cruzaron el umbral de los "7 sigmas": Hay una certeza superior al
99.9999999999% de que exista el boson de Higgs. Si el boson de Higgs no existe, los resultados de los
experimentos se dieron al azar con una probabilidad de 0.0000000001%. Note que lanzar una moneda es un
experimento que podemos repetir. Detectar la exitencia del boson de Higgs es un experimento que se hizo una
vez y no se podra volver a hacer, porque ya no seria aleatorio.



250 Conceptos de Probabilidad, Variables Aleatorias Marco Aurelio Alzate Monroy
y Procesos Estocasticos en Redes de Comunicaciones Universidad Distrital F.J.C. 20

predecir el caudal, el tamafio del archivo ni el tiempo de transferencia en una transaccion fip, lo que
indica que transferir un archivo de un servidor a un cliente mediante fip constituye un experimento
aleatorio. Igualmente, si desde la ventana de comandos de nuestro PC ejecutamos la instruccion

C:>netstat —e 10 > estadisticas.txt

y navegamos por Internet durante una hora, generaremos un archivo con algunas estadisticas de la
red, incluyendo el nimero de bytes que se han recibido en periodos de diez segundos. La Figura 15
presenta una grafica del numero de bytes recibidos durante varios periodos en una instancia’del
experimento. Evidentemente, no estamos en condiciones de predecir cuantos bytes llegaran en el
siguiente periodo, aun cuando podemos afirmar que, por e¢jemplo, seria muy extrafio.si llegaran mas
de 20 Mbytes y, en cambio, si seria de esperar que llegaran mas de 2 Mbytes. De cGalquier manera,
queda claro que observar el nimero de bytes recibidos en 10 segundos mientras se’havega por Internet

constituye un experimento aleatorio.

Experimento NetStat
18 T T T T T T T

Nirmero de Megabytes recibidos

0 1 1 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300 350

Periodo de 10 segundos

Figura 15. Observar el mimeéro de bytes que llegan de la red en un periodo de 10 segundos
constituye un buen ejemplo de lo que es un experimento aleatorio.

(Por qué no podemos predecir el resultado de un experimento aleatorio? En principio, esta pregunta
ha desvelado a muches*tientificos de muchas maneras distintas. Las siguientes son tres posibles
razones: (1) Desconocemos las leyes naturales que rigen el experimento, (2) conocemos dichas leyes
pero son tan gomiplejas que nos es imposible —o resulta indeseable- evaluarlas, (3) existe una
indeterminacion basica en el universo. La tercera razén es propia de la mecénica cuéntica, en la que
cada partieula se describe mediante una funcion de onda cuya magnitud al cuadrado representa la
incettidumbre sobre su posicion en cada instante. Las primeras dos razones, en cambio, hablan de
nuestra ignorancia o nuestra incapacidad, lo que haria de la aleatoriedad un concepto subjetivo, que
podria desaparecer con el desarrollo del conocimiento o de la tecnologia. Una cuarta fuente de
incertidumbre, aunque no de aleatoriedad, es la impredecibilidad de los sistemas dindmicos cadticos.
A pesar de ser completamente deterministicos, presentan una sensibilidad a las condiciones iniciales
tal que, si queremos predecir algo sobre ellos en un futuro mediano, deberiamos conocer las
condiciones iniciales con una precision absurdamente alta. A pesar del determinismo de estos
sistemas, a veces conviene usar modelos probabilisticos para cuantificar la incertidumbre en sus
estados futuros. Lo cierto es que, como muestran los experimentos netstat o ftp, ni siquiera el
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mas experto ingeniero conocedor de los mas intimos detalles de la implementacion de cada protocolo
de una red de comunicaciones a todos los niveles de su jerarquia funcional podria predecir los
instantes en que cada usuario de la red generarda demandas o la magnitud de esas demandas. En
consecuencia, aunque una mente privilegiada con infinitos poderes divinos pudiera considerar una
red de comunicaciones como un sistema deterministico, a nosotros, pobres mortales, nos toca aceptar
nuestra incertidumbre sobre el comportamiento de la red y conformarnos con el hecho de que, al
observar la red, estamos llevando a cabo un experimento aleatorio.

5. Espacio Muestral

El espacio muestral de un experimento aleatorio es el conjunto de todos los\posibles
resultados que podrian observarse en una realizacion del experimento,

Q= {a): w es un posible resultado del experimento aleatorio}

Cuando definimos un experimento como un proceso de observacion mediante el cual se selecciona
un elemento de un conjunto de posibles resultados, queda claro)que, si queremos especificar
adecuadamente un experimento, lo primero que debemos describir con precision es ese conjunto de
posibles resultados. En este libro, como es costumbre en la niayoria de textos sobre probabilidades,
denotaremos el espacio muestral mediante la letra griega dhayuscula (2 (dmega) y sus elementos, de
manera genérica, se denotaran mediante la correspondiente letra mintiscula . Algunos ejemplos que
ya se mencionaron en la definicién 4 son:

Lanzar una moneda y ver qué lado queda hacia arriba: 2= {cara, sello}.

2. Lanzar un dado y contar los puntos_¢hla cara que queda hacia arriba: 2= {1,2,3,4,5,6}.

3. Escoger una carta de la (baraja de naipes: 2 = {picas, tréboles, corazones,
diamantes}x{1,2,3,4,5,6,7,8:9,10,J,0,K}, donde x representa el producto cartesiano entre los dos
conjuntos.

Verificar el estado de gcnpacion de un canal de comunicaciones: 2= {libre, ocupado}.

5. Medir la fraccion despaquetes perdidos durante una hora en una red IP: 2= {xeR:0<x<1}.
Medir el retard¢’experimentado por un paquete de datos mientras transita por una red IP: Q
=R"= { xgR7x>0}.

7. Contarelntimero de canales PCM libres en un enlace E1: 2 = {0,1,2,...,32}.

Mizar €l estado de ocupacion de cada uno de los canales en un enlace E1 : 2 = {/ibre, ocupaa’o}3 2,
Iza potencia indica que se deben ejecutar 32 productos cartesianos del conjunto {libre, ocupado}
¢on sigo mismo, con lo que se construye el conjunto de todas las cadenas de 32 simbolos en las
que cada simbolo puede tomar uno de los valores libre u ocupado. Noétese que, aunque el
experimento parece sencillo, la cardinalidad del espacio muestral (su nimero de elementos) es
mayor a cuatro mil millones (|£2] = 4.294°967.296).

9. Determinar si un bit, transmitido sobre un canal de comunicaciones, llega correctamente al
receptor en el otro extremo del canal: 2 = {si, no}
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10. Contar el nmimero de transmisiones que requiere un paquete de datos hasta llegar correctamente a
su destino: 2= {1,2,3,...}

11. Contar el nimero de bits recibidos con error en una trama de L bits que llega a través de un canal
ruidoso: 2 = {0,1,2,...,L}

12. Medir durante una hora la fracciéon de tiempo que un enlace de comunicaciones permanece
ocupado: 2 ={xe R:0<x<1}.

13. Contar el nimero de paquetes que llegan a un enrutador de una red de comunicaciones durante
un periodo de una hora: 22 = {0,1,2,...}.

14. Medir el tiempo que transcurre entre la llegada de dos paquetes consecutivos a un enrttador de
una red de comunicaciones: £2=R"= { xeR : x > 0}.

15. etc.

Noétese que, aunque cada experimento aleatorio puede tener solamente un¢@spacio muestral, la
ignorancia del modelador respecto a detalles particulares del experimento lespucde llevar a considerar
espacios muestrales mas grandes, lo cual no estd mal mientras el espacio’ muestral supuesto por el
modelador, £2,, contenga al espacio muestral verdadero, £2,. En efectosen ese caso, simplemente los
“posibles resultados” pertenecientes a £2,N£2,C nunca ocurriran, Por ejemplo, en el experimento 7
supusimos 2 = {0,1,2,...,32} porque un enlace E1 tiene 32 canales TDM; sin embargo, un modelador
con mayor conocimiento a priori podria saber que ese canal E1 hace parte de una red PCM para
telefonia, en cuyo caso reduciria su espacio muestrala (2= {0,1,...,30} al considerar que el canal 0
siempre estd ocupado con bits de sincronizacion y'€l canal 16 siempre estd ocupado con bits de
sefializacion. Igualmente, en el experimento 6, algin modelador podria saber cual es la minima
longitud de los paquetes, L bits, y la maxima capacidad de la ruta, C bps, con lo que podria reducir el
espacio muestral a (2 = {xeR : x > L/C}.*€abe anotar que, en muchas ocasiones, un modelador con
una gran cantidad de conocimiento a-priori que le permita encontrar un conjunto 2, muy cercano a
€, puede decidir escoger un espacio-muestral ain mayor a £2,, con el unico propdsito de simplificar
el tratamiento analitico posterior.”Por ejemplo, como el nimero de paquetes que llegan en una hora
es un numero entero, un modelador podria saber que en el experimento 5 un espacio muestral mas
cercano al verdadero estd‘eontenido en {m/n € Q*: n>0, m <n}, donde Q" son los niimeros racionales
no negativos. Sin embargo, parece intuitivamente claro que podria ser mas facil considerar el espacio
muestral constituide por el intervalo real [0,1].

La Figura 16 muestra un diagrama de Venn que incluye el conjunto Z/ compuesto por todos los
posiblesyresultados de todos los posibles experimentos (;cuan grande es este conjunto?) y, en él,
algunos espacios muestrales asignados a un experimento particular, €2, c ) c(b < (X y (. El
verdadero espacio muestral, £2,, puede ser un conjunto muy complejo. £2; es el espacio muestral que
podria seleccionar un modelador juicioso con una gran cantidad de conocimiento a priori. £ es el
espacio muestral que decidiria seleccionar este mismo modelador para facilitar el analisis posterior.
£ es el espacio muestral seleccionado por otro modelador igualmente juicioso pero que tiene muy
poco conocimiento a priori. Por ltimo, £ es el espacio muestral que seleccionaria un modelador
poco juicioso y muy desafortunado, pues no podra llegar a ninglin destino util por haber empezado
parandose sobre arenas movedizas.
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Figura 16. Algunos espacios muestrales asignados a un mismo expéfimento

Evento

Por lo pronto, diremos que un evento es un subconjunto del _espacio muestral de un
experimento aleatorio. Mas adelante (después de la definicion 14) restringiremos la
definicion de evento a un subconjunto "medible", esto es, un Subconjunto al que se le pueda
asignar una medida de probabilidad.

El evento 4 — Q2ocurre al realizar una instancia del experimento si el resultado obtenido, o, pertenece
ad, weA.

Supongamos, por ejemplo, que medimos la)fraccion de paquetes perdidos en una videoconferencia

(experimento 5), de manera que los pesibles resultados son 2= {xe@Q : 0 < x < 1}. Si nos interesa
satisfacer un requerimiento de calidad”de servicio segun el cual no se pueden perder mas del 0.1% de

los paquetes, deberiamos buscar, que una fraccion importante de las instancias del experimento

correspondieran a elementos del subconjunto 4 = { xe2: x <0.001}. De la misma manera, en cada

uno de los experimentos propuestos en la definicion 5 podemos definir algunos eventos apropiados:

Lanzar una menedd'y ver qué lado queda hacia arriba: Los posibles eventos de interés incluyen a
los subconjlihtos unitarios de €2, A={cara} y B={sello}. No sobra recordar que, mientras cara es
un posible’ resultado del experimento, esto es, un elemento de (2, {cara} es un subconjunto
unitario de £2. {Y es muy importante reconocer la diferencia! De otro lado, ademas de los eventos
Ay B mencionados antes hay otros dos posibles eventos : (2 (el evento cierto) y @, (vacio o el
evento nulo), pues ellos dos siempre son subconjuntos de £2.

Lanzar un dado y contar los puntos en la cara que queda hacia arriba: En el espacio muestral 2=
{1,2,3,4,5,6} estan incluidos conjuntos como 4 = {hay mas de tres puntos} = {4,5,6} y B = {hay
un numero par de puntos} = {2,4,6}, asi como ANB = {4,6}, por ejemplo.

Escoger una carta de la baraja de naipes: En el espacio muestral descrito antes estan contenidos,
por ejemplo, los eventos A = {Una figura de pinta roja} = {corazones, diamantes}*x{J,0,K} y B
= {Un as negro} = {(picas, 1), (tréboles, 1)}.



250 Conceptos de Probabilidad, Variables Aleatorias Marco Aurelio Alzate Monroy
y Procesos Estocasticos en Redes de Comunicaciones Universidad Distrital F.J.C. 24

4.

10.

11.

12.

13.

14.

Verificar el estado de ocupacion de un canal de comunicaciones: Como en el ejemplo 1, los
posibles eventos de interés son los subconjuntos unitarios {/ibre} y {ocupado}, que son diferentes
a los elementos de (2, libre y ocupado.

Medir la fraccion de paquetes perdidos durante una hora en una red IP: El espacio muestral es el
conjunto de racionales en el intervalo [0,1] de la recta real, donde podemos definir un evento A
que dispararia una alarma en el centro de gestion de lared, 4 = {xeQ : 0.1 <x }: {En la ultima
hora se perdié mas del 10% de los paquetes!

Medir el retardo experimentado por un paquete de voz mientras transita por una red IP dotada
con mecanismos VoIP: En este caso, como un paquete que llegue con mas de 100 ms+(p.¢j.) de
retardo es descartado en el receptor, un evento de gran interés seria 4 = {xe.2: x&0:1} = {E]
paquete no alcanza a ser reproducido en el receptor}.

Contar el numero de canales libres en un enlace E1: Si una videoconferencia requiere 384 kbps,
un evento de interés podria ser A = {Se puede establecer una videoconferencia; = {6,7,8,...,32}.
Mirar el estado de ocupacion de cada uno de los canales en un enlace E1 : 2 = {Libre,

Ocupado}Sz. Si definimos 33 eventos diferentes [X; = {Hay i canajés libres}, i=0,1,2,...,32],
estariamos “reconstruyendo” el experimento 7. Sin embargo, mientras “16 canales libres” es un
elemento del espacio muestral del experimento 7, en el experimento 8 se trata de un evento (un
subconjunto del espacio muestral) compuesto por ;601°080.390 elementos!

Determinar si un bit, transmitido sobre un canal de comtunicaciones, llega correctamente al otro
lado: 2 = {si, no}. Como en el experimento 1, no‘t¢nemos muchos mas eventos que los unitarios
{si} y {no}, aunque siempre podemos escoger también el evento cierto y el evento Nulo.
Contar el numero de transmisiones (a trayés.de un canal ruidoso) que requiere un paquete de
datos hasta llegar correctamente a su destino:£2= N = {1,2,3,...}. El evento {No hay errores de
transmision} corresponde al subconjunto unitario {1}.

Contar el nimero de bits con errores en una trama de L bits que se recibe de un canal ruidoso: 2
={0,1,2,...,L}. El evento {E5“mecesario retransmitir el paquete} corresponde al subconjunto
{1,2,3,....L} = {0}, donde” el superindice C indica complemento en (2 : Serd necesario
retransmitir el paquete giyse dafia al menos un bit.

Medir durante unachora la fraccién de tiempo que un enlace de comunicaciones permanece
ocupado: 22 = fx€R : 0 <x < 1}. Un posible criterio de gestion de la red podria interpretar el
evento {xe x> 0.8} como {Es necesario dispersar el trafico que cursa sobre el enlace}.
Contar elmtimero de paquetes que llegan a un enrutador de una red de comunicaciones durante
una hora: 2 = {0,1,2,...}. Si el enrutador es capaz de atender hasta u paquetes por hora, un
evento de sumo interés para el administrador de la red sera 4 = {ne£2: n> u}, pues la ocurrencia
del evento 4 indica que el enrutador esta experimentando congestion.

Medir el tiempo que transcurre entre la llegada de dos paquetes consecutivos a un enlace de una
red de comunicaciones: 2= R" = { xeR : x > 0}. ;Cual seria el evento A={Cuando llega el
segundo paquete, el primer paquete ya ha sido transmitido}? La respuesta puede no ser facil
porque depende del estado del enlace (cuantos paquetes habia en espera de servicio) cuando llegd
el primer paquete, cuya observacidon constituye otro experimento aleatorio. Sin embargo, si la
longitud minima de los paquetes es L bits y la capacidad del enlace es C bps, sabemos con
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seguridad que el evento que nos preguntan esta contenido en otro evento mayor, 4 € B = {xeQ
:x>L/C}.

En esta definicion hemos considerado "evento" como sindénimo de "sub-conjunto de Q". Mas
adelante, cuando definamos la medida de probabilidad (definicién 14), distinguiremos entre
subconjuntos medibles y subconjuntos no medibles segun se les pueda asignar o no una medida de
probabilidad. Entonces restringiremos el significado de evento a “subconjunto medible”.

7. Frecuencia Relativa

Sea A un subconjunto del espacio muestral de un experimento aleatorio. Si repetimos N
veces el experimento y observamos que en Na de esas repeticiones se obtuvoun’elemento
de A, decimos que fn(A) = Nu/N es la frecuencia relativa del subconjunto-A en esas N
repeticiones del experimento.

Notese que la notacion es muy imprecisa pues fv(4) no es una funcion de A4 subindicada por N. En
efecto, en una secuencia diferente de N repeticiones del mismo experimento podriamos obtener un
valor distinto de fy(4). Por ejemplo, considérense las siguientes dos secuencias de 10 lanzadas de un
dado:

Secuencia l: 2
6

4 2 6 1 53 6 3 3
Secuencia 2 : 4 253 15 3 6 4
Si observamos la frecuencia relativa del sub¢onjunto 4 = {el resultado es menor que cuatro} = {1, 2,
3} obtenemos que f10(A4) = 0.6 en la primiera secuencia y fio(4) = 0.4 en la segunda secuencia, mientras
que, considerando las dos secueficias conjuntamente, obtenemos f(4) = 0.5. Con respecto al
subconjunto B = {el resultado es'un numero par} = {2, 4, 6}, en cada secuencia individual se obtiene

f10o(B) = 0.5 al igual que en la secuencia conjunta, f0(B) = 0.5.

Asi pues, calcular la frectiencia relativa de un subconjunto de posibles resultados, 4, en N repeticiones
de un experimentoaleatorio resulta ser otro experimento aleatorio (un proceso de observacion
mediante el cual'se selecciona un elemento del conjunto {0/N, 1/N, 2/N, ..., N/N, }). Afortunadamente,
en muchas*ocasiones las frecuencias relativas observadas en diferentes secuencias de experimentos
parecen converger a un numero muy preciso a medida que el nimero de repeticiones aumenta en cada
secueneia, como se menciona a continuacion.

8. Regularidad Estadistica

La regularidad estadistica es la propiedad que tienen muchos experimentos aleatorios
segun la cual, al repetir el experimento un gran numero de veces bajo condiciones
constantes, la frecuencia relativa de los posibles eventos tiende a un valor preciso a medida
que aumenta el numero de repeticiones.
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Aceptar con humildad nuestra incapacidad de predecir el comportamiento de una red de
comunicaciones no quiere decir que debamos considerar imposible el disefio de dichas redes con
estrictos requerimientos de desempefio. Al contrario, lo que debemos hacer (y lo que han hecho los
ingenieros de redes de comunicaciones en los Ultimos 150 afios) es tratar de cuantificar la
incertidumbre para asi poder usarla como una herramienta a nuestro favor. Afortunadamente, muchos
experimentos aleatorios presentan cierta regularidad estadistica que facilitan la cuantificacion de
nuestra incertidumbre.

Considérese, por ejemplo, el experimento netstat de la Figura 15. Supongamos que después<de haber
observado el numero de bytes recibidos durante n periodos de 10 segundos medimos la fraccion de
periodos en los que llegaron mas de 8 Mbytes. Esta fraccion es la frrecuencia relativandel’evento E =
{xeN : x <8000000},

fn(E)=%Zn:1(xi eE)

donde x; es el nimero de bytes recibidos en el i-ésimo periodo de 10 s y Ip) es la funcion indicadora
de la proposicion p, igual a 1 si la proposicion p es cierta e igual a O\si la proposicion p es falsa. La
Figura 17 muestra una grafica de f,(E) vs n, en la que se puede apreciar como f,(F) parece tender a
algtin valor especifico a medida que aumentamos el nimero de, experimentos, 7.

Experimento netstat
1 T T T T T T
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300
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Eigura 17. Aunque no podemos predecir el numero de bytes que llegaran en el proximo
periodo de 10 segundos, podemos afirmar que cerca del 38% del tiempo se reciben mas de
8 Mbytes.

Es precisamente la regularidad estadistica la que nos permite estudiar con rigurosidad los
experimentos aleatorios que a diario tiene que realizar un ingeniero a cargo de una red de
comunicaciones, pues ella nos permite saber que, a la larga, se pueden esperar comportamientos
claramente predecibles. Por ejemplo, si la persona que estuvo navegando por la web durante los 60
minutos que durd el experimento netstat de la Figura 15 y de la Figura 17, sigue haciendo el mismo
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tipo de consultas durante los siguientes 60 minutos, podriamos afirmar con un alto grado de certeza
que “en cerca del 38% de los periodos de 10 s, se espera que lleguen mas de 8 Mbytes”.

La teoria de la probabilidades pretende estudiar estas tendencias observadas en las estadisticas que se
pueden asociar con un gran numero de repeticiones de un experimento aleatorio, pero librandonos de
términos imprecisos como “a la larga”, “se espera que”, “cerca de”, etc. Por ejemplo, la teoria de
probabilidades querria que dijéramos que “con una confianza del 38%, en el proximo periodo de 10
s llegaran mas de 8 Mbytes”. Asi pues, es la regularidad estadistica de muchos experimentes
aleatorios la que le permite a la teoria de la probabilidad convertirse en una herramienta para

cuantificar nuestra incertidumbre.

Es interesante notar que, cuando calculamos estadisticas como la frecuencia relativa’ de un evento,
nos referimos a instancias ya realizadas del experimento aleatorio, sobre las cuales no hay ninguna
incertidumbre. La parte mas interesante es cuando queremos hacer "inferencia estadistica", esto es,
cuando queremos usar esas estadisticas para estudiar la incertidumbre gqde ¢xiste sobre instancias por
realizar del experimento aleatorio. Es entonces cuando hablamos deda teoria de probabilidades.

9. Conceptos basicos sobre Conjuntos

Un conjunto es una coleccion de elementos. El conijunto de todos los elementos de interés
en un contexto dado es el conjunto universaly {2 Si a es un elemento del conjunto A,
decimos que aeA (a "pertenece a" A). En otro caso, decimos que agA (a "no pertenece
a" A). Un conjunto esta completamente determinado por sus elementos, al punto que dos
conjuntos A y B son iguales (A=B).si_tienen la propiedad que acA<>acB (a pertenece a
A "si y solo si" a pertenece a\B). La propiedad acA=>acB ("Si" a pertenece a A
"entonces" a pertenece a B) define la relacion ACB (A "es un subconjunto de" B o A "estd
contenido en" B). En consecuencia, la igualdad entre los conjuntos A y B corresponde a
las propiedades AcB-y BCA. Siempre es cierto que AcA. Si AcB y BcC, entonces AcC.
Podemos describiriun conjunto especificando la propiedad que determina la pertenencia
de un elementgi A = {a€C: P(a)} ("el conjunto A esta compuesto por los elementos de Q
que satisfacerla propiedad P"). Como un conjunto esta determinado exclusivamente por
sus elemientos, existe un unico conjunto que no tiene elementos, el conjunto vacio, ¢ =
{a€Q; a=a}. Para cualquier conjunto A, ¢—A.Si a es un elemento de A (acA), {a} es un
sithconjunto unitario de A ({a}cA). Siempre es cierto que ac {a} aunque seria muy raro
que aca (Aqui evitaremos conjuntos que pertenezcan a si mismos para no perdernos en
paradojas como la paradoja de Russell: Si A = {X : Xe¢ X}, ;A€A?).

La union de dos conjuntos A y B, que se representa mediante AUB, es el conjunto de los
elementos de Q que pertenecen a A o que pertenecen a B (o que pertenecen a ambos):
AUB = {xeQ : xeA v xeB}. La interseccion de dos conjuntos A y B, que se representa
mediante ANB, es el conjunto de los elementos de Q que pertenecen a A y que pertenecen
a B: AnB = {xeQ : xeA A xeB}. Ambas operaciones son conmutativas y asociativas
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(AUB = BUA, AnB = BnA4, (AUB)UC = AU(BUC), (ANB)NC = AN(BNC)), ademas
de ser distributivas entre ellas (AN(BUC) = (ANB)u(ANC), AUBNC) =
(AUB)N(AwQ)). Estas propiedades se extienden a cualquier secuencia de subconjuntos
de Q: BN\(\Updn)=Un(An"B), BU(Mnd,)=Mw(A2IB), donde \,A, = A1 VAXIA3U.... y
Ay = AiNArNAsN.... Claramente, AcB = ANB=A4 y AUB=B. Dos conjuntos A y B
son mutuamente excluyentes si ANB = ¢.

El complemento de A, A, esti compuesto por los elementos de Q que no pertenencen &
A: A = {beQ) : bgA}. Evidentemente, (A)C = 4, ¢°=Q, Q=¢, ANA“=¢, AU4A“=Q.
Las leyes de DeMorgan establecen que (AUB) = A“N\B€ y que (ANB)“ = ASUB% Estas
leyes se extienden a cualquier secuencia de subconjuntos de Q: (U437 =m.4,5,
(Mdn)=0,A4, . Con uniones, intersecciones y complementos podemios” definir la
diferencia A\B = ANB® = {acA : agB} (el conjunto de los elementos de A que no
pertenecen a B) y la diferencia simétrica AAB = (ANB)YJANB)= {acAUB :
ag(ANB)} (el conjunto de los elementos que pertenecen a A ¢ a B, pero no a ambos).

Otra operacion importante entre conjuntos es el producto cartesiano, AxB = {(a,b) :
acA, beB}. Cada elemento del conjunto AxB es una pareja ordenada en la que el primer
componente es un elemento de A y el segundo es yin“elemento de B, y AxB es el conjunto
de todas esas parejas. Una funcion f:A—>B.s¢ construye como un subconjunto del
producto cartesiano entre el dominio A y el’rango B, donde a cada elemento de A le
corresponde uno y solo uno de los elementos de B, (f:A—B) — (AxB).

La cardinalidad |A| de un conjuntoA es el numero de elementos que pertenecen a A. Solo
hay un conjunto con cardinalidad cero, el conjunto vacio (|§|=0). Algunos conjuntos
pueden tener una cardinalidad infinita contable (como el conjunto de los numeros
racionales) o no contable (como el conjunto de los numeros reales). A veces existen
resultados intuitives,-con conjuntos finitos que no se pueden generalizar a conjuntos
infinitos.

Un conjunto finito con n elementos distintos se puede ordenar de n! maneras diferentes.
Si solo.gueremos k de ellos, hay n!/(n-k)! maneras de escogerlos en diferentes ordenes,
estowes, hay n!/(n-k)! permutaciones de k elementos entre n. Si cualquier orden en que los
escojamos da igual, obtenemos que k! de esas permutaciones son equivalente, de manera
de hay n!l/[(n-k)!k!] combinaciones de k elementes entre un conjunto de n elementos.

Una secuencia de subconjuntos de €, {4,, n=1,2,...} es una particion de Q) si AinA; =
¢ Vizjy upd, = Q. Una secuencia {B,, n=1,2,...} es decreciente si, VYn, B,.cB,. Una
secuencia {C,, n=1,2,...} es creciente si, vn, C,=Cy+1. El limite de una secuencia

decreciente {B,,n=1,2,...} es lim,»xB, = Mi=1...Bi. El limite de una secuencia creciente

{Cy, n=1,2,...} es lim».C, = \Ui=1._Ci. Dada cualquier secuencia de conjuntos {4},
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podemos construir una secuencia decreciente D, = (Mi=1..,A; y una secuencia creciente

Cn = U1, 24i. Dy, es el conjunto mas grande que esta contenido en todos los {A;, i=1...n}
mientras Cy es el conjunto mas pequernio que contiene a todos los {A;, i=1...n}. Podemos
tomar los respectivos limites D = limy—o Dy = Ni=1.0wDi y C = liMyse Cy = Ui=1..0 C,
donde D es el conjunto mas grande contenido en todos los conjuntos de la secuencia y C
es el conjunto mas pequerio que contiene a todos los conjuntos de la secuencia. Cuando
consideramos una secuencia infinita de eventos Ai, A», A3, ...CC), podemos construir
otras dos secuencias, una decreciente y una creciente asi:

{Sm =supd,,, =\J4,, m =1,2,3..} {Im =inf 4., =(4,, m :1,2,3,..}

n=m n=m
Sn es el supremo de {Ay, An+1, An+2, ...} (el conjunto mas pequerio que contiéite a todos
los Awsm) € In es el infimo de {Am, Am+1, Am+2, ...} (el conjunto mds graunde contenido en
todos los Ansm), de manera que {Sn, m=1,23...} es una secuencia, décreciente y {In,
m=1,2,3...} es una secuencia creciente. A medida que m tieride Ja infinito, podemos
construir el limite de cada secuencia,
© o © o
AzlimsupAn:ﬂUAk leimiann:UﬂAk
o m=1 k=m I m=1 k=m

Cuando ocurre el evento A en un experimento aleatqrio con espacio muestral Q, decimos
que ocurrio un numero infinito de eventos de la sectiencia {A,, n=1,2,...}. Cuando ocurre
el evento B decimos que ocurrieron todos los eventos {4,, n=1,2,...}, con la posible
excepcion de un numero finito de ellos,

limsup 4, :ﬁCJAk ={0eQ:VnIk>n:we 4}
e m=\k=m

%)
lim inf 4; :&JQ,A" ={weQ:In:Vk>n:0e 4}
Claramente, lim,oinf 4, < lim,sup A4,. Si también ocurre que lim,.sup A4,
lim,_»Inf A4, entoneceés la secuencia de eventos A1, A, A3, ... tiene un limite, el evento
L, dado por

L =limysesup 4, = limuseinf 4,

Una manera muy util de visualizar las relaciones logicas entre una coleccion finita de
conjuntos es el diagrama de Venn. El espacio muestral se representa como un rectangulo
W los eventos se presentan como areas sombreadas dentro de él. Cuando hay demasiados
conjuntos por representar en un diagrama de Venn se puede recurrir al mapa de
Karnaugh, que representa en una tabla la particion constituida por todos los eventos de
intereés.

Como podemos inferir de las definiciones 4 a &, el lenguaje de la teoria de conjuntos es fundamental
para la teoria de probabilidades. El concepto de conjunto es una "nocidén primitiva", es decir, un
conjunto no puede definirse en términos de objetos definidos previamente. Algo semejante ocurre
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con el concepto de punto, definido en la geometria Euclidiana como "lo que no tiene partes": La
definicion intuitiva de punto como una ubicacion unica del espacio que no tiene longitud, area,
volumen ni ningun otro atributo dimensional, es el concepto primitivo sobre el cual se construye toda
la geometria Euclidiana. Igualmente, la definicion intuitiva de conjunto como una "coleccion de
objetos" es el concepto primitivo sobre el cual se construye toda la teoria de conjuntos y, sobre ella,
casi toda la matematica. Un nifio en pre-escolar entiende facilmente qué es un conjunto de lapices,
asi como un nifio en primaria entiende qué es el conjunto de los mamiferos y un ingeniero entiende
qué es el conjunto de los nimeros reales (o al menos eso creemos). Cantor, Frege y otros matematices
de finales del siglo XIX supusieron que estos conceptos ingenuos de la teoria de conjuntos eran
suficientemente basicos, elementales e intuitivos como para construir toda la matematiea sobre ella.
Y, hasta cierto punto, Cantor y Frege no se equivocaron: La mayoria de las matematicas de hoy se
basan en la teoria de conjuntos, aunque dicha teoria no es tan elemental, tan basicani tan intuitiva
como se creyo en un principio, pues un uso poco juicioso del concepto de conjufité como "coleccién
de objetos" puede conducir a contradicciones.

Basicamente, Cantor proponia que: (1) Un conjunto es una coleccién de objetos (los elementos del
conjunto) que cumplen con cierta propiedad y, por consiguiente, €L.conjunto queda definido por la
propiedad que determina a sus elementos. (2) Se pueden definir elases de conjuntos: conjuntos cuyos
elementos son, a su vez, conjuntos que satisfacen cierta prepiedad. (3) Dos conjuntos son iguales si
tienen los mismos elementos. Sobre estas tres suposicionesy Frege construy6 una rigurosa formalidad
basada en sus propios desarrollos de l6gica matematica'y de lenguajes formales. Cuando, en 1902,
Frege habia culminado su monumental obra "Las Leyes Fundamentales de la Aritmética", en la que
re-escribia toda la artitmética con base en la 16giea’y la teoria de conjuntos, Bertrand Russell le indico
una grave inconsistencia en su sistema logi€o, la paradoja de Russell: (El conjunto de los conjuntos
que no pertenecen a si mismos pertenece/a si mismo? Si no, pertenece al tipo de conjuntos que no
pertenecen a si mismos y, por lo tanto)pertenece a si mismo. Si si, pertenece al tipo de conjuntos que
pertenecen a si mismos y, por lestanto, no pertenece a si mismo. Es decir, este conjunto pertenece a
si mismo s6lo si no pertenece a si mismo. Aunque son raros, hay conjuntos que pertenecen a si
mismos. Por ejemplo, los Pprincipios de cantor permiten definir el conjunto U = {a : a=a} o "el
conjunto de todo", "el uhiiverso", para el cual Ue U, obviamente. El conjunto C = {a : a es un concepto
matematico} es, en’siSmismo, un concepto matematico, de manera que CeC. El mismo Russell
explica su paradeja’'mas claramente: Solo hay un barbero en la ciudad, quien dice que afeitara solo a
todos aquellgs)que no se afeiten a si mismos. ;Quién afeitara al barbero? Posteriormente Russell
reformuld.Ja’aritmética sobre una nueva teoria de conjuntos en la que no se permiten los conjuntos
que sean elementos de si mismos pero, igualmente, Godel encontrd una inconsistencia insalvable en
la~formulacion de la aritmética de Russell (el teorema de la incompletitud, que demuestra que en la
formulacion de Russell de la aritmética —y en cualquier otra formulacion que sea recursiva y
consistente— hay problemas indecidibles dentro del sistema, como el teorema que dice "este teorema
no es demostrable").

En fin, la teoria de conjuntos debié desarrollarse cuidadosamente para evitar el tipo de
contradicciones que aparecen fundamentalmente cuando se consideran conjuntos "demasiado
grandes" como, por ejemplo, el conjunto de todas las cosas (U = {a : a = a}). Los matematicos
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Zermelo y Fraenkel redujeron la teoria de conjuntos a un sistema axiomadtico restringido que no
permite paradojas como la de Russell. Existen otras formalizaciones axiomaticas exitosas como la
propuesta posteriormente por John von Neumann, Paul Bernays y Kurt Godel (NBG, una extension
de la de ZF). Ambas teorias se basan en unos principios basicos (axiomas) y unas reglas precisas de
obtencion de teoremas a partir de axiomas o teoremas previamente demostrados, de manera que no
se presente ninguna contradiccion (Al menos hasta el dia de hoy no se ha encontrado ninguna
contradiccion... jpero alin no se sabe!). Sin embargo, a diferencia de Zermelo y Fraenkel, que siguen
usando el conjunto como nocidn primitiva, Neumann, Bernays y Godel no usan el concepto de
conjunto como nocion primitiva sino el concepto de clase: La clase es una "coleccion de objetos" y
"un objeto pertenece a una clase". Un conjunto, en cambio, es un tipo especial de clase.que esta
contenida en alguna otra clase. Asi U={a: a=a} no es un conjunto sino una clase y a ella aplican sélo
algunos axiomas NBG, pues otros axiomas aplican so6lo a las clases que son conjunt6s” De esta forma
se evitan las paradojas conocidas hasta ahora.

Si evitamos los experimentos aleatorios en los que el espacio muestral mismo sea un posible resultado
del experimento (;el lector puede imaginar un experimento asi?), no necesitaremos estudiar los
formalismos axiomaticos de teorias de conjuntos. En cambio, nos basaremos en los conceptos
intuitivos mencionados al comienzo como resumen de esta definicion 9, y de los cuales no daremos
mas detalles que el ejemplo de operaciones basicas en diagramas de Venn de la Figura 18, que se
pueden asociar con las operaciones logicas entre predicadgs que involucran la ocurrencia de eventos,
como muestra la Figura 19. De hecho, como se meneiono, una diagrama de Venn y un mapa de
Karnaugh son equivalentes, como muestra la Figura 20. Las secuencias infinitas y sus limites los

tratamos en las definiciones 23, 24 y 25.
Q Q Q Q Q Q Q

@

A B| AUB AnB A°~B| |AnBC AAB

Figura 18. Diagram de Venn de algunas operaciones basicas entre dos conjuntos

OCUITIOA e y 3
Ocurrié A~B Ocurridé A Ocurrié A€

OGUFHQ B =t

Ocurrié A Ocurrié A — .
Ocurrié AuB ., Ocurrié AAB

Ocurrié B Ocurrié B w—

Rigura 19. Operaciones entre conjuntos y sentencias logicas sobre la ocurrencia de eventos

AB

0 | A°BCCC | A°BCC | ABCC | ABCCC
ACBCC | A°BC ABC ABCC

ACBCCC

Figura 20. Comparacion entre el diagram de Venn de tres subconjuntos y el mapa de Karnaugh de tres proposiciones
l6gicas (la ocurrencia o no ocurrencia de cada uno de los tres eventos asociados)
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10. Conjunto Potencia de 2, {0,1}

El Conjunto Potencia de 2 es el conjunto de todos los posibles eventos, esto es, la clase de
conjuntos conformada por todos los subconjuntos contenidos en €2,
{0,1}9={4: Ac(}.

En aquellos experimentos aleatorios en los que el espacio muestral tiene una cardinalidad finita, es
legitimo pensar en enumerar todos los posibles eventos que pueden ocurrir, esto es, todos los posibles
subconjuntos de (2. Para construir esta clase de conjuntos basta con considerar todas las secuencias
binarias de |£2 bits, donde |£2 es la cardinalidad de £2, de manera que a cada posicion enla secuencia
le corresponde un elemento de £2. Asi, con cada secuencia construimos un subconjunio conformado
por los elementos asociados con un uno en la posicioén correspondiente de la secuericia. Por ejemplo
a la secuencia 0, compuesta por |{2 ceros, le corresponde el conjunto yacid; que siempre es un
subconjunto de cualquier conjunto; a la secuencia 2-!, con i€ {1,2,..., |<2¥, ¢dmpuesta por |£2-1 ceros
y un uno en la posicién i, le corresponde el evento unitario {m}; a la secuencia 2! + 2!, con
i,je{l,2,..., €24}, i#j, compuesta por |€}-2 ceros y dos unos en las‘posiciones i y j, le corresponde el
evento binario {w, @}; a la secuencia 2"?-1, compuesta por {42 unos, le corresponde el espacio
muestral mismo que, por definicion, es un subconjunto deXsi*mismo. Debido a esta metodologia de
construccion, es razonable que al conjunto potencia del espacio muestral £2se le denote como {0,1}
Mas aun, como en {0,1}*’ hay un conjunto vacio, |{2sconjuntos unitarios, (“*,) conjuntos binarios —
donde (" 4) es el niumero de combinaciones de k €lementos escogidos entre m posibles—, (¥ ;)

§(90)- .

conjuntos ternarios, etc., la cardinalidad de {01} es ‘{051}9

n=0 n

En el experimento 4 de la definicion 54por ejemplo, en el que verificamos el estado de ocupacion de
un canal de comunicaciones, solamente hay dos posibles resultados, por lo que tenemos solamente
cuatro posibles eventos:

Libre Ocupado Evento
0 0 @
0 1 {Ocupado}
1 0 {Libre}
1 1 Q

Perd”si viéramos el estado de ocupacion de dos canales, considerando cada uno individualmente,
tendriamos 16 posibles eventos:

(libre, (libre, (ocupado, (ocupado, Evento
libre) ocupado) libre) ocupado)

0 0 0 0 @

0 0 0 1 {No hay canales libres}

0 0 1 0 {(ocupado, libre)}
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0 0 1 1 {El primer canal esta ocupado}

0 1 0 0 {(libre, ocupado)}

0 1 0 1 {El segundo canal esta ocupado}

0 1 1 0 {S6lo hay un canal libre}

0 1 1 1 {4l menos un canal esta ocupado}

1 0 0 0 {No hay canales ocupados}

1 0 0 1 {Ambos canales estan libres o ambos estin
ocupados}

1 0 1 0 {El segundo canal esta libre}

1 0 1 1 {El primer canal estd ocupado o\el segundo
esta libre}

1 1 0 0 {El primer canal esta libre}

1 1 0 1 {El primer canal estd libre o el segundo estd
ocupado}

1 1 1 0 {4l menos un canai esta libre}

1 1 1 1 0

Con tres canales tendriamos 256 posibles eventos y con cuatro canales deberiamos considerar 65536
eventos... En el experimento 8, por ejemplo, en el que andcentemente queremos ver el estado de
ocupacion de cada canal en un enlace El, tendrfamos 24249972 posibles eventos, jmas de
101292913986 eyentos (un uno seguido por mil trescientos millones de ceros)! Para hacernos a una idea
de la cardinalidad de este conjunto, consideremos que en el universo hay del orden de 2%% 4tomos. Si
nos regalan un atomo por cada subconjunto {de este espacio muestral, necesitariamos 24294967031
universos como éste. En ese nimero de-universos es altamente probable encontrar uno idéntico al
nuestro, excepto porque nuestro amable lector tendria otro color de ojos ;Coémo nos pudimos meter

en un problema tan grande si s6lo quetiamos monitorear un simple enlace E1?

De hecho, aunque observar los 32 canales de un inofensivo enlace E1 puede generar un niimero
mucho mas que astrondmicamente grande de posibles eventos, todavia se trata de un conjunto
describible (tanto que{podemos contar cada uno de los eventos). Pero, ;podria el lector imaginarse el
conjunto potencia-del éxperimento 10? Los mas de 10!1:000°000000 ygibles eventos del experimento 8
siguen siendo ui numero infinitesimalmente pequefio de eventos en comparacion con la cardinalidad
del espacio muestral del nimero de transmisiones que se deben hacer para que una trama llegue bien
a su destind, pues ese espacio muestral ya tiene un nimero infinito de elementos, aunque sea "el
infinitomas pequefio”, Ko, que es la cantidad de niimeros naturales (un conjunto tiene cardinalidad
infinita si se puede poner en correspondencia biunivoca con un subconjunto propio de si mismo. Por
ejemplo, los naturales son infinitos porque se pueden poner en correspondecia biunivoca con los pares
y los reales son infinitos porque se pueden poner en correspondencia biunivoca con el intervalo
unitario). Como nos demuestra la paradoja del "Hotel de Hilbert">, Ro= R+ n=nRy= (X)" VneN.

5 El tinico hotel de un pueblo pequefio tiene infinitas habitaciones (|N| = X habitaciones). En el pueblo se juega
un campeonato de futbol en el que cada equipo tiene un niimero infinito de jugadores. Cuando llega el bus con
el primer equipo, se ubica al jugador 7 en la habitacion n VreN, de manera que todas las habitaciones quedan
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Pero, como demostré Georg Cantor, el numero de subconjuntos que se pueden construir con los
numeros naturales es mayor que el nimero de nimeros naturales, Ry < X; =2%_donde X; es la cantidad
de nameros reales que existen®. El conjunto potencia del espacio muestral del experimento 10 tiene
tantos eventos como numeros reales existen!

Maés atn, /podria el lector imaginar el conjunto potencia del experimento 14? jEs el conjunto de todos
los subconjuntos que se pueden formar con los nimeros reales no negativos! Si los famélicos 32
canales de un enlace E1 lograran atemorizarnos de hoy en adelante cada vez que pasemos cerca de la
pequefia PBX de la oficina, y temblaremos de terror al tener que contar el nimero de transgisiones
que requiere una trama ;qué podria hacernos un experimento cuyo espacio muestral sea el conjunto
de los nimeros reales? El nimero de subconjuntos que se pueden formar con los ntimeros reales es
X, = 2% > X;. Grandes matematicos como Bolzano, Cauchy, Weierstrass, Dedekind y Cantor han
estudiado estos “monstruos matematicos”, los “trans-finitos”, algunos de ellos con apreciables
consecuencias en su salud mental. Como nos preocupa la salud mental de nuestros lectores, resulta
conveniente definir el siguiente concepto, campo-o de eventos. Esto es, en vez de pretender que se
atemorice la proxima vez que vaya a revisar el PBX de la oficina, sdlo, queremos motivar al lector a
seleccionar un conjunto razonablemente pequefio de eventos de interés cada vez que decida modelar
un experimento aleatorio (donde “pequeio” puede ser Xy 6 X;, pero no X, ni ningln otro trans-finito
mayor a ).

11. Campo-c de Eventos

Un Campo de Eventos, F, es una clase de subconjuntos de {2 que satisface los siguientes
axiomas: (1) F es no vacio, (2) si A es tal que Ac F, A F, (3) si A,Bc(2 son tales
qued,Be F, AUBe F. Un campo-q de eventos es un campo contablemente aditivo, esto es,
que satisface la condicion adicional (3%) si {A,e F, n=1,2,...}, U7_ A, €F

n=1

ocupadas. Al final se baja<el-entrenador... ;donde ubicar al entrenador? Se le solicita al jugador que esta en la
habitacion n que, por fayor, se pase a la habitacion n+1 VreN, con eso todos los jugadores siguen con una
habitacion pero se desocupa la habitacion 1 para el entrenador: 8o = Ro + 1 = R + k£ VkeN. Pero resulta que
cada jugador trajg-a,su mama... ;jdonde ubicamos a las mamas? Se le solicita al jugador que esta en la habitacion
n que, por favér, se pase a la habitacion 2n VrneN, con eso todos siguen con una habitacidon pero se desocupan
las habitaciones impares para las mamas: Ry = 28 = kR VkeN. Pero resulta que el campeonato se juega entre
un nurmero infinito de equipos y empiezan a llegar los buses con los demas equipos. ;donde ponemos a todos
esosiyugadores? Le pedimos al jugador que esta en la habitacion n que se pase a la habitacion 2” y ubicamos al
m-gsimo jugador del r-ésimo equipo en la habitacion p(r)”, donde p(r) es el r-ésimo niimero primo mayor a 2:
Ro = R¢?> = Ro* VkeN. Notese que ahora todos los jugadores de todos los equipos tienen su habitacion pero, a
diferencia de cuando acomodamos solo al primer equipo y llenamos el hotel, jahora tenemos un numero infinito
de habitaciones desocupadas (1, 6, 10, 12, 14, 15, 18, 20, 21, 22, 24...)!

¢ Si podemos contar los puntos en el intervalo unitario [0,1], los tendremos a todos en una correspondencia
biunivoca con los naturales en una lista {s, 52, s3,...}, donde el i-ésimo nimero es de la forma s; = 0-x;1x;2x3Xi4. . .
siendo x;; el j-ésimo digito de la expansion binaria de s;. Pero esa lista es imposible porque en ella hara falta el
namero 0-y1y2y3ys... CON Y1#X11, Y2#X22, V3#X33,... En consecuencia, el nimero de puntos en el intervalo unitario
es mayor que el numero de naturales, X; > Xo. X; es el nimero de numeros reales, que es igual al nimero de
secuencias inifnitas de unos y ceros, que es el mismo nimero de subconjuntos de los naturales, ; = 2%,
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La idea es que mas adelante vamos a definir la probabilidad como una funciéon que le asigna una
medida real a cada evento de interés. Pero una funcién no queda bien definida si no especificamos
claramente su rango y su dominio. Y, como vimos en la definicién 10, no podemos especificar como
dominio el conjunto de todos los posibles eventos, pues en muchos casos ese conjunto puede ser
monstruoso. Solo cuando el espacio muestral tiene cardinalidad finita (jy pequena!), es posible
considerar el conjunto de todos los eventos, el cual es un campo-o, evidentemente. Pero tampoco
podemos seleccionar algunos pocos eventos de interés e ignorar el resto si no le damos una estructura
al dominio correspondiente, con el que evitemos llegar rapidamente a inconsistencias. Si nos inferesa
el evento A2, ;como no nos podria interesar el evento A< = {No sucede A}? O si nos intexesan los
eventos 4y B < £, ;cémo no nos podria interesar el evento AUB = {sucede por lo mengs-uno de los
dos eventos}? Al cerrar el campo de eventos sobre las uniones y los complementos, estamos
incluyendo en ¢l todos los eventos asociados con los eventos de interés definidos eriginalmente, con
lo cual podemos asignar medidas de probabilidad a cada evento sin preocuparn@$\por inconsistencias.

Podemos deducir algunas propiedades adicionales de un campo-o de eventos a partir de los axiomas
que lo definen. Por ejemplo,
1. QeF
En efecto, como F es no-vacio, debe contener al menos un eyento A y, por el segundo axioma, también
debe contener a 4€. El tercer axioma requiere que la union dé, cualquier par de miembros de Fpertenezca
también a F por lo que AUAC = Qe F.
2. @eF
Esta propiedad surge de aplicar el segundo axioma ala propiedad anterior.
3. SideFyBeF ANBeF.
En efecto, por el segundo axioma A% F§3B e F;, por lo que el segundo axioma asegura que A“UB e F
y, aplicando nuevamente el segundo axiema, (4“UB°)¢ = AnBe F(ley de DeMorgan).

4.  Similarmente, usando los axionias'2 y 3%, podemos decir que si {4, €7 n=1,2,...}, (17_ A, €F.

Asi pues, el campo-o contiene todos los complementos, intersecciones numerables y uniones
numerables de cada uno(delos conjuntos que lo componen. La virtud de esta construccion es que,
con ella, podemos desarrollar todas las funciones l6gicas Booleanas sobre los eventos de interés, lo
cual nos da la coherencia que necesitamos para expresarnos de manera logica respecto a los eventos
sin salirnos de nuestro campo de eventos, pues estos constituyen una estructura logica cerrada para la
negacion,la conjuncion y la disyuncion. Si nos interesan los eventos 4,B,C {2, ;co6mo no nos podria
interesart el evento ANB = {suceden ambos eventos}? ;O el evento ANBC = {sucede A pero no sucede
B}2%0el evento (ANCE)UN(BNCNAC) = {Sucede A pero no sucede C o suceden By C pero no sucede
A}?En un campo sigma ocurren todas las operaciones logicas posibles sobre la ocurrencia o no de
cualquier conjunto contable de eventos de interés.

El campo-o trivial, el mas pequenio posible, es {@ €2}. Otro campo sigma trivial, el mas grande
posible, es el conjunto potencia {0,1}%. Si s6lo nos interesa saber si ocurrié 0 no un unico evento
AcQ, un campo sigma adecuado es {@ 4,4, Q). El conjunto de todas las uniones de conjuntos en
una particion contable de £2es un campo sigma. Si £2es un conjunto infinito no contable, el conjunto
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de subconjuntos de 2 que son contables o cuyo complemento es contable forma un campo-c que
contiene a todos los conjuntos unitarios de £2, pero que es infinitas veces mas pequefio que el conjunto
potencia de 2.

Antes de mostrar algunos ejemplos adicionales, es conveniente incluir una definicion adicional.

12. Minimo Campo-c de Eventos

Dada una clase de eventos C < {0,1} el minimo campo-o de eventos que contiene a G,

o(C), es el campo-o de menor cardinalidad entre todos los campos- o que lo contierien.

Como sugeriamos al concluir la definiciéon 10, una vez escogidos el experimento aleatorio y su
espacio muestral (2, lo siguiente por hacer es seleccionar una clase de eventos-de interés, C, y, con
esta clase, construir el minimo campo-c que contiene a todos los eventes 8n’C. Este minimo campo-
o se representa mediante o(C) y se "puede construir" asi: Si denpotamos H como el conjunto de
campos-o que contienen a C, podemos saber que H no es vaciozpues por lo menos {0,1} es un
campo-o de subconjuntos de £2 que contiene a C. Definiendo o(€) como la interseccion de todos los
campos-o en H, sabremos que o(C) es el minimo campo-&;.que contiene a C. En efecto, si Ay />
son dos campos-o que contienen a C, AiN/, = {AeFi:14€5} es una clase de eventos que también
contiene a C (pues cada evento en C esta tanto en F.como en %3) y que forma un campo-o porque
no es vacio (al menos 2y @ pertenecen a ambos), si’el evento 4 pertenece a ambos campos, el evento
A€ también pertenece a ambos campos, y si los’€ventos 4 y B pertenecen a ambos campos, el evento
AUB también pertenece a ambos campos. )Por supuesto, |F1iNF| < min(|Fi|, |F3|), por lo que la
interseccion de todos los campos endH” nos da el minimo campo-o, o(C). Siendo asi, si {F ,
n=1,2,...} €eH es el conjunto de todos los campos-o que contienen a C, o(C) se puede definir como

o(C)= ﬂn Fu ... Si, debemos admiitir que éste no es un procedimiento muy practico para determinar

el minimo campo-c que centiene a C (puede ser que la interseccion ni siquiera sea contable), pero al
menos asi podemos estat’seguros que dicho minimo campo-c existe.

Como ejemplo,eonsideremos algunos posibles campos-o definidos en los 10 primeros experimentos
propuestos’en.las definiciones 5 y 6.

1. dLasencillez del espacio muestral del experimento que consiste en lanzar una moneda y ver qué
lado queda hacia arriba sugiere que un campo-G apropiado es el conjunto potencia del espacio
muestral. Después de todo, la cardinalidad de dicho campo-o es solamente 4.

2. En el experimento de lanzar un dado y contar los puntos en la cara que queda hacia arriba
incluimos los conjuntos 4 = {hay mas de tres puntos} = {4,5,6} y B = {hay un numero par de
puntos} = {2,4,6}, con los cuales se puede construir el siguiente campo-oen 2= {1,2,3,4,5,6}:
F={D, {5}, {4,6}, {4,5,6}, {2}, {2,5}, {2,4,6}, {2,4,5,6}, {1,3}, {1,3,5}, {1,3,4,6}, {1,3,4,5,6},
{1,2,3}, {1,2,3,5}, {1,2,3,4,6}, 2}
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La cardinalidad de este campo-oes 16, menor a los 64 eventos del conjunto potencia. Obsérvese
que otro campo-o que también contiene a la clase de eventos C={4,B} es el siguiente:

€ =1, {6}, {5}, {5,6}, {4}, {4,6}, {4,5}, {4,5,6}, {2}, {2,6}, {2,5}, {2,5,6}, {2,4}, {2,4,6},
{2,4,5}, {2,4,5,6}, {1,3}, {1,3,6}, {1,3,5}, {1,3,5,6}, {1,3,4}, {1,3,4,6}, {1,3,4,5}, {1,3,4,5,6},
{1,2,3}, {1,2,3,6}, {1,2,3,5}, {1,2,3,5,6}, {1,2,3,4}, {1,2,3,4,6}, {1,2,3,4,5}, 2}

cuya cardinalidad, 32, sigue siendo menor a |{0,1}“4=64. Sin embargo #=o(C) es el minimo
campo-o que incluye a los eventos de C. De hecho, nétese que A~=FNE. Para construir un modelo
probabilistico de este experimento en donde solo interesen los eventos en C, es suficierte ¢on
asignar medidas de probabilidad a cada uno de los eventos de #, y no hace falta asignarle
probabilidades a cada evento en € ni mucho menos a cada evento en {0,1}%.

3. En el experimento de escoger una carta de la baraja de naipes definimos los eyentos 4 = {Una
figura de pinta roja} = {corazones, diamantes}x{J,Q,K} y B = {Un as negro} = {(picas,l),
(tréboles,1)}. En este caso, como los eventos son excluyentes .(n0 pueden suceder
simultadneamente), el minimo campo-o de eventos que incluye a A~y»B es bastante pequefio:
F={®d, A, B, AUB, A, B¢, (AUB)", £}. Por supuesto, el conjunto potéricia tiene 22 eventos, jmas
de cuatro mil billones (cuatro mil millones de millones)!

4. En el experimento de medir la fraccion de paquetes perdidos durante una hora en una red IP
teniamos como espacio muestral el intervalo [0,1] de la recta real, donde resulta imposible definir
el conjunto potencia. Si definimos una familia de eventos € compuesto por los intervalos cerrados
{[0, x], x<1}, podriamos considerar el minimo campo-o que contiene a &, o(£). Este conjunto se
llama el campo de Borel del intervalo [0,1], B([0,1]) —ver enseguida la definicion 13—y, aunque
es dificil de describir, sabemos que también.contiene todos los intervalos abiertos, semiabiertos,
cerrados, puntos aislados y uniones contables de dichos eventos... jTodo lo que nos pueda
interesar! Claro, hay muchos subconjutitos de [0,1] que no estan en B([0,1]) —jla mayoria!- pero
son tan “raros” para nuestros propositos de modelar la fraccion de paquetes perdidos, que no nos
interesa incluirlos en nuestro.campo-o de eventos (jafortunadamente, porque ni siquiera nos
queda facil imaginarlos!).

5. Enel experimento de miedir el retardo experimentado por un paquete de voz mientras transita por
una red VolP, puedg gque so6lo nos interese el evento A = {xe2: x> 0.1} = {El paquete no alcanza
a ser reproducido~en el receptor}, en cuyo caso el campo-o de eventos seria elemental: #~={ @,
A, A, ), apesar de que el espacio muestral estd compuesto por los reales no negativos.

6. Al verificar €l estado de ocupacidn de un canal de comunicaciones los posibles eventos de interés
son las subconjuntos unitarios {/ibre} y {ocupado}. En este caso, el conjunto potencia resulta un
campo-o perfecto para trabajar: {0,1}°= {®, {libre}, {ocupado}, 2

7\ En el experimento de contar el nimero de canales libres en un enlace E1 podriamos estar
interesados en los siguientes dos eventos: 4 = {Se puede establecer una videoconferencia} =
{6,7,8,...,32} v B = {Se puede transmitir video MPEG-4 a por lo menos 768 kbps} =
{12,13,14,..., 32}. En este caso, como el evento 4 incluye al evento B, o {4,B})={®, A, B, A,
B¢, A°UB, ANB€, Q).

8. En el experimento de mirar el estado de ocupacién de cada uno de los canales en un enlace El
podemos definir los siguientes 33 eventos [X; = {Hay i canales libres}, i=0,1,2,...,32]. Como se
trata de eventos mutuamente excluyentes, el minimo campo- o tendria s6lo 2* eventos de interés.
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Los eventos de este minimo campo-o se podrian asociar, en una correspondencia uno-a-uno, con
los eventos del conjunto potencia del experimento 7.

9. Como en los experimentos 1 y 4, el conjunto potencia es un campo-o apropiado al determinar si
un bit transmitido sobre un canal de comunicaciones llega correctamente al lado receptor del
canal.

10. Al contar el nimero de transmisiones (a través de un canal ruidoso) que requiere un paquete de
datos hasta llegar correctamente a su destino podemos estar interesados solo en los eventos
A={No hay errores de transmision} = {1} y B={Mejor desistir de seguir intentandglo} =
{16,17,18,...}, con los que se puede construir un pequefio campo-o con sélo ocho evehtos: F=
{@, A, B, AUB, A, B¢, (AUB)", (2}.

11. Al contar el nimero de bits con errores en una trama de L bits que se recibe de un,canal ruidoso
podriamos estar interesado en el evento en que no se dafié ningun bit, 4 =*§0}. Un campo-c
apropiado es {®, 4, A€, 2}, donde A indica la necesidad de retransmitirdastrama.

12. Al medir durante una hora la fraccion de tiempo que un enlace de comunicaciones permanece
ocupado, dos eventos de interés serian 4 = {x.£2: x > 0.8}, que indiea congestion, y B={xe 2 x
< 0.2}, que indica subutilizacion. Como A y B son mutuamente excluyentes, el minimo campo-
o tiene 8 posibles eventos: F= {@, [0.8, 1], [0, 0.2], (0.2,,0.8), (0.2, 1], [0, 0.8), [0.8, 1]U][O0,
0.2], £2}.

13. Contar el nimero de paquetes que llegan a un enrutader de una red de comunicaciones durante
una hora. Como mencionamos, el espacio muestral es un subconjunto de los enteros no
negativos, £2={0,1,2,3,...M}, aunque el valor preciso de M puede ser dificil de establecer ya que
depende del nimero de enlaces de entrada, el nimero de canales en cada enlace, la longitud de
los paquetes, etc. Para no correr el riesgo de establecer un valor de M y que lleguen M+1
paquetes, una medida segura es suponer que pueden llegar infinitos paquetes, Q=7Z". En este
caso, la cardinalidad de Q es ¢l gnfinito contable, No. En este caso, el conjunto potencia tiene X;
= 2% eventos y jsigue siende.unt campo sigma manejable!

14. Medir el tiempo que transcurre entre la llegada de dos paquetes consecutivos a un enlace de una
red de comunicaciones:s Ahora el espacio muestral es el conjunto de reales no negativos y no
vale la pena intentar*eonsiderar su conjunto potencia. Nuevamente, si s6lo nos interesa saber si
transcurrieron pienos de 100 ms o no, podemos considerar el campo sigma de eventos { @, 4, A,
2}, donde 4= {el tiempo transcurrido es menor a 100 ms}. Sin embargo, es posible que nos
intereser, por ejemplo, todos los eventos de la forma A(x) = {weR : -0 < @< x}, xeR. Sies
asi, necesitamos encontrar el minimo campo sigma que incluye a los eventos {A4(x), xeR}, al
due)definiremos en el siguiente apartado.

En’los 12 primeros ejemplos anteriores nos interesaba un numero finito o contable de eventos y
resultaba facil construir con ellos una particion del espacio muestral y considerar como campo-c
todas las uniones de los eventos de la particion’. Cuando los eventos de interés son infinitos contables,
como en el ejemplo 13, podriamos imaginar un procedimiento parecido. Pero cuando los eventos de

7Si {C;, iel} es una particion de Q, F= {4,~U;e,C;, J<I} es un campo-c, como se puede demostrar
facilmente.
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interés son infinitos no contables, como en el ultimo ejemplo, debemos considerar campos mas
abstractos, como muestra la siguiente definicion.

13. Campo-c de Borel de los Reales, B(R)

El campo-o de Borel de los numeros reales, AR), es el minimo campo-o que contiene a
todos los intervalos semi-infinitos de la forma Ay = {weR : -0 < © < x}, xeR. Los
subconjuntos de R que pertenecen a BAR) se denominan “conjuntos de Borel”.

En muchas ocasiones el espacio muestral de nuestros experimentos sera el conjunto deMos nimeros
reales, por lo que se hace muy importante definir un campo sigma de eventos “sencille’que involucre
todos los eventos “razonables” que nos puedan interesar. Como veremos enséguida, el campo de
Borel de los numeros reales incluye a todos los intervalos cerrados, abiertos,’semiabiertos, finitos 6
semi-infinitos, incluyendo todos los puntos aislados. Cuando nos limitames'a uniones numerables de
este tipo de eventos en R, podemos construir un espacio de probabilidad coherente sobre el cual
podremos aplicar toda la l6gica booleana sin llegar a inconsistencias.

Veamos qué tipos de eventos se incluyen en AR):

1. (-ox]e AR) VxelR, por definicion

2. Aplicando el segundo axioma a los eventos antefiores,
(-0,x]¢ = (x,0) € AR) VxeR

3. Como (-0,b] y (a,») pertenecen a AR),
(-0,b]N(a,©) = (a,b] € AR) VaeR, beR, asb.

4. De acuerdo con el punto anterior, (@ =1/n, a] € AR) y, como un campo-o es cerrado para las
intersecciones contables,

ﬁ(g—l’a} =[a] € AR) VageR

n

n=1
5. Delos puntos (3) y (4)Y[a]w (a,b] =[a,b] € AR) VaeR, beR, a<b.
[6]°N (a,b] = (a,b)e AR) VacR, beR, a<b.
[a]V (a,b) =[a,b)e AR) VaeR, beR, a<b.

N o

Si todos los intervalos (abiertos, cerrados, semiabiertos, semi-infinitos) y todos los puntos aislados
son conjuntes de Borel, al igual que las uniones e intersecciones numerables de dichos subconjuntos,
(Puedehaber algun subconjunto de R que no sea un conjunto de Borel? Los hay, y son muchos mas
lds|subconjuntos de R que no son de Borel que aquellos que si son de Borel ;Qué tal, por ejemplo, el
conjunto de los racionales, Q? Existe un conjunto infinito de nimeros reales entre cada par de
numeros racionales, por lo que Q forma un conjunto de puntos aislados, cada uno de los cuales es un
conjunto unitario de Borel por el punto 4. Sin embargo, solo la union contable de conjuntos de Borel
forma un conjunto de Borel... jPero Q es un conjunto de cardinalidad contable porque, como vimos
en la definicion 10, Xo = R¢?. ;Y los irracionales? Ellos forman el complemento de Q en R asi que, a
pesar de ser la unién incontable de puntos aislados (hay infinitos racionales entre cada par de
irracionales), los irracionales siguen siendo un conjunto de Borel debido a la segunda propiedad de
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los campos sigma (AR) es cerrado para el complemento). Veamos otro subconjuto de R atun mas
extrafio, el conjunto ternario de Cantor:

Comenzando con el intervalo cerrado [0,1], extraemos de ¢él el segmento central correspondiente al
intervalo abierto (1/3, 2/3), dejando los dos intervalos cerrados [0,1/3] y [2/3,1]. A cada uno de estos
intervalos le extraemos los respectivos segmentos centrales (1/9, 2/9) y (7/9, 8/9), dejando cuatro
intervalos cerrados [0,1/9], [2/9, 3/9], [6/9, 7/9] y [8/9,1]. A cada uno de estos intervalos le extraemos
los respectivos segmentos centrales (1/27, 2/27), (7/27, 8/27), (19/27,20/27) y (25/27, 26/27), dgjando
ocho intervalos cerrados. Asi seguimos repitiendo el proceso de extraccion del tercio de la4mitad de
cada intervalo cerrado que nos vaya quedando, Ad Infinitum, como sugiere la Figura 2 L. ’El conjunto
que nos queda cuando repetimos la iteracion un nimero infinito de veces es el conjunto de¢ Cantor, C.

Eannnnnnn) Eannnnnns) Eannnmnnn Ennnnnnns)
oo om oo om oo oo oo o;
oo oo oo oo o‘a) oo oo oo
||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||
0 1/9 2/9 3/9 4/9 5/9 6/9 7/9 8/9 1

Figura 21. Primeras cuatro iteraciones enla’construccion del conjunto de Cantor

(Es C un conjunto de Borel? Partiendo de un intervalo de longitud 1, obtenemos 2! intervalos de
longitud 1/3' en la primera iteracion, 2% intéfvalos de longitud 1/3? en la segunda iteracion, 23
intervalos de longitud 1/3* en la tercera itetation y, en general, 2" intervalos de longitud 1/3" en la n-
ésima iteracion. Esto es, después de un fiumero finito de iteraciones seguimos teniendo un nimero
finito de intervalos, que es un conjunto de Borel, pues es la union de un nimero finito de intervalos
cerrados; pero ;qué pasa después de un numero infinito de iteraciones? jQue ya no existe ningin
intervalo en C! En efecto, en la iteracion n, para n = 1,2,3,..., retiramos 2! intervalos, cada uno de

longitud 3™, de maneraque’la longitud total de los intervalos que extraemos es li( 2 Jn _ l[ 1 J -1
34 3) 3li-y

. Si de un interval6 de longitud 1 quitamos subintervalos cuya longitud total es 1, nos queda s6lo una
“nube de polvo® que no contiene ningun intervalo, sélo puntos aislados. Pero cada punto individual
de R es un conjunto unitario de Borel y, si los puntos que quedan en el conjunto de Borel son los
extremos de los intervalos que van quedando en cada iteracion, tendriamos que C es la unidon contable
de ptntos aislados... jpero no es posible numerar los puntos en el conjunto de Cantor! Existe otra
cantidad no numerable de puntos que, sin ser el extremo de ninguno de esos intervalos, jamas se
eliminan del conjunto de Cantor, como se puede apreciar para el punto % en la Figura 22 : Si no se
retir6d en la tercera iteracion ya jamas serd retirado de C. De hecho, Cantor mostré que hay tantos
puntos en C como en R, |C|=|R|=X:. Basta con notar que el algoritmo de construccion equivale a quitar
del intervalo unitario todos los puntos cuya expansion en base 3 incluya algin 1, de manera que los
puntos de Cantor son aquellos cuya expansion en base 3 solo contiene los digitos 0 y 2 (se entiende
que cualquier nimero que termine en 1 seguido por un nimero infinito de ceros se escribe terminando
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en 0 seguido por un namero infinito de 2). En la primera iteracion retiramos todos los puntos que
tienen un uno en la posicion de 3°'; En la segunda iteracion retiramos todos los puntos que tienen un
uno en la posicion 32; En general, en la n-ésima iteracion quitamos todos los puntos que tienen un
uno en la posicion 3. Si nunca retiramos el punto % de C es porque (¥4)3 = 0.020202.... Ahora, si
expresamos cada punto del intervalo unitario en binario, podemos cambiar cada digito 1 por 2 e
interpretarlo en base 3, con lo cual hemos establecido una relaciéon biunivoca entre los puntos del
intervalo unitario y los puntos del conjunto de Cantor:

Cox= Za 3" o y= Z 27" el0,1],  a,e{0,2}

Como Cantor nos ensefid, dos conjuntos tienen la misma cardinalidad si podemos e$tablecer una
relacion biunivoca entre ellos: jhay tantos puntos en C como en [0,1] y, por consiguiente, como en R!

0 1/4 113 2/3 1

[ [ [ | — | [ [ [ [ [ [ |

0 119 29 AT 13

| | S S [ | |
209 e w2 8/27 143

[ | — [ |
219 19/81 20081 M4 T T27

| I E— [ | |
2081 e 4" 617243 62/243 7137

| [ | [ | [ [ [ [ [ [ |

Figura 22. El punto [1/4] pertenece al conjunto de Cantor

En efecto, notese que si miramos=€.en el intervalo [0, 37'] a través de una lupa que aumente 3" veces,
reconstruiremos el conjunto de Cantor completo. Por eso el conjunto C constituye un objeto
autosemejante (es idénticg7a si mismo en un numero infinito de escalas) con dimension fractal
In(2)/In(3) = 0.6, a pesande tener una dimension topoldgica (... C parece un buen candidato para un
subconjunto de R que no pertence a AR). Después de todo, C es un conjunto no numerable de puntos
aislados cuyo eemplemento es un conjunto no numerable de intervalos abiertos jPero hasta el
conjunto de Cantor es un conjunto de Borel! Basta notar que C surge de una secuencia contable de
intersecciones y uniones de intervalos cerrados:

2m 2m+1
S VEES)
n=0 m=0

Sin embargo, se pueden encontrar subconjuntos del conjunto de cantor que no son Borel. Por ejemplo,
evaluando la funcion de Cantor® en un conjunto de Vitali (ver enseguida) obtenemos un subconjunto

8 La funcion de Cantor f;:[0,1]—[0,1] se contruye para cada x€[0,1] asi: (1) expresamos x en base 3, (2) si hay
un digito 1, ponemos cero de ¢l en adelante, (3) cambiamos cada digito 2 por un digito 1, (4) interpretamos el
resultado como un numero binario en [0,1]. A la grafica de f; se le llama grandilocuentemente “la escalera del
diablo”.
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del conjunto de Cantor que no es Borel. Vale la pena mencionar que, aunque el conjunto de Cantor
parece ser una curiosidad matematica disefiada para mostrar extrafios subconjuntos de R, mediante
procedimientos de construccion generalizados semejantes al algoritmo de Cantor, se han desarrollado
importantisimos modelos de trafico en redes de comunicaciones, tales como el modelo wavelet
multifractal (MWM).

Bueno, pero si hay menos conjuntos de Borel en R que subconjuntos de R, ;porqué no hemos podido
encontrar uno? Mostraremos enseguida una familia infinita contable de conjuntos infinitos no
contables de los reales que no son conjuntos de Borel, los conjuntos de Vitali.

Decimos que dos puntos de la recta real, x y y, son equivalentes si su diferencia x4 es’un nimero
racional. No hace falta que x y y sean racionales, aunque pueden serlo; es sufieiefite con que su
diferencia sea racional. Por ejemplo, 1/5 y 1/7 son equivalentes porque 1/5 — W7 =2/35€Q, ny n—
1/3 son equivalentes porque su diferencia es 1/3e€Q, pero m y ©/2 no son ‘€quivalentes porque su
diferencia es m/2¢Q. Todos los racionales forman una unica clase equivalente y existe otra clase
equivalente por cada ntimero irracional en los reales, esto es, existé\un numero infinito no contable
de clases equivalentes (una por cada irracional que no esté¢ separado de otro irracional por una
cantidad fraccional), donde cada clase equivalente tiene un niimero infinito contable de elementos
(uno por cada racional). De cada una de esas incontables clasesescogemos un elemento en el intervalo
[0, 1] y al conjunto resultante le llamamos un “conjufitd’ de Vitali”, V. Ahora, por cada nimero
racional ¢ en el intervalo [0, 1], hacemos una traslacién de V' sumando ¢ a cada uno de sus elementos.
Los conjuntos resultantes son los conjuntos V,, de thanera que ahora tenemos un conjunto contable
de conjuntos incontables cuya union, U, V,, forma el intervalo [0,2]. ;Cudl es la longitud de cada V,?
No puede ser cero, porque la longitud del diitervalo [0, 2] seria cero. No puede ser diferente de cero,
porque la longitud del intervalo [0, 2]«seria infinita... Los conjuntos de Vitali no son conjuntos de
Borel (ver definicion 27).

14. Medida de Probabilidad

Una medida de p¥obabilidad P asociada a un experimento aleatorio ({2 F) es una funcion
P: 7R quecasigna a cada evento en F un numero real que satisface los siguientes
axiomas: NP =1, (2) Si AeF, P(A) >0, (3) Si A,BeF son mutuamente excluyentes
(ANB=®), P(AUB) =P(A) + P(B). Si Fes un campo- o infinitamente aditivo, también debe
sdtisfacerse el siguiente axioma adicional: (3%) Si {4, €7, n=1,2,3,...} es una coleccion de

eventos tal que AinA; = @ para i#j, entonces P ( G An) = i P (An ) .
n=1

n=1

Esta definicién axiomatica, tan uitil como es, deja de lado el problema de darle un significado al
nimero que se asigna a cada evento. Lo cierto es que si Kolmogorov establecio esta definicion en
1933, en respuesta al reto lanzado por Hilbert en 1900 sobre determinar unas bases formales para la
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teoria de la probabilidad, fue inspirado en propiedades fundamentales de los conceptos tipicos de
probabilidad: (1) Que si repito un experimento un gran numero de veces y mido la fraccion de
experimentos en que sucede el evento 4 (ver definicion 7), la fraccidon obtenida tiende a P(4) a medida
que hago mas y mas repeticiones. (2) Que si logro describir el espacio muestral como un conjunto de
cardinalidad finita en el que ninguno de los eventos unitarios ocurre preferencialmente sobre los otros,
la probabilidad de un evento est4 dada por la cardinalidad del evento sobre la cardinalidad del espacio
muestral. (3) Que si consulto a un experto sobre la ocurrencia de un evento en una hipotética
realizacion de un experimento, la probabilidad del evento es el grado de certeza que el experto tiene
en que dicho evento ocurra. (4) Que si he acumulado cierta evidencia a favor o en contra d€ una
hipotesis, la probabilidad del evento en el que dicha hipoétesis es cierta estd dada porel grado de
implicacion 16gica que existe de la evidencia a la hipdtesis. (5) etc. Resulta muy afortunado saber que
siempre es posible asociar los axiomas propuestos por Kolmogorov a propiedades particulares de la
probabilidad en cada una de sus interpretaciones, como describiremos en la defifiieion 15.

En efecto, desde el punto de vista de la formalidad, la matematica no €s tas que un lenguaje en el
que se pueden mezclar unos simbolos de forma adecuada para satisfacer ciertas reglas gramaticales
dictadas, por ejemplo, por la logica, la teoria de conjuntos, etc.;\de manera que, a partir de unos
axiomas, podemos deducir unos teoremas. Pero un modelo matématico es un isomorfismo entre un
lenguaje formal de las matematicas y una simplificacion de alguna realidad particular: El isomorfismo
induce un significado a las matematicas. El hecho es que,para cada uno de los diferentes conceptos
de probabilidad mencionados en el parrafo anterior, 'se puede establecer un isomorfismo con la
formalidad de Kolmogorov, asi como la formalidadide las ecuaciones diferenciales de primer orden
con coeficientes constantes pueden asociarseteen un circuito RC o con automévil en movimiento
(Figura 6). En un servidor de correo electrénico es posible medir la frecuencia relativa de cada tipo
de mensaje spam y aplicar sobre esas(medidas la formalidad de Kolmogorov, indicando que la
definicion formal de probabilidad aplied a la definicion (1) de probabilidad. En un juego de cartas es
posible contar las cartas para obtener informacion que permita decidir las acciones que maximicen la
probabilidad de ganar, en cuyo caso la formalidad de Kolmogorov aplica a la definién (2) de
probabilidad. Si tengo unas-evidencias experimentales de las que induzco un nivel de creencia en que
ocurra un evento, la forinalidad de Kolmogorov deberia aplicar a la definicion (3) si queremos que
esas creencias sean goherentes.

Lo cierto ,es~que esta definicion 14 es implacable y precisa, a diferencia de las posibles
interpretaciones que le asignemos. Como cualquier formalidad axiomatica en matematicas, los
axiomas) escogidos por Kolmogorov son la menor cantidad de axiomas que forman un conjunto
cempleto (cualquier proposicion que involucre probabilidades puede calificarse como cierta o como
falsa), consistente (ninguna proposicion podra ser demostrada como falsa y como verdadera) e
independiente (ningun axioma se puede deducir de los demas). Esta formalidad no so6lo evita
cualquier ambigiliedad conceptual sino que enfatiza el pensamiento deductivo con que se debe abordar
la teoria de probabilidades: Todos los teoremas se deben derivar de estos tres axiomas (ver definicion
17) y es aplicando los axiomas y los teoremas como encontramos las probabilidades de unos eventos
en términos de las probabilidades de otros eventos. Por eso aceptamos los axiomas como verdades
indiscutibles, algo asi como si Kolmogorov los hubiera bajado del monte Sinai impresos en piedra.
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Claro, tenemos la opcion de no aceptarlos, en cuyo caso no podemos usar la teoria de probabilidades
en nuestros modelos matematicos de la realidad ingenieril de las redes de comunicaciones y podemos
terminar aqui el estudio de este texto. Pero, si optamos por esa opcion, nos estaremos privando de una
herramienta formidable para nuestro trabajo investigativo y estaremos negandonos a investigar en
muchas areas donde la teoria de las probabilidades es indispensable. Yo, personalmente, creo que la
teoria de las probabilidades describe la 16gica del pensamiento cientifico, por lo que no podriamos
avanzar muy lejos sin sus axiomas. Sin embargo, para nuestra tranquilidad, enseguida veremos la
plausibilidad de los axiomas en las diferentes interpretaciones de la medida de probabilidad.

15. Interpretaciones de la Medida de Probabilidad

Sea un experimento aleatorio ((3F) y un evento AeF. Una forma de interpretar la
probabilidad del evento A es mediante la relacién P(4) = ]{,im Iy (A4), depide f\(A) es la
—o0

frecuencia relativa del evento A en N repeticiones del experimento. Esta interpretacion
aplica cuando el experimento se puede replicar indefinidamente bajo condiciones
idénticas. Otra interpretacion muy util se basa en la relacion P(A) = |A|/|£2|, donde |A| es
la cardinalidad del evento A. Esta interpretacion aplica tuando €2 es un conjunto de
cardinalidad finita y P({@})=1/|Q| para todo weQ. Sitne¢mbargo, sea que ninguna, una o
ambas interpretaciones apliquen al experimento aléatorio de interés, para nosotros P(A4)
es el nivel de certeza que tenemos en que oeurra el evento A cuando ejecutemos el
experimento.

Como mencionamos en la definicidon 7 sobte la regularidad estadistica de un experimento aleatorio,
si repetimos N veces un experimento.con espacio muestral 2 y contamos en cuantas repeticiones
ocurrid el evento 4 — 2, Ny, definimos la frecuencia relativa del evento 4 en esas N repeticiones
como fy(4) = N4/N. Obsérvese que ¢l proceso de observacion de Ny es, en si mismo, otro experimento
aleatorio, de manera que en diférentes conjuntos de N repeticiones podemos obtener diferentes valores
de fm(A). Sin embargo, la regularidad estadistica sugiere que, entre mas repeticiones hagamos, el valor
de fm(A) tiende a un yalor fijo, independientemente del conjunto particular de N repeticiones que
seleccionemos.

Por ejemplo,supongamos que deseamos saber cudl es la probabilidad del evento 4 = {a un enrutador
llegan mas-de 1000 bytes en un periodo de 100 ms}. Para esto medimos la frecuencia relativa de
dicho.'evento en 200 periodos consecutivos y la graficamos en funcién del niimero de periodos
observados. Si hacemos mediciones durante un minuto, obtendremos tres conjuntos distintos, como
muestra la Figura 23, en cada uno de los cuales la frecuencia parece tender a un niimero cercano a
0.4. Si las condiciones del trafico permanecen estables durante el minuto de observacion y son iguales
a las condiciones en el periodo de 100 ms por cuya probabilidad nos interesamos (que podria ser, por
ejemplo, el siguiente periodo que atin no hemos observado), diriamos que la probabilidad de que
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lleguen mas de 1000 bytes es “cercana” a 0.4°. Pues bien, es facil ver que los axiomas que definen la
probabilidad como una medida de los subconjuntos de (2 contenidos en F estan inspirados en
propiedades elementales de la frecuencia relativa. En efecto,

MM =N/N=1
(2) como Ny>0, fs(4) >0
(3) SiAnB = @, Nyus = N4 + Np, de manera que fnM(AUB) = fi(A) + fi(B).

Permitaseme insistir, porque debemos ser cuidadosos con esto, que el limite de la frecuenciagelativa
es apenas una interpretacion de la probabilidad que puede ser util para los ingenieros_de Tedes de
comunicaciones ya que a nosotros nos es posible tomar muchas mediciones con facilidad y en tiempos
razonables (medir el retardo de 10000 paquetes, medir el nimero de errerés~en 10000 bits
transmitidos, medir la condicion de “spam” en 10000 mensajes de correo electrénico, etc.). Sin
embargo, en muchos casos, el experimento mismo que queremos modelar hi‘Siquiera es repetible, de
manera que no tiene sentido considerar esta interpretacion. J. M. Keynesjpor ejemplo, era economista
y cada uno de sus experimentos podia durar décadas; por esa razdn, la interpretacion frecuentista, que
parece objetiva en cuanto a que muestra resultados verificables “a la-larga”, lo conduce a expresar su
famosa frase: “A la larga, todos estamos muertos”. En estas_condiciones, lo mejor es considerar la
probabilidad como expresion de simetria o como nivel de cenfianza. Esta es la vision Bayesiana: La
probabilidad es un grado subjetivo de creencia. ;Qug¢ significa, si no, la frase “mafiana en la tarde
llovera con probabilidad 0.7”? Puede que el meteorélogo tenga razones frecuentistas para decir algo
asi, pero para la persona que lo escucha en televisién es solo una medida de creencia. O ja qué se
refiere el adolescente cuando afirma “mi novia’me ama con probabilidad 0.7”? Con seguridad no se
trata de que el 70% de sus novias lo han amado. Finalmente, como mencionamos en la definicion 4,
verificar la existencia del boson de Higgs-fue un experimento aleatorio que se realizé en el LHC (en
realidad un conjunto muy grande de ‘€xperimentos aleatorios realizados entre el 10 de septiembre de
2008 y el 4 de julio de 2012), qu€nunca se repetird porque ya no sera aleatorio.

De todas maneras, desdefi/punto de vista puramente matematico, la interpretaciéon misma pierde
relevancia pues la definieion es precisa e implacable: la probabilidad es una funcion que asigna a cada
subconjunto de (2 el Funa medida en R que satisface tres axiomas basicos. Lo cierto es que, cuando
uno estd inmersosen un problema de modelado probabilistico, a veces resulta muy util preguntarse “si
yo pudierasrepetir este experimento muchas veces, /qué esperaria que sucediera a la larga?”, pues la
respuesta‘puede sugerirnos el siguiente paso en el proceso o puede explicarnos un resultado poco
intuitivo! De hecho, en este libro echaremos mano de la interpretacion frecuentista liberalmente para
justificar muchas definiciones o para interpretar muchos resultados.

% De hecho, de acuerdo con la cota de Chebyshev (definicion 47(b)), la frecuencia relativa se acerca a la probabilidad a
medida que hacemos mas y mas observaciones, en el sentido de que el evento B = {|fM(A4) — P(4)| > &} ocurre con
probabilidad menor a 1/(4N&%). Mas alin, mediante la cota de Chernov (definicion 47(c)) se puede demostrar que la
aproximacion de fi(4) a P(4) es exponencial: P[{|fM(4) — P(4)| > &}] < exp(-2N&?) —desigualdad de Hoeffding—.
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Fraccion de periodos de 100 ms con mas de 80 kbps
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Figura 23. fx(4) vs N para tres conjuntos distintos de pruebas

Otra interpretacion que suele resultar muy util para estimar las probabilidades de algunos eventos es
la interpretacion clasica. La probabilidad del evento 4 es
| A] _ Numero de resultados favorables.al evento A

P(d) = .
| Q| Numero total de posiblesresultados

siempre que ninguno de los subconjuntos unitarios de (2 gcurra preferencialmente sobre otros, esto
es, siempre que todos los eventos unitarios de €2 sean |jigualmente probables! Claro, al incluir el
concepto a definir dentro de la definicioén, no estamos-definiendo nada. Pero la idea es intuitivamente
clara: sacar una carta de la pinta de corazones ocurre con probabilidad 13/52 = 1/4, pues ninguna carta
sale preferencialmente sobre las demas. Obtengr un par al lanzar un dado bien balanceado ocurre con
probabilidad 3/6=1/2, pues ningtin lado queda hacia arriba preferencialmente sobre los demas. Los
axiomas de Kolmogorov aplican igualmehte bien para esta interpretacion:

(D=1
(2) como |4| >0, |4]/|€21 =0
(3) SiANB = @, |AUB|,A|A| + |B|, de manera que |AUB|/2| = (|4]| + |B|)/€2 = |42 + |B)/|€2|.

Al hacer uso de esta‘ihterpretacion, debemos ser muy juiciosos con la premisa de los eventos unitarios
“igualmente prebables”. Si el dado estd cargado de manera que P({1}) = 0.2 y P({n})=0.16 para
n=2,3,4,5(6, ¢ uso de esta interpretacion cléasica conducira a resultados desastrosos. Por eso esta
definieidn solo aplica a una clase muy pequefia de experimentos aleatorios.

A veces el espacio muestral es infinito no contable, pero aun podemos aplicar la interpretacion clasica
si usamos alguna medida finita del tamafio de Q, tal como la longitud o el area:

P(4)

siempre que todos los subconjuntos de cualquier tamafio dado tengan la misma probabilidad de ocurrir

_ u(A) Medida de la region favorable al evento A

H1(Q) Medida total de la region posible

como resultado del experimento:
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(1) p( £/ (€D =1

(2) como (A) =0, (A) W) >0

(3)SiAnNB = @, ;(AUB) = u(A) + 1(B), de manera que (AUB)/ () = (1(A) + w(B))/ (L2
=AY/ 1(£) + p(B) 1(£2).

Para nosotros, como ingenieros preocupados por problemas técnicos muy precisos, resulta muy
comodo escoger eclécticamente entre cada una de las interpretaciones la que mas nos favorezca o la
que mejor nos guie en el proceso de desarrollar un modelo probabilistico para nuestro problenia. Por
ejemplo, no hemos sabido de ningin ingeniero de comunicaciones al que le quite el suefio el problema
filosofico que implica utilizar un medidor de BER (Bit-Error-Rate) para medir la fracciénde bits que
se dafian durante su transmision por un canal de comunicaciones (como en el experimento 9) y
después utilizar esa medida como su nivel de confianza en que el proximo bit quéitransmita se dafie
en el canal, aunque asi esté mezclando las interpretaciones (1) y (3). Dada la)fagilidad que tenemos
para tomar muchas mediciones, esta interpretacion frecuentista de la_probabilidad la podemos
aprovechar ventajosamente desde la formalidad de Kolmogorov, comdsse’ describe en la definicion
15.

16. Espacio de Probabilidad

Un espacio de probabilidad es la tripleta (€2 F, P)\asociada con un experimento aleatorio,
donde (2 es el espacio muestral o el conjunto de todos los posibles resultados del
experimento, F es un campo-o de subconjuntos de (2 construido a partir de una clase de
eventos de interes y P es una funcion de Fen R que satisface los axiomas de la definicion
14. Como solamente se les puede asignar una medida de probabilidad a los subconjuntos
de Q que pertenecen a F, a dichessubconjuntos se les denomina “subconjuntos medibles”
o "Eventos" (con lo cual eumplimos la promesa de especificar mejor el concepto de
evento).

En cualquier caso en que‘queramos trabajar sobre modelos probabilisticos de una realidad particular,
deberemos partir de/la’ descripcion explicita del espacio de probabilidad (£2 F P) pues, de otra
manera, estaremos _perdidos: ni siquiera sabremos donde estamos parados! En efecto, una vez descrito
el problema en‘terminos de un espacio de probabilidad, podremos movernos con confianza sobre
todos los resultados de la teoria de las probabilidades sabiendo que, mientras seamos consecuentes y
rigurosos con ellas, llegaremos a resultados significativos, pues es sobre los axiomas que definen a &
y R que se construye TODA la teoria de probabilidades.

Hasta este punto, la teoria de probabilidades seria simplemente una rama de la “teoria de las
mediciones”, que es el area de la matematicas que estudia las funciones 1 Z—R que asignan una
medida real £(E) a cada conjunto £ de una coleccion de conjuntos /. En teoria de mediciones se
estudia formalmente la conveniencia de que  forme un campo-G, en cuyo caso z(-) es una medida
aditivamente contable, como es el caso de las medidas de probabilidad asignadas a los subconjuntos
medibles del espacio muestral de un experimento aleatorio. Sin embargo, la definicién 21 tratara
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sobre la independencia, la cual le dara a la teoria de probabilidades una identidad propia que le
permitira distinguirse de la teoria general de las mediciones.

17. Algunos Resultados Basicos Derivados de los Axiomas de la

Probabilidad

Sea (£ F, P) un espacio de probabilidad en el que hay dos eventos medibles Ay B € F
Entonces (1) P(4) = 1 — P(4), (2) P(®) = 0, (3) P(4) < 1, (4) P(4UB) = P(4) + P(B)-
P(ANB), (5) SiA c B, P(4) < P(B).

Los anteriores cinco resultados son apenas una muestra minima de todas las concluSiones que se
pueden sacar de los axiomas de la definicion 14 pues, como ya se dijo, de los treS\aXiomas se deriva
TODA la teoria de las probabilidades. Sin embargo, como estos cineovresultados se usan
cotidianamente cuando se estudian modelos probabilisticos de cualquier giStema, vale la pena tenerlos
tan presentes como los mismos axiomas de los que se derivan:

(1

(@)

(€))

“4)

)

P(AS)=1-P(4)

En efecto, como ANA=® y AUA=(2, los axiomas 1,yG/conducen a P(£2) = P(4°) + P(4) = 1.
Restando P(4) a ambos lados obtenemos el resultado‘deseado.

P(®)=0

En efecto, A=AU @, que son eventos mutuamente excluyentes, por lo que podemos aplicar el
tercer axioma: P(4) =P(4) + P(®). Restande,P(4) a ambos lados obtenemos el resultado deseado.
Es importante notar que P(®) = 0 se-sefiere al “evento imposible” @. Cualquier otro evento
distinto de vacio con probabilidad O(s¢ conoce como “evento nulo” y, aunque improbable, no es
imposible.

P4 <1

En efecto, como ya demostramos que P(4) = 1 — P(4°), basta con aplicar el segundo axioma en
A€, P(49)>0, para obtener el resultado deseado. Como en el caso anterior, es importante notar que
P(Q) =1 se refierelal “evento seguro” Q. Cualquier otro evento distinto de {2 con probabilidad
1 se conoce como “evento casi seguro”, pues es posible que no ocurra.

P(AUB) = P + P(B) - P(ANB)

En efeeta, podemos expresar AUB como la unioén de dos eventos mutuamente excluyentes, AUB
= AXBNAS), de manera que P(4UB) = P(4) + P(BNA4°). Por otro lado, B también se puede
éxpresar como la union de dos eventos mutuamente excluyentes, B = (4NB)U(BNA°), de manera
que P(BuA®) =P(B) - P(AnB). Remplazando esta expresion de P(BUA) en la primera expresion
de P(4UB) obtenemos el resultado deseado. Los diagramas de Venn de la Figura 24 representan
esta derivacion.

Sidc B,P(4) <P(B)

En efecto, podemos expresar B como la union de dos eventos mutuamente excluyentes, B =
AU(BNAS), de manera que P(B) = P(4) + P(BNA4S). Y, como P(BnA) > 0 por el segundo
axioma, entonces P(B) > P(4).
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Q Q Q
. Am}; ’
AUB = AU(BAAC) B = (AnB)U(BAC)

Figura 24. Construcciones para derivar la expresion P(4UB) = P(4) + P(B) - P(ANB)
18. Probabilidad Condicional

Sea (€2 F, P) un espacio de probabilidad en el que hay dos eventos Ay B e\F. La
probabilidad condicional del evento A dado que se sabe de la ocurrencig del evento
Bes

P(ANB)

P(4|B)= o 0B)

, P(B)>0

Esta definicion, como tan “sacada de la manga”, en realidad obedece a un concepto muy simple si se
le mira desde la interpretacion frecuentista de la probabilidadSupongamos que repetimos N veces el
experimento en cuestion y contamos cuantas veces sucedigrcada uno de los siguientes eventos: Ny =
Numero de veces que ocurrio el evento A, Nz = Numero de veces que ocurrio el evento B, y N~z =
Numero de veces que ocurrieron ambos simultaneamente. Ahora consideramos solamente aquellas
Np repeticiones en las que ocurrio el evento B e<igrioramos todas las demas. La frecuencia relativa del
evento A entre aquellas repeticiones del experimento en que ocurrido B es fm(A|B) = Ni~s / Np.
Dividiendo el numerador y el denominddor por &, obtenemos fa(A|B) = fs(ANB)/ fx(B), que es una
expresion MUY parecida a la definicion de probabilidad condicional.

De acuerdo con el anterior resultado, si pudiésemos definir la probabilidad de un evento como el
limite de su frecuencia relattva cuando el nimero de repeticiones tiende a infinito, tendriamos que el
condicionamiento seria,_simplemente una propiedad mas de la probabilidad. Pero como la
probabilidad es un cohicepto mas abstracto (una funcién de Fen R que satisface 3 axiomas), este
resultado frecuegtista es apenas un motivo de inspiracion para la definicién propuesta. De todas
formas, la definicion no nos debe sorprender porque la teoria de probabilidades quiere modelar,
precisamente, el comportamiento de ese limite sin obligarnos a gastar un tiempo infinito en hacer un
numeto infinito de repeticiones del experimento.

Volviendo a nuestra definicion axiomatica, a veces es posible que la condicion sea un evento de
probabilidad cero, pues una cosa es un evento improbable —con probabilidad cero— y otra cosa un
evento imposible —que no puede ocurrir—. En este caso la probabilidad condicional puede estar
indefinida (0/0) o puede que, para cualquier secuencia {B,€#} tal que B=lim,_,.B,, exista el limite
P[4|B]=lim,—<P[AB,]/P[B.]. Estos limites se mencionaran en las definiciones 23 y 25 pero el caso
particular de condicionar en eventos de probabilidad cero se mencionara en el préximo capitulo
cuando hablemos de variables aleatorias continuas.
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Es legitimo preguntarnos por un nuevo espacio de probabilidad en el que la probabilidad condicional
sea una medida de probabilidad valida. Lo primero que notamos, por ejemplo, es que, en el nuevo
espacio de probabilidades, el espacio muestral debe ser B, pues nos estamos limitando a estudiar los
casos en que tenemos certeza absoluta de que el evento B ocurri6. Pero, ;cudl seria un nuevo campo
de eventos apropiado? Como todos los eventos de interés contenidos en  se ven reducidos a su
interseccion con B, es razonable pensar en un campo de eventos como H= {ANB : AcF}. (Es éste
un campo-o de subconjuntos de B? Veamos

(1) H es no vacio porque por lo menos @ F=DP\B=DcH:
H es no vacio
(2) Si AeF, entonces A(=2A)eF, de manera que ANBeFy A“B(=B\(d"B))eF, donde
A°NB=B\(ANB) es el complemento de ANB en B:
Si XeH, entonces X=B\XeH
(3) Si A1€F, A»eF, entonces A1UBeF, A)UBe Fy, por consiguiente, AiNBeH, AonB € H,
entonces AiINBeH, AxanBeH, (A1 VA2)NB=(A1NB)I(A20B)EH:
Si XeH, YeH, entonces XUYeH
(4) Lo mismo se puede verificar para la uniones contables

(Y sera la probabilidad condicional Q(-)=P(:|B) una medida valida en (B, H)? Veamos:

(1) Q(B)=P(B|B)=P(B)/P(B) =1

(2) Q(4)=P(4]B)>0

(3) Si(4inB) N (42nB)=@, (en realidad no necesitamos que 4; y 4> sean excluyentes, pues basta
con que no puedan ocurrir sithultaneamente con B), entonces Q(A1UA2)=P((41UA42)|B) =
P((410A2)NB)/P(B) = PUATNB)U (421B))/P(B) = (P(41nB) + P(4:1B))/P(B) = P(4:|B) +
P(A42|B) = Q(41) + Q(4»).

(4) Lo mismo se puede-verificar para uniones contables.

En conclusion, dades¢kespacio de probabilidad (€27, P(-)), podemos construir un nuevo espacio de
probabilidad (B,.J) Q(-)=P(:|B)) condicionando todos los eventos de Fa la ocurrencia del evento B,
donde B € .7y P(B)>0. Esto es, hemos reducido el espacio original a uno mas pequefio.

Esto quiete decir que todo lo que hemos dicho (y diremos) sobre cualquier espacio de probabilidad
(2, AA.P(-)) aplica también al espacio de probabilidad condicionado, (B, H, Q(-)=P(:|B)). En
patticular, como ya lo demostramos en la definicion 17, (1) Q(4)=P(4|B) = 1 — P(4|B) = 1- Q(4),
(2) Q(?) = P(DB) = 0, (3) Q1) = P(4]B) < 1, (4) Q4UC) = P(AUC|B) = P(4|B) + P(C|B) -
P(ANC|B) = Q(4) + Q(C) - Q(ANC), (5) Si AnB < CNB (en realidad no necesitamos que 4 < C,
pues basta con que esta condicion ocurra dentro de B), Q(A4)=P(4|B) < P(C|B) = Q(C).

Considérese, por ejemplo, el experimento 9, en el que transmitimos un bit y vemos si llegd
correctamente a su destino en el otro extremo del canal binario. Si consideramos como parte del
experimento observar el bit transmitido, nuestro nuevo espacio muestral sera £2= {(0,0), (0,1), (1,0),
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(1,1)}, donde el resultado (i, j) corresponde a la transmision del bit i y la recepcion del bit j. La
probabilidad de que se produzca un error en ese canal es P({(0,1),(1,0)}), que es la probabilidad del
evento ERROR = {se recibe un bit distinto al bit transmitido}. Condicionando en el bit transmitido,
tenemos dos tipos de error con las siguientes probabilidades

P({Recibir 0} | {se transmitio 1}) =P({(1,0}) / P({(1,0), (1,1)})
P({Recibir 1} | {se transmitio 0}) = P({(0,1}) / P({(0,0), (0,1)})

Dada la simetria que existe en las técnicas de modulacion digital, es de esperar que los dos,tipos de
error tengan la misma probabilidad, en cuyo caso nos encontramos ante un espacio de probabilidad
que modela un Canal Binario Simétrico (BSC, binary symmetric channel). Claramente, al utilizar un
medidor de BER —Bit Error Rate— sobre un canal BSC, estamos tratando de estimanlasprobabilidades
condicionales descritas anteriormente, por lo que el modelo se puede representdr como en la Figura
25,

leconprob.p | TPER | S

Oconprob. 1-p .22 . R

Figura 25. Modelo probabilisticd de un canal binario simétrico

donde el espacio de probabilidad que modela el'eanal es (£2= {(0,0), (0,1), (1,0), (1,1)}, F = {0,1}4,
P). El conocimiento inicial que tenemqsysobre la medida de probabilidad P en este modelo
probabilistico de un canal de comunicacienes es el siguiente:

P[{(1,0),(1,1)}] = 1 - P[{(0,0),(0,D)}] = p
P[{(0,0),(1,0)} [ {(1,0Y:(1,1)}] = 1 - P[{(0,1),(1, D)} | {(1,0),(1,1)}] = ...
P{(0,1),(1,1)} | #050),(0,1)}] = 1 - P[{(0,0),(1,0)} | {(0,0),(0,1)}] = BER

Obsérvese en este (€jemplo como resulta de facil “medir” la probabilidad condicional BER. En
general, ésta es la gran utilidad de la probabilidad condicional: encontrar la probabilidad de un evento
A puede ser_muy dificil, pero una vez condicionamos el evento de interés a otro evento B
(juiciosamente seleccionado), puede resultar muy fécil encontrar la probabilidad condicional de 4
dadop B. Este truco se repite una y otra vez en el modelado probabilistico de redes de comunicaciones,
como-tendremos oportunidad de ver en breve. Pero, ;de qué nos sirve la probabilidad condicional de
A dado B si lo que queriamos encontrar era la probabilidad de 4? El siguiente teorema explica donde
reside la utilidad del "truco".

19. Teorema de la Probabilidad Total

Sea (€2 F, P) un espacio de probabilidad en el que hay un evento A € F y una
secuencia de eventos en F, {Bi}, k=1,2,... que forman una particion de £2. Entonces
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P(4) =) P(B,)P(4|B,)

Esta relacion es mas facil de ver si consideramos la particion mas pequefia, constituida por By B,
como muestra la Figura 26. En efecto, con esta particion podemos expresar el evento 4 como la union
de dos eventos mutuamente excluyentes, 4 = (ANB)U(ANBC), de manera que P(4) = P(A4NB) +
P(ANBC). Pero, por la definicion misma de la probabilidad condicional, P(A4NB) = P(B)P(4|B) y
P(ANB)=P(B“)P(4|B), de manera que P(4) = P(B)P(4|B) + P(B)P(4|B ). La generalizacion a
particiones mas numerosas (incluyendo aquellas contablemente infinitas) es inmediata.

B B

Figura 26. Diagrama de Venn para verificar el teorema de la probabilidad total

En el modelo del canal simétrico binario de 1a<Eigura 25, por ejemplo, ;cudl serd la probabilidad de
recibir un cero? Podemos condicionar en elbit transmitido, ya que las probabilidades condicionadas
en el bit transmitido son conocidas:

P({Rx 0}) =P({Tx 07)P({Rx O4-{7x 0}) + P({Tx 1))P({Rx 05 [ {Tx 1})
=(1-p)(1-BER) +p BER=1-BER — p + 2pBER

Claro, la probabilidad de recibir un uno debe ser uno menos la probabilidad de recibir un cero, lo cual
puede ser verificadosingdiante la probabilidad total:

PeiRx 1}) =P({Tx 0})P({Rx 1} [ {Tx 0}) + P({Tx 1})P({Rx 1} | {Tx 1})
=(1-p) BER+p (1 - BER) = BER + p - 2pBER

Obsérvese que si BER=0 6 si BER=1, no existiria ninguna duda en el receptor sobre el bit transmitido,
pues el bit recibido tendra toda la informaciéon necesaria para identificar al primero sin
equivocaciones. Cualquier otro valor de BER genera incertidumbre en el receptor, especialmente en
el caso extremo en que BER = 0.5, pues en este caso obtenemos que P({Rx 1}) = P({Rx 0}) = 0.5,
independientemente de p, de manera que podemos ahorrarnos el canal y hacer que en el receptor se
lance una moneda equilibrada por cada bit transmitido.
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Una pregunta de mucho interés para el médem receptor es la siguiente: Dado que recibi cierto simbolo
a la salida del canal, ;cuales son las probabilidades del respectivo simbolo a la entrada del canal? La
siguiente regla es muy 1util para este tipo de preguntas.

20. Regla de Bayes

Sea (€2 F, P) un espacio de probabilidad en el que hay un evento A € F y una
secuencia de eventos {Bi}, k=1,2,... que forman una particion de €2 y que también
pertenece a F. Entonces

_ P(B,)P(4]B,)
P A)= > P(B,)P(4|B))

Esta regla surge directamente de la definicion de la probabilidad condicienaly pues P(ANBy)
=P(By) P(4 | By y P(4) = Z; P(B;)P(4|B;), de manera que la regla de Bayes solo es una forma

de expresar la definicion P(Bx| A) = P(ANBx) / P(4).

Considérese nuevamente el canal binario simétrico (BSG)\donde el transmisor se caracteriza por
transmitir 1 con probabilidad p y transmitir O con probabilidad 1 — p y el canal se caracteriza por una
tasa de error por bit BER, como muestra la Figura 25=Si el destino recibe 0, ;cual es la probabilidad
de que la fuente haya enviado 1?

P({7x1}) P({Rx0}| {Tx1})
P({7}) P({ Rx0}|{Tx1} )+ P({Tx0} ) P({ Rx0}| {Tx0} )

B p-BER

" p-BER+(1- p)(1- BER)
La regla de Bayes se considera el fundamento del método cientifico y, en general, de la racionalidad:
Yo parto de unas créencias iniciales (las probabilidades a priori P(Bx) que hablan de los posibles
estados de la naturaleza, los cuales no puedo medir directamente) y los relaciono con observaciones
concretas de Jarealidad, el evento 4 (que es un hecho, una realidad objetiva), para lograr unas nuevas
creencias( (las probabilidades a posteriori P(Bi4)), mejoradas por la consideracion de hechos
objetiy0s. La racionalidad consiste, precisamente, en estar dispuesto a cambiar mis creencias para
ajustarlas a los hechos observados. Como a los posibles estados de la naturaleza (las hipotesis) se les
asigha unos niveles de creencia (las probabilidades a priori), para ajustar esas mismas creencias (las
probabilidades a posteriori), algunos filososfos y tedricos de la estadistica hablan de la subjetividad

P({rx1}|{Rx0}) =

que implica la regla de Bayes como algo negativo. Sin embargo, la regla de Bayes da claridad a la
toma de decisiones bajo condiciones de escasa informacion y resultados inciertos. Por ejemplo, la
existencia del boson de Higgs era incierta antes de 2012 pero, dados los resultados de los
experimentos del LHC, la probabilidad de la existencia del bosén de Higgs es superior a
0.9999999999990. Este es uno de los resultados cientificos que se dan en términos de la regla de
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Bayes. Pero igual puede decir el adolescente que no sabe si su compafiera de salon esta enamorada
de ¢él o no, y ajusta su nivel de creencia de acuerdo con las miradas que recibe de ella. O un médico
que no sabe si un paciente tiene cierta enfermedad o no y ajusta su nivel de creencia de acuerdo con
las pruebas de laboratorio que le ordena. O un juez que no sabe si un acusado es culpable o0 no y ajusta
su nivel de creencia de acuerdo con las evidencias presentadas por la fiscalia y la defensa. Asi, la
regla de Bayes es el fundamento de los métodos de investigacion en casi todas las ciencias y, por
supuesto, en ingenieria. Por ejemplo, el usuario de una red puede tener una creencia a priori del ancho
de banda disponible para él. Pero si ajusta su creencia de acuerdo con datos experimentales tales’como
el retardo, las pérdidas y las variaciones de retardo (jitter), obtendra un estimado mas realista del
ancho de banda disponible. Todos los anteriores son ejemplos de lo que en ciencias y eStadfstica se
conoce indistintamente como prueba de hipotesis, teoria de la deteccion, toma de decision€s, técnicas
de clasificacion, etc., y, en todas ellas, la regla de Bayes es la herramienta fundamental.

21. Eventos Independientes

Sea (€2 F, P) un espacio de probabilidad en el que hay dos~eventos Ay B e F. Ay
B son independientes si y solo si P(ANB) = P(A)P(B) o, equivalentemente, si P(A|B)
=P(4) y P(B|4) = P(B).

Tres eventos medibles A, B y C son independientes’si se cumplen las siguientes cuatro
condiciones: (1) P(AnB) = P(AP(B), 2y P(ANC) = P(A)P(C), (3) P(BNC) =
P(B)P(C), y (4) P(ANBNC) = P(A)PB)P(C).

En general, los eventos medibles {A,, n=1,2,...} forman una secuencia de eventos

independientes si P(ﬂAi} & HP(Ai) VI {1,2,...}

iel iel

Nuevamente, ésta es simplemente una definicion. Pero es una definicion muy poderosa, pues nos dice
que si 4 y B son independientes, nuestra incertidumbre respecto a la ocurrencia de 4 no cambia
cuando nos informan)que B ocurri6. En términos de nuestra interpretacion frecuentista, supongamos
que hacemos N repeticiones del experimento en las que observamos que 4 ocurrid N, veces, B ocurrid
N3 veces, y ambos ocurrieron simultaneamente N, veces. Supongamos que la frecuencia relativa
del evento-4 en N repeticiones del experimento, N4/N, tiende al mismo valor al que tiende la
frecueneia relativa del evento A en las Np veces que ocurrio el evento B, N4~5/Np, a medida que N
tiend€ a infinito. Siendo asi, para estimar P(4) como el limite de la frecuencia relativa, nos daria igual
si nos fijamos en todas las N repeticiones o s6lo en aquellas N repeticiones en que ocurrié B, pues la
restriccion del espacio muestral de 2a B no altera la frecuencia relativa de 4.

A veces puede ser facil identificar si dos eventos son o no son independientes. Por ejemplo sean 4 =
{me va a ir bien en mi matrimonio} y B = {Mi prometida y yo tenemos el mismo nivel de educacion}.
Nadie duda que P(4|B) > P(4) y que P(4|B“) < P(4), de manera que 4 y B no son independientes. Sin
embargo, si definimos C como el evento {Yo soy Tauro y mi novia es Libra}, resulta sorprendente la
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cantidad de personas que creen que P(4|C) € {0,1} independientemente de B. Yo, personalmente,
creo que 4 y C son eventos independientes, de manera que P(4|C) = P(4).

En nuestro mundo de las redes de telecomunicaciones, en muchas ocasiones debemos admitir que
ciertos eventos no son independientes, aunque preferimos suponer independencia para mantener el
analisis matematico tratable. Por ejemplo, muchos resultados utiles suponen que la presencia de
errores de transmision en una trama es independiente de la presencia de errores en la trama
inmediatamente anterior. Tal vez en enlaces satelitales o de fibra optica se pueda argumentar 1a
validez de esa suposicion, pero no en enlaces terrestres de radio o de cobre donde los errores se pueden
deber, por ejemplo, a la ignicion eléctrica de un motor de combustion o a la operacion c€rcaiia de un
horno de microondas. Igualmente, al modelar el trafico sobre una red, muchas veéces preferimos
suponer que el tiempo entre la llegada del paquete n-1 y la del paquete = es independiente del tiempo
entre la llegada del paquete n y la del paquete n+1. Seguramente, si se trata del{punto de acceso a la
red de un gran nimero de usuarios, esta suposicion de independencia se puéda justificar. Pero si se
trata de paquetes de un mismo flujo o si los paquetes ya han sido sometidgs a interacciones debidas
a los protocolos de la red, es muy dificil aceptar que sus tiempos entre llegadas puedan ser
independientes. Sin embargo, tan poderoso es el concepto de independencia que, aun en estos casos,
a veces preferimos suponer independencia con la esperanza de que los resultados obtenidos al final
del analisis no estén muy alejados de la realidad.

Por alguna razén muy comun (que no he logrado detectar!), muchos estudiantes nedfitos de teoria de
probabilidad suelen equiparar la independencia de des eventos con la exclusion mutua entre ellos. Si
Ay B son mutuamente excluyentes y por lo rnienos uno de ellos tiene probabilidad mayor que cero,
resulta imposible que sean independientes perque P(4|B) =0y P(B|4) =0, de manera que s6lo podrian
ser independientes si ambos eventos(son nulos. De la misma manera, si dos eventos son
independientes, resulta imposible(que” sean mutuamente excluyentes, a menos que ambos sean
eventos nulos. Considérese, porsejemplo, el experimento de seleccionar un punto de un rectangulo
unitario como el de la figura 9,descrito mediante el siguiente espacio de probabilidad

(2= {(WER?: 0<x, y<I}, F= AR P(4) = Area(4) VA .F)."°

Sean 4 = {(x,y)€¥2: x<0.5} y B= {(x,y) € 2:y<0.5}. Claramente P(4) = P(B) = P(4°) = P(B“) =
%. Ay B ne soh mutuamente excluyentes porque ANB = {(x,y) € £2:x<0.5,y<0.5}#®. Pero Ay
B si son indeépendientes porque el area de ANB es Y4, que es la mitad del area de B, de manera que
P(A{B)= " = P(A) o, mejor atn, P(ANB) = P(4)P(B) = Y. De manera semejante, 4 y A son
mutudmente excluyentes, por lo que P(4]4) = 0 < P(4) = 0.5: A y A° no pueden ser independientes.

0Por definicidn, la “interseccion” entre un conjunto y una clase de conjuntos, AN, se refiere a la
restriccion de la clase H al evento A4, esto es, ANH = { AnH : HeH'} es una nueva clase (reducida)
de eventos.
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Figura 27. Distincion entre independencia y exclusion mutua

Es importante notar que, si 4 y B son independientes, también los son A€ y B. En efecto; como B es
la union de dos eventos mutuamente excluyentes, (4"B) U (A4°NB), encontramos-qite P(4“NB) =
P(B) — P(ANB) = P(B) — P(A)P(B) = (1 — P(4))P(B) = P(A)P(B). Por la misma*tazon, si 4 y B son
independientes, también los son 4 y B€, asi como Ay B€.

Tres eventos pueden ser independientes por pares, sin necesidad de que sean tres eventos
independientes. Considere, por ejemplo, una fuente de informaeion que es capaz de generar tres
simbolos {a, b, ¢} con los cuales puede construir nueve mensajes, 2= {abc, acbh, bac, bca, cab, cba,
aaa, bbb, ccc}, cada uno con probabilidad 1/9. Sea A, = {elk-ésimo simbolo del mensaje es “a’},
k=1,2,3, de manera que P(4:) = P({abc, ach, aaa}) = 1/35/P(42) = P({bac, cab, aaa}) = 1/3 y P(43)
=P({bca, cha, aaa}) = 1/3. Claramente, A, A2 y A3 son independientes por pares porque P(4:n4)) =
P({aaa}) = 1/9 = P(4)P(4)) si i#. Sin embargo no son tres eventos independientes porque

P(41n4:nds) = P({aaal) = 1/9 # P(4)P(A2)Peds) = 1/27.

El caso contrario también puede ocurrit{ P(ANBNC) = P(4)P(B)P(C) pero P(AnB) # P(4)P(B). Un
ejemplo trivial pero definitivo puede/ser el siguiente: Se mide el tiempo de transferencia ftp de un
archivo de 100 kbytes y se definenilos siguientes eventos 4 = {menos de 1 segundo}, B = {menos de
100 ms} y C= {0 segundos}. Claramente, C — B — A de manera que 0 = P(C) < P(B) <P(4) <1, por
lo que P(ANB) = P(B) > P(A) P(B), por lo cual 4 y B no son independientes, pero P(ANBNC) = P(C)
=P(4)P(B)P(C) = 0, devsmanera que la probabilidad de la interseccion de los tres eventos es igual al
producto de las tres(probabilidades individuales.

Como ejemploydel poder del concepto de independencia considere la red de la Figura 28 en la que
cada enlace/ falla con probabilidad p, independientemente de los otros enlaces. (Cual es la
probabilidad de que exista una ruta desde 4 hasta C? Sean E; = {El enlace e; esta bueno}, i=1,2,3,4,5,
y(R =/{Existe una ruta entre 4 y C}. Considerando la particion del espacio muestral dada por Es y
EsY, podemos aplicar el teorema de la probabilidad total asi:

P(R) = P(Es)P(R | Es) + P(Es) P(R | E5°)
Donde P(Es)=1—-p, P(R| Es) =1,y P(E5“) = p, de manera que

P(R)=1-p+pPR | E°)
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Figura 28. Red para analisis de confiabilidad

Si es esta danado, 4 y C s6lo se podran comunicar a través de B, para lo cual se reqticre que de 4 se
pueda llegar a B (E) U E3) y que de B se pueda llegar a C (£, U Ej):

P(R | Es) = P((E1 U E3) N (E> U Ey))
Aqui es cuando la suposicion de independencia facilita enormemente“el problema pues, si £ y E3
son independientes de E» y E4, P(R | Es°) sera el producto de las dosprobabilidades que, por simetria,
son idénticas:

P(R | Es“) = P(E| U E3)?

Pero E; U E; = (Ei° N E;S)C, por lo que podemos aplicar,iuevamente la independencia de E; y Ej:
P(E1 U E3)=1—-P(E° N E“) =1 — P(E\“)P(E;) = h\<p?. Reemplazando,

P(R)=1-p+p(l-p*)

Si los enlaces no fallaran independientemente unos de otros, la solucion del problema seria
enormemente compleja.

Dos eventos pueden no ser independientes, a menos que se condicionen a un tercer evento: P(ANB)
# P(A)P(B) pero P(ANB|C).="P(4|C)P(B|C), en cuyo caso se dice que 4 y B son condicionalmente
independientes. Considérese, por ejemplo, un enlace en tiempo discreto donde la unidad de tiempo
es el tiempo de transmision de un paquete. Sea X[n] = Numero de paquetes transmitidos hasta el
instante n, con X[0]= 0. Definamos los siguientes eventos:

A>={X[2] = 1¥> {01, 10}, donde 01 indica 0 paquetes transmitidos en el primer slot y 1 paquete

transmitido en el segundo slot.
Az = {X[3]=2} = {011, 101, 110}
As A4X[4] =2} = {0011, 0101, 0110, 1001, 1010, 1100}.

Si en cada slot se transmite un paquete con probabilidad p independientemente de los slots vecinos,
tenemos

P(42) =2p(1p), P(ds) =3p*(1-p), P(ds)=6p*(1-p)°

Obsérvese que P(4:n44) = P({0101, 0110, 1001, 1010}) = 4p*(1-p)* # P(42)P(44) = 12p*(1-p)’, de
manera que 4> y A4 no son independientes. Sin embargo consideremos las siguientes probabilidades:
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P(42 | 45) = P({011, 101}) / P({011, 101, 110}) = 2p*(1-p) / 3p*(1- p) = 2/3
P(44 | 45) = P({0110, 1010, 110}) / P({011, 101, 110}) = 3p*(1-p)* / 3p¥(1-p) =1 -p
P(4onAs | As) = P({0110, 1010}) / P({011, 101, 110}) = 2p%(1-p)*/ 3p*(1- p) = 2(1 - p)/3

Claramente, P(421\A4 | A3) = P(42 | A3) P(A4 | A3), de manera que A» y A4 son condicionalmente
independientes dado A43.

El anterior ejemplo es una Cadena de Markov (ver definicién 122), cuya principal caracteristicas es
que, aunque el futuro depende del pasado, el futuro resulta condicionalmente independiente del
pasado cuando se conoce el presente. Esta propiedad me parece un principio importante para aplicar
a una vida positiva: Todo mi futuro depende solamente de quién soy yo en“este’ momento,
independientemente de como llegué a ser lo que soy. Mi futuro s6lo dependera de mitpasado si yo no
sé quién soy en este momento.

22. Experimentos Compuestos

Sean (£, Fi, P1) y (£, F», P») dos espacios de probabilidad que corresponden a dos experimentos
aleatorios. Si realizamos los dos experimentos y vemos el par-de resultados como un tnico resultado
de un experimento aleatorio compuesto, tendremos un nueyo® espacio de probabilidad conjunto en el
que el espacio muestral es el producto cartesiano 2%l correspondiente a los pares ordenados
{(wn,a) : anel2, ;efd}. Los eventos de interésy€n general, perteneceran al producto cartesiano
F1xF,, correspondiente a los conjuntos de pares ordenados {(@i,an)e AixA}, VA eF, VAreFr'.
Sin embargo, F1xF> no necesariamente forma un campo sigma de subconjuntos de £21x£2, por lo que
sera necesario cerrarlo para los complementos y las uniones contables. Asi, un campo sigma
apropiado para el experimento compyesto es o(FxF2), el minimo campo sigma de subconjuntos de
Ox€) que incluye los eventose«que’pertenencen a Fi1xF,, que son los pares (@i,a») en los que
pertenece a algiin evento 4, en,F| y @, pertenece a algun evento A4, en Fo.

Por ejemplo, sean 2={a;b} con Fi={¢, {a}, {b}, {a,b}} y 2={1,2,3} con F={¢, {1,2}, {3},
{1,2,3}}. El espacigrmuestral del experimento compuesto es {21x(» = {al, a2, a3, b1, b2, b3} y el
campo sigma dehexperimento compuesto debe incluir a los conjuntos FixF> = {@#,{a3},{b3},{al,a2},
{a3,b3},{bl,b2},{al,a2,a3},{b1,b2,b3},{al,a2,b1,b2},{al,a2,a3,b1,b2,b3}}. Evidentemente, éste
no es un campo sigma de subconjuntos de £2;x£2 aunque F,; y F» sean campos sigma de subconjuntos
de £2\y (2, respectivamente. Para completar un campo sigma apropiado para el experimento
compuesto, debemos cerrar F1xF, con los complementos y las uniones, lo que implica afiadir seis
eventos compuestos adicionales:
o(FxF2) = {@,{a3},{b3},{al,a2},{a3,b3},{b1,b2},{al,a2,a3},{al,a2,b3},{a3,b1,b2},{b1,b2,b3},
{al,a2,a3,b3},{al,a2,b1,b2},{a3,b1,b2,b3},{al,a2,a3,b1,b2},{al,a2,b1,b2,b3},
{al,a2,a3,b1,b2,b3}}
Notese que |F1xF2|=10, |o(Fi1xF2)[=16 y |{0,1}2*2%=64.

' Donde ¢x4 = ¢ VAR
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Falta considerar la medida de probabilidad en este nuevo espacio medible (21x(,c(Fi1xF>)), que
podria ser tan simple como P(A41,42) = Pi(41)P2(42) si los dos experimentos que componen el
experimento compuesto son independientes'?. En general, puede haber alguna dependencia entre
ellos, de manera que P(41,42) = Pi(41)P21(A2)41) = PxA2)P12(A41l42), donde las probabilidades
condicionales P21(42/41) y P12(A41]42) involucrarian las dependencias que puedan ocurrir entre los dos
experimentos (esto es, considerando la naturaleza de los experimentos, en cuyo caso las
probabilidades condicionales hablan sobre los procesos de observacion correspondientes).

Sigamos considerando el ejemplo anterior afiadiendo medidas de probabilidad. El primer espacio de
probabilidad es (2={a,b}, Fi={g{a},{b}.{ab}}, Pi={Pi(#)=0,Pi({a})=p, Lr({b})=1-p,
Pi({a,b})=1}), que corresponde a escoger una caja entre dos cajas, una marcada con'la letra a y otra
marcada con la letra b, y lees la letra marcada en la caja escogida. El segundo espacio‘de probabilidad
es (2={1,2,3}, Fo={¢4,{1,2},{3},{1,2,3}}, Po={P2(#)=0,P2({1,2})=¢,P2({3})=hsq, P2({1,2,3})=1}),
que corresponde a escoger una bola de billar de una bolsa oscura y leer el ntun€ro marcado en la bola,
donde algunas bolas estan marcadas con el numero 1, otras con el nimer6.2 y las demas con el nimero
3. Sabemos que el espacio de probabilidad asociado con el experimento compuesto es ({23=2x(h=
{al,a2,a3,b1,b2,b3} , Fi=c(F1xF2)={¢, {a3}, {b3}, {al,a2}, %a3,b3}, {b1,b2}, {al,a2,a3},
{al,a2,b3},  {a3,b1,02}, {b1,b2,b3}, {al,a2,a3,b3};  {al,a2,b1,b2}, {a3,b1,b2,b3},
{al,a2,a3,b1,h2}, {al,a2,b1,b2,b3}, {al,a2,a3,b1,b2,b3}} P3), pero ;coOmo es la medida de
probabilidad P3? Depende de la naturaleza de la comp0sicion entre los experimentos. Si la bola se
escoge de una bolsa oscura que contiene todas las holas y la caja se escoge de una bolsa oscura que
contiene las dos cajas, el resultado del experimento 1 no tiene nada que ver con el resultado del
experimento 2, de manera que los experimentos Son independientes:

P3(#)=0,P3({a3})=p(1—q), Pi({b30=(1-p)(1-q),  Ps({al.a2})=pq,  Ps({a3.b3})=1-,
P:({b1,62})=(1-p)q, Ps:({al,a2,a3})=p;” Pi({al,a2,b3})=1+2pq—p—q, P3:({a3,b1,b2})=p+q-—2pq,
P3({b1,2,b3})=1-p, P3({al,a2,a3yb3})=1—q(1-p), P:({al,a2,b1,b2})=q, P3({a3,b1,b2,b3})=1-pq,
Pi({al,a2,a3,b1,b2})y=p+q—pq, Ps({al,a2,b1,b2,b3})=1-p(1—q), P3({al,a2,a3,b1,b62,b3})=1.

Pero si el experimento compuesto es tal que la bola se obtiene de la caja seleccionada, la probabilidad
del experimento compuesto dependera de la distribucion de las bolas en cada una de las dos cajas. Si
la fraccion de bolasdnarcadas con 3 en la caja a es r y la fraccion de bolas marcadas con 3 es la caja
b es s, el experifmento solo tendra sentido si g = 1 — pr — (1-p)s, lo cual demuestra la dependencia de
los dos experimentos.

Es facilt-generalizar esta idea a una secuencia de experimentos, {(£2,, F,, P,),n=1,2,...,N}, donde N
puede ser cualquier nimero natural o, inclusive, infinito. Por ejemplo, los intentos repetidos de un
experimento generaran nuevos espacios de probabilidad en los que

12 Aqui debemos ser cuidadosos. El concepto de independencia que invocamos aqui no es exactamente el
mismo de la definicion 21 porque los eventos no estan definidos en el mismo espacio de probabilidad. Por eso
necesitamos esta definicion 22. Los eventos
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a. el espacio muestral para n repeticiones es el n-ésimo producto cartesiano del espacio muestral del
experimento individual, " = Qxx...x02;

b. el campo de eventos medibles serd el minimo campo-o que incluya los n-ésimos productos
cartesianos del campo de eventos del experimento individual, A" = o( FxFx. .. xF);

c. la medida de probabilidad de un evento medible en el nuevo espacio dependera de las posibles
dependencias entre repeticiones del experimento. Si son independientes, por ejemplo, la
probabilidad de un evento medible en el nuevo espacio sera el producto de las medidas de
probabilidad de los eventos respectivos en cada repeticion individual.

La tercera caracteristica del nuevo espacio de probabilidad es la razon por la que<en teoria de
probabilidades se le da tanto énfasis y tanta importancia al concepto de independenciaNVarios autores
coinciden que es la independencia la que hace de la teoria de la probabilidad un ared de la matematica
aparte de la teoria de la medida.

El ejemplo mas tipico es el de la repeticion de experimentos de BernoulliNEn cada repeticion el campo
de eventos es 7={¢, 4, A, Q} para algin 4cQ, como en el caso dé.Janzar una moneda (4={cara}),
ver el estado de ocupacion de un enlace (4={ocupado}) o medir el'retardo de un paquete y ver si
supera 100 ms (4 = {0eQ|w>0.1}). Cuando hacemos dos repeticiones, el espacio muestral es Q? y
los eventos de interés pertenencen a &7, y, en general, cuando hacemos n repeticiones, el espacio
muestral es Q" y los eventos de interés pertenencen asZ", ’Aqui hay dos interpretaciones importantes
para el experimento compuesto: En una interpretdeidon estamos viendo estadisticas de un unico
experimento desde un punto de vista frecuentista, de manera que si en las » repeticiones obtenemos
n4 veces el evento A, diriamos que la probabilidad de A es cercana a n4/n. Pero ahora hacemos una
segunda interpretacion: No se trata de n veces un experimento de Bernoulli sino de un unico nuevo
experimento cuyo unico proceso de gbservacion consiste en repetir # veces un experimento de
Bernoulli. Un posible resultado es qué-en las primeras n,4 repeticiones obtengamos A y en las restantes
n—ny4 obtengamos A€, cuya probabilidad es p"(1-p)"" si las repeticiones son independientes. Ahora
las preguntas sobre el experimento (Unico) se refieren a cudles repeticiones obtuvieron 4 y cudles
obtuvieron A“. Por ejemplo, una pregunta valida en ese tinico experimento es cuantas de las
repeticiones fueron A,en*cuyo caso obtendriamos la frecuencia relativa asociada con la interpretacion
anterior del experimento compuesto en donde hacemos n experimentos diferentes.

Como otro*ejemplo consideremos una “regla de parada” tal como lanzar una moneda repetidamente
hasta que ‘aparezca una cara y, entonces, detenerse. El espacio muestral mas sencillo seria \Un=o,12,...
{{s¥5¢} que es el conjunto de secuencias de cero o mas sellos seguidos por una cara. Por supuesto,
stirge” la inquietud si debemos incluir el caso n=co. Si consideramos que la probabilidad de que
eventualmente aparezca una cara es 1, tal vez seria 1til eliminar el caso n=co de nuestro espacio
muestral pues, después de todo, ;como podriamos llegar a observar ese resultado? Si la probabilidad
de cara es mayor a cero, no importa cuan pequeila sea, eventualmente ocurrird una cara con
probabilidad 1. Las siguientes definiciones aclararan esta idea fundamental del la ocurrencia
“eventual” de un evento.



250 Conceptos de Probabilidad, Variables Aleatorias Marco Aurelio Alzate Monroy
y Procesos Estocasticos en Redes de Comunicaciones Universidad Distrital F.J.C. 61

23. Continuidad de la Medida de Probabilidad

Sea (£, F, P) un espacio de probabilidad en el que hay una secuencia creciente de
eventos A1CA>CA3c... y una secuencia decreciente de eventos Bi2BDB3D....
contenidos en F. Entonces

P[hmAleimP[Ai] y P[hmB}—hmP[ ]

i—0 i—00 i—0 i—00

Para una secuencia creciente de eventos sabemos por la definicion 9 que el limite de la secuencia es
la unién de todos los eventos

lim 4, = UA

i—>w
n=1

la cual se puede expresar como unién de eventos mutuamente excluyentes,

limA4 =4 V(4 \A4) V(4L \A4) (A4, \4,)D-

i—o©

para aplicar el tercer axioma de la definicién 14:

Pllim4, |= P[A]+ P[4\ A]+ P[ANA]+ PLANA ]+

l—)OO

Pllim 4 _P[Al]+ip[,4n\An,l]:p[Al]ﬂ_imip[An\AH]
i—>0 e}

14)00
n=2

14)00

P[lim 4= P[4]+1im Y (P[4,]- P[4,.))= P[]+ lim(P[4] - P[4])

P hmA = hmP[A ]

L i—o0 _ 1—>0

Igualmente, el limite de una secuencia, decreciente de eventos es la interseccion de todos los eventos
(definicion 9)
lim B, = ﬂ B,

i—o0
n=1

de manera que, segun l&ley de DeMorgan, la secuencia de complementos es una secuencia creciente:

(hmB) (ﬁBnJ -UJBS =limB°

i—o i—>o
n=1

a la que aplica-¢l resultado anterior:

Pllims |=tim P[5
esto es,

1-P|limB, |=1-1im P[]

1—0

0, lo que es lo mismo,

[hmB ] —hmP[ ]
1—0 1—0

Consideremos, por ejemplo, una secuencia de lanzamientos de una moneda equilibrada. ;Con qué
probabilidad obtendremos eventualmente una cara? Si definimos el evento 4, como el evento en el

que ha habido al menos una cara en las primeras »n lanzadas habremos creado una secuencia creciente
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de eventos, ya que AicA>cAszc... Claramente, el evento "obtendremos eventualmente una cara"
corresponde al evento lim,—.A4,. Por la continuidad de la medida de probabilidad sabemos que
P[lim,—«A,] = lim,-«.P[A4,]. La probabilidad de 4, es 1/2, la probabilidad de 4, es 3/4, la probabilidad
de 43 es 7/8 y, en general, la probabilidad de 4, es (2"-1)/2". Esto es, lim,—.P[4,] = 1, por lo que
P[lim,»<A4,] = 1 : Eventualmente obtendremos una cara con probabilidad 1. Claro, como la
probabilidad de cara es tan alta, es de esperar que veamos una cara con bastante frecuencia. Pero si
apostamos al baloto en todas sus rifas, también es cierto que eventualmente lo ganaremos pues cada
vez que lo juguemos ganaremos con probabilidad p=(1/16)(5/43)(4/42)(3/41)(2/40)(1/39) =
1/15°401.568 > 0), de manera que el evento {Ganaremos al menos una vez en n intentos}* tiene
probabilidad 1-(1-p)" — 1. El problema es que esta vez no veremos que dicho evente ocurra con
mucha frecuencia pues, si participamos en todas las apuestas, ganaremos en promedio,una vez cada
ciento cincuenta mil afios'®. Sin embargo, es interesante notar que si, podemos seguirjugando infinitas
veces al baloto, lo ganaremos un niimero infinito de veces, como lo demuestradel segundo lema de
Borel-Cantelli que veremos en la definicion 25, después de la siguiente brewe-introduccion.

24. Limite del supremo y limite del infimo

Sea (2 F, P) un espacio de probabilidad en el que hayiuna secuencia de eventos {A, A,
As,...}. Definimos el limite del supremo y el limite gel infimo de la secuencia mediante
las siguientes relaciones:

limsupAn:ﬁOAk:{a)eQ:VnElk>n:a)eAK}

m=1k=m
ko
liminf 4, :UﬂAk ={0eQ:In:Vk>n:we 4}
n—>0
m=l k=m
Cuando ocurre el evento limsSup,—«A, decimos que ocurrio un numero infinito de eventos
de la secuencia {A,, n=1,2,7..}, por lo que el limite del supremo también se conoce como
{4y, 1.0.} (infinitely aften). Cuando ocurre el evento liminf,_,.A4, decimos que ocurrieron
todos los eventosdela secuencia {A,, n=1,2,...}, con la posible excepcion de un numero
finito de ellos\por lo que el limite del infimo también se conoce como {A4,, e.a.}
(eventuallyalways).
Claramente, liminf,.. A, < limsup,—»e As. Si también ocurre que lim,osup A,
lim,,..inf A4,, entonces la secuencia de eventos Ay, Az, A, ... tiene como limite el evento
LNdado por
L =1lim,.sup 4, = lim,—inf 4,

Para empezar, consideremos primero una secuencia de nimeros reales xi, x2, x3, ... El supremo de la
secuencia {x,, m >n} es la cota superior mas pequeia de {x,,, m 2n} (por eso al supremo también se
le conoce como LUB, least upper bound). Dicho de otra manera, el supremo de {x,, m >n} es el
minimo xeR tal que x > x,, V m > n. Notese que el supremo no necesariamente pertenece a la

13 Ver definicion 43(b)
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secuencia {x., m >n}. Si asi fuera, al supremo le diriamos también el maximo, pues en este caso
coinciden. En otras palabras, el maximo debe hacer parte de la secuencia mientras que el supremo no
esta necesariamente contenido en la secuencia. Por ejemplo, sup(l_e*")zl aunque max(l—e‘”) no

>0 n=0
existe porque la secuencia tiende a 1 sin llegar jamas a ese wvalor. Sin embargo
sup((—l)”) = max ((_1)n ) —1. De manera analoga, el infimo de una secuencia de nimeros es la maxima
>0 n=0

cota inferior o GLB, greatest lower bound: el infimo de {x,, m >n} es el maximo xR tal que x.< x,
¥ m > n. Para secuencias finitas, el infimo es el mismo minimo como el supremo es el mismo
maximo. Pero en secuencias infinitas pueden darse los casos en que el infimo y el minimo coincidan,
o que solo exista el infimo o que no exista ninguno de ellos. Por ejemplo, el infimo de [a§ecuencia X
= {1/n, neN} es 0, pero no es el minimo de X porque 0¢.X. El supremo de X es 1, queves a su vez el
maximo de X porque 1eX.

Por supuesto, s, = sup{x», m >n} €s una secuencia no creciente en n miefitras que i, = inf{x,, m >n}
es una secuencia no decreciente en n, como muestra la Figura 29.

— @ traza original (xn, n=0,1,2,...)
1.5 ——x supremos_ = sup(xm, m>=n)

infimo in = inf(xm, m>=n)

Rt )t A

2 l l l l l
0 20 40 60 80 100 120

Figura 29. Supremo e infimo de una secuencia de nimeros reales

Consideremos ahora ek limite de la secuencia decreciente s, = sup{xm,, m >n} cuando n tiende a
infinito, conocida corg lim sup,

limsup x, = lim (sup X, j

n—w NP\ mzn
Si [ es elNimite del supremo de {x,}, para cualquier €>0 existe un natural N tal que x, < [; + ¢ para
todo =V, y no hay un numero menor que /; que satisfaga esta misma propiedad. En otras palabras,
ctalguier nlimero mayor que /; eventualmente se convertira en una cota superior de la secuencia {x.},
de manera que s6lo un numero finito de elementos de la secuencia pueden ser mayores a /; + €.

Igualmente se puede hablar del limite de la secuencia creciente i, = inf{x,,, m >n} cuando » tiende a
infinito, o lim inf,

liminf x_ = lim (inf X, )

n—o n—»o0 \ m2n
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Si /; es el limite del infimo de {x,}, para cualquier €>0 existe un natural N tal que x, > /;— € para todo
n>N, y no hay un nimero mayor que /; que satisfaga esta misma propiedad. En otras palabras,
cualquier nimero menor que /; eventualmente se convertira en una cota inferior de la secuencia {x,},
de manera que sé6lo un nimero finito de elementos de la secuencia pueden ser menores a /;— €. En la
Figura 29, el limite de la sefial roja cuando » tiende a inifnito es el /im sup de la secuencia {x,} y el
limite de la sefial verde cuando » tiende a inifnito es el /im inf de la secuencia {x,}. Si los dos limites
coinciden, la secuencia converge al valor comun de los limites del supremo y del infimo, esto es, si
existe L = lim,—wx,, entonces L = lim inf,_cx, = lim sup,—«x,, como muestra la Figura 30.

1 1
0.8 0.8

0.6 0.6

0.4 0.4

limsupx, =liminf x, =limx, =0
n—o0 n—w 02 L

0.2

n—w

0

0.2 0.2

oa ol lir:'l_il)lp x,=0.167
-06 06l “r}liilf x, =-0.167
08 -0.8f limx, no existe

n—o

1 4

Figura 30. Los limites del supremo y del infimo puedén ser diferentes. Si son iguales, corresponden
al limite de la secuencia (se cambi¢ stem por plot para mejor visualizacion).

Permitame insistir en algunas propiedades eyidentes y muy interesantes del limsup y el liminf de una
secuencia de numeros son las siguientest
- liminfe{x,} < limsup,—se @}
- Si limsup,—e{x,}<oo, V&0 3N tal que Vm>N x,, < etlimsup,—«{x,} (decimos que, V £0,
Xm < etlimsup,—«{x,} “para todos los m suficientemente grandes” o eventually always (e.a.))
- Silimsupne{x,}<oo, V &0 VN Im>N tal que x,, > —etlimsup,—»{x,} (decimos que, V £0,
Xm > —gtlimsup,.{x,} “para un nimero infinito de subindices m” o infinitely often (i.0.))
- Si liminf,=%{x,} <o, ¥V &>0 AN tal que Vm>N x,, > —etliminf,»{x,} (decimos que, V &0,
Xm > —gfhiminf, . {x,} “para todos los m suficientemente grandes” o eventually always (e.a.))
- Siliminf, e {x,}<co, ¥ &0 VN Im>N tal que x,, < etliminf,»{x,} (decimos que, V &0, x
< etliminf, . {x,} “para un nimero infinito de subindices m” o infinitely often (i.0.))

Esto's conceptos de limsup y liminf para secuencias de nimeros reales son una introduccion perfecta
para entender los mismos conceptos asociados con una secuencia de eventos {41, 4, 4s,...}. En este
caso podemos estar interesados en saber cuantos de los eventos A, ocurren en una realizacion del
experimento aleatorio. El supremo y el infimo de la secuencia son dos nuevas secuencias, la primera
decreciente y la segunda creciente, definidas como

supA4,., = O A, infA4,, = ﬁ A,

k=n k=n
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(ver definicion 9). El evento sup{As,} ocurre cuando ocurre al menos uno de los {4, £>n}. El evento
inf{A4n} ocurre cuando ocurren todos los {4y, k£>n}. El limite del supremo de la secuencia de eventos
es el evento en el que ocurre un numero infinito de eventos de la secuencia. Igualmente, el limite del
infimo es el evento en que ocurren todos los eventos de la secuencia con excepcion de un nimero
finito de ellos:

limsup 4, = ﬁ 0 A, liminf 4, = 0 ﬁ A,

n—>0 n—»0
m=1k=m m=1 k=m

En efecto, welim sup,.4, quiere decir que W€ Ui=1.cdk, Y OE Ui=2. A1, Y @€ Ui=3. 41 Y, €1 genetal,
WE Us=m.Ax para todo m=1. Esto implica que debe existir algin i>1 tal que weA;. Pero.tamibien es
cierto que e Ui=(i+1).«4k, por lo que debe existir algiin j>i tal que we4;. Pero, como, @e\i=;+1..«Ax,
debe existir algiin /> tal que weA,. Continuando de esta manera es facil ver que existe ina secuencia
infinita i <j </ < ... de eventos en {4,, n=1,2,3,...} a los que w pertenece, es.deeir, cuando ocurre
lim sup,-«4, ocurre un numero infinito de eventos en {4,, n=1,2,3,.44" Por eso al evento
limsup,—«4, también se le conoce como {A4,, i.0.}, donde i.0. representa la expresion en inglés
infinitely often.

De otro lado, welim inf,—.4, quiere decir que @We Mi=1.Ak, 0 qU& WEMNi=2 Ak, O qUE DEMNi=3 i O,
en general, que @EMi=m.A; para algin m, de donde w&d7 para todo izm. En consecuencia, @
pertenece a todos los 4, con la posible excepcion de uh numero finito de ellos. Por eso al evento
liminf, .4, también se le conoce como {4,, e.ays.donde e.a. representa la expresion en inglés
eventually always.

Sea, por ejemplo, el espacio de probabilidad ([0,1], $([0,1]),P(4)=longitud(4)). Definamos en ¢l las
siguientes secuencias de eventos: {A;={1/n,1], n=1,2,...}, {B,=[(n—1)/4n,(3n+1)/4n], n=1,2,...},
{C=[(n-1)/4n,(3n-1)/4n], n=1,2,&}. Claramente, P[A4,]=1-1/n—>1, P[B.]=(nt+1)2n—>1/2,
P[C,]=1/2 para todo n. En efecto){4,} es una secuencia creciente con lim,—wd, = U=1.4, = (0,1],
de manera que P[lim,»w.4dy|=lim,.P[4,]. {B.}, en cambio, es una secuencia decreciente con
limy—eBr = Mp=1..0Bn S¢[1/4,3/4], de manera que P[lim,—«B,]=lim,_,P[B,]. Hasta aqui s6lo hemos
verificado la continyidad de la probabilidad. Sin embargo, {C,} no es una secuencia creciente ni
decreciente. Podemos construir la secuencia S, = Up=n.«Cn = [(n—1)/4n,3/4] cuya probabilidad es
P[S.]=(2n+1)45—1/2. En efecto, limSup,—«Cy = lim ,=1.S, = [1/4,3/4], cuya probabilidad es Y.
Tanbién podemos construir la secuencia I, = Mpy=p.Cn = [1/4,(3n—1)/4n] cuya probabilidad es
P[1.J=2n-1)/4n—1/2. En efecto, liminf,.C, = lim ,=1 [, = [1/4,3/4], cuya probabilidad es '2. En
este , caso, lim,—«C, = limInf,,.C, = limSup,-».C, = [1/4, 3/4], y se cumple nuevamente que
Plimy—wCy]= lim,—P[Cy].

Las secuencias de eventos {4, Az, As,...} y los eventos correspondientes limsup 4, = {4,, 1.0.} y
liminf 4, = {4,, e.a.} son de gran importancia en redes de telecomunicaciones. Por ejemplo, si 4, es
el evento en el que el buffer de un nodo de comunicaciones se encuentra vacio en el instante #, el
evento {4,,1.0.} indica que el buffer volvera a estar desocupado una y otra vez, indicando que no hay
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congestion. El evento {4,, e.a.}, en cambio, indica que desde algiin momento el buffer dejara de
estar desocupado, lo que implica que la congestion serd inevitable.

25. Lemas de Borel-Cantelli

Sea (QQ, F, P) un espacio de probabilidad en el que hay una secuencia de eventos A1, A»,
As,... Sea {4n, 1.0.} el evento en el que un numero infinito de los A, ocurre,

{An,lo}—hmsupA ﬂUA

n=1 m=n

El primer lema de Borel-Cantelli establece que
P({4,,1.0.})=0 si Z,P(A,)<co
El segundo lema de Borel-Cantelli establece que
P({A4,, 1.0.})=1 si X,P(A,)=0 y los A, son eventos independientes
(En el primer lema de Borel-Cantelli, los A, no necesariamente deben ser independientes)

Para demostrar el primer lema de Borel/Cantelli debemos recordar primero que si sy = Zi=1.n Xk
converge a s<oo cuando # tiende a infinito, entonces x, converge a cero cuando 7 tiende a infinito. En
efecto, x, = 5, — sp.1 de manera que lim,wX, = liMysowsy s liMy50Ss-1 = s — s = 0. Siendo asi, la
suposicion 2,P(4,)<oo implica que lim,—«P(4,) = 0. Aldra, como A=lim sup,—wdn S Up=n.« Am para
todo n, entonces, para cualquier #,

P(A)SP(U ) S P, ) = 0 cuando S P(4,) <o

m=n n=1

Para demostrar el segundo lema consideremos el complemento de 4,

-UN 4
n=1 m=n

Por la continuidad de la medida d¢ probabilidad (definicion 23),

P ;lvlillﬂAC —ZIVIE;P[HAC} [ﬂAnf}

m=n m=n m=n

Y, cOMO suponemos independencia,

P hmﬂAC Hl P(4,))

N—o
m=h

pero esbien sab1d0 que para cualquier x>0, 1 —x < ¢e™, por lo que

P },IB;IOQAC <ﬁexp(—P(A) exp( ZP( j

m=n . m=n m=n

donde la igualdad a cero se debe a que estamos suponiendo que X,-1.P(4,)=. Entonces
P[4%]= hmP[ﬂ A‘} 0 = P[4]=1

Estos lemas son muy poderosos, pues la ocurrencia de {4,, 1.0} se puede establecer con probabilidad
1 o con probabilidad 0 con solo ver la convergencia de una secuencia de numeros. El ejemplo basico
es una secuencia infinita de lanzadas de una una moneda bien balanceada: Obtendremos sello un
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numero infinito de veces con probabilidad 1 porque las lanzadas son independientes y X,P(Sello en

n)= X,%=c0. Aun si la moneda se va deteriorando de manera que la probabilidad de sello en la n-
ésima lanzada es 1/(n+1), obtendremos sello un niimero infinito de veces con probabilidad 1 por la
divergencia de la serie armonica, aunque cada vez los sellos estaran mas espaciados. Sin embargo, si
la moneda se deteriora tanto con cada lanzada que la probabilidad de sello en la n-ésima lanzada es

1/(n+1)?, finalmente dejaremos de ver sellos porque X,1/(n+1)>= 1%/6 — 1<o0.

En proximos capitulos, los lemas de Borel-Cantelli seran muy Ttiles al determinar la convergencia de
secuencias de variables aleatorias, al determinar la recurrencia de los estados de una cadena de
Markov, etc. En machine learning los lemmas de Borel-Cantelli son muy utiles para determinar si,
eventualmente, los algoritmos de aprendizaje convergirdn a un error tolerable, VEn redes de
comunicaciones es muy importante saber que algunos eventos se repetiran indefinidamente (se
produce una transmision sin errores), o que se producird eventualmente umievento (se transmite
correctamente un paquete especifico), etc.

26. Modelo Probabilistico

Cuando representamos el comportamiento de un sistemd fisico mediante un experimento
aleatorio, al espacio de probabilidad correspondiente se le denomina Modelo
Probabilistico.

Como ingenieros de redes de telecomunicaciones, diariamente nos enfrentamos a problemas
tecnoldgicos particulares caracterizados por’nuestra incertidumbre sobre los resultados de las
mediciones que no nos es posible obseryar;ya sea porque son mediciones en el futuro (“Disefie una
red en el que el maximo retardo de un\paquete sea menor a 50 ms el 99% de las veces”) o porque no
tenemos acceso directo a ellas (Determine el ancho de banda disponible a lo largo de una ruta para
el flujo entre dos usuarios dados”). Esta situacion se presenta de manera mucho mas explicita cuando
nuestra actividad profesional, esta asociada con la investigacion y el desarrollo, como se espera que
suceda con los estudiantes’ de postgrado que estudian este libro. En estos casos, se hara necesario
especificar el problemaen términos de un experimento aleatorio al que se le debe asociar un espacio
de probabilidad (£, F, P) adecuadamente seleccionado. Como este espacio de probabilidad, aunque
descrito con toda la formalidad de la teoria de probabilidades, ya no se refiere a un concepto
completamente abstracto e inmaterial del mundo de las matematicas tedricas sino a un modelo
matemdtico de un sistema real, cuyos resultados deben ser aplicables nuevamente a la realidad de
donde)provino, se le denomina Modelo Probabilistico.

El objetivo del modelado de sistemas, en general, es representar una realidad altamente compleja
mediante un modelo matematico que sea lo mas sencillo posible pero que capture los aspectos mas
relevantes que afectan el desempenio del sistema en estudio, de manera que la complejidad no
imposibilite el andlisis del modelo y que dicho analisis nos permita comprender mejor el
comportamiento del sistema real. En el caso del modelado probabilistico, se trata de reformular la
pregunta que nos queremos responder sobre el sistema real en términos de algunas caracteristicas de
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un experimento aleatorio. Una vez se ha hecho explicito el experimento, debemos especificar un
espacio de probabilidad correspondiente, que se convertira en un Modelo Probabilistico del Sistema
Real.

Ya discutimos en qué consiste el proceso de determinar el espacio muestral y el conjunto de eventos
de interés con los que debemos construir el campo-o de eventos medibles. Sin embargo especificar
la medida de probabilidad es un proceso algo mas elaborado. El espacio de probabilidad exige que
determinemos P(A4) para todo AeF. Lo que podemos hacer en un primer paso es determinar la
probabilidad de algunos eventos en F mediante algiin proceso inductivo que tenga en -¢uenta la
naturaleza precisa del “proceso de observacion” de la definicion 4. En este primer paso podemos usar
mediciones de frecuencias relativas (en cuyo caso debemos ser muy juiciosos con el disefio estadistico
de los experimentos) o, en el peor de los casos, elucubrar mediante argumentosirazonables sobre
independencias, simetrias, uniformidades u otras propiedades que podamos derivar del conocimiento
inicial que tengamos de la naturaleza del experimento aleatorio. A partir,.delas probabilidades de
estos eventos iniciales, en un segundo paso podemos calcular las probabilidades de otros eventos
mediante el uso juicioso de las herramientas con que dotamos al le¢tor en este libro, tales como los
axiomas de la definicion 14, los resultados de la definicion 17, el téerema de la probabilidad total, la
regla de bayes, la composicion de experimentos, etc. Mientras el primer paso es un proceso inductivo
asociado con la naturaleza del experimento aleatorio, el*s¢gundo paso es un proceso deductivo
asociado con la rigurosidad matematica de la teoria deprobabilidades. En un tercer paso, debemos
inferir las implicaciones que los resultados deducidos.en’el paso dos tengan sobre la realidad compleja
que estamos modelando. Este es otro proceso inductivo que le da validez al modelo probabilistico si
las implicaciones son correctas y utiles (o lo invalida si las implicaciones son incorrectas o inttiles).

Desafortunadamente, este libro no es sebre modelado probabilistico de redes de telecomunicaciones
(como seleccionar un modelo paragnatealidad tecnologica compleja dada) sino sobre como analizar
un modelo probabilistico dado:“Pe hecho, obsérvese que a partir de la definicién 16 (espacio de
probabilidad) todas las definiciones subsecuentes (17 a 25) siempre han empezado con la frase “Sea
(£2, F, P) un espacio de probabilidad en el que ...”. Para nosotros, en este libro, el modelo siempre
va a estar dado y simplemente nos dedicaremos a obtener herramientas para el proceso deductivo del
segundo paso en el@nodelado probabilistico. Mas aun, para ahorrarnos tener que reescribir esa frase
en todas las definieiones que siguen, en el siguiente capitulo definiremos la variable aleatoria con el
proposito de dejar explicito un modelo probabilistico particular (R, B(R), A-)) que sera el que usemos
casi siempre’de ahi en adelante. En este libro apenas vamos a llenar la caja de herramientas del lector
conambuen conjunto de aparatos utiles, entre los cuales hemos puesto ya los tres axiomas, cinco de
las\inmumerables conclusiones que se pueden sacar de ellos, el teorema de la probabilidad total y la
regla de Bayes: diriamos que ya pusimos en la caja el serrucho y el martillo. En los siguientes
capitulos colocaremos en ella algunas herramientas mas sofisticadas. Sin embargo, sélo la experiencia
le permitira al lector aprender a “construir muebles” con las herramientas de su caja a partir de “la
madera” proporcionada por las redes de comunicaciones. Lo més que podemos hacer (y esa es la
razon de este libro) es escoger ejemplos del mundo de las redes de comunicaciones, pues pienso que
el aprendizaje de las técnicas de modelado so6lo es posible mediante el estudio de ejemplos y la
sorprendente capacidad de generalizacion que exhibe la inteligencia humana. Claro, como nuestros
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ejemplos son puramente pedagogicos, invitamos al lector a que se afilie a IEEE, ACM y tantas otras
sociedades técnicas que publican excelentes revistas en las que cada articulo es un ejemplo realista
de un proceso de modelado probabilistico llevado a cabo por uno o varios expertos.

27. (Por qué es necesario definir un espacio de probabilidad (QQ,F,P)?

No es posible definir una medida de probabilidad sobre todos los subconjuntos del
espacio muestral [0,1] de manera que satisfaga los tres axiomas.

Supongamos un experimento aleatorio en el que el espacio muestral Q es el intervalo daitario [0,1],
de manera que la probabilidad de que el resultado del experimento caiga en cualquier intervalo de Q
es igual a la longitud del intervalo: P[[0,1/2)] = 1/2, P[(1/4,1/2]] = 1/4, P[(1/81/3)[2/3, 8/9]] =
31/72, P[{1/2}]=0, P[{1/2}w{3/4}]=0, P[{1/2}\(2/3, 8/9)]=2/9, etc.

Si A1, A, As, ... son subconjuntos disyuntos de [0,1], sabemos que PPA41uA40A430...] = P[41] +
P[A42]+P[A43]+... Pero es imposible extender esta propiedad a-<una suma incontable de eventos
disyuntos pues, si la extendiéramos, deberiamos esperar que:

P([0,1])= > P[{xN

xe[0,1]
lo cual es evidentemente falso: mientras la expresién de la izquierda es igual a uno, la expresion de
la derecha es igual cero'®. Esta es la razon por la cual debemos restringirnos a considerar inicamente
operaciones contables y es por eso que necesitamos definir la probabilidad sobre un campo sigma,
esto es, cerrado para los complementos y las, uniones contables.

Consideremos la misma medida de probabilidad en el mismo espacio muestral (el intervalo unitario
[0,1], donde la probabilidad de€ualquier intervalo es igual a la longitud del intervalo). El resultado
fundamental de esta definiciony27 (que no es posible definir una medida de probabilidad para todos
los subconjuntos del espacio muestral [0,1] que satisfaga los tres axiomas) se puede demostrar
recurriendo a los conjufitos de Vitali que, como mencionamos, no son conjuntos de Borel.
Supongamos que s¢’puede definir P[4] para cualquier Ac[0,1] y derivemos una contradiccion de
dicha suposicion, Para esto definamos una relacion de equivalencia'® en [0,1] de la siguiente manera:
x~y si 'y sOlo §Dla diferencia y—x es racional. Esta relacion de equivalencia genera una particion de Q.
Sea C un‘cenjunto formado con uno y sélo un elemento de cada clase de equivalencia'® que no

4 La,stima sobre un conjunto incontable |4| = X1, x = Xaeaxq, se define como el supremo de Zie i, entre todos los
subconjuntos contables / contenidos en 4. Asi es como sabemos que la suma no contable de ceros es igual a cero.

15 Una relacion en un conjunto Q es una funcion booleana en QxQ (dados x,yeQ sélo puede ocurrir que x esté relacionada
con y (x~y) o no). Una relacion es de equivalencia si (1) es reflexiva (x~x VxeQ), (2) es simétrica (x~y < y~x) y (3) es
transitiva (x~z si x~y y y~z). Dada una relacion de equivalencia ~ y un elemento xeQ, la clase equivalente de x es el
conjunto de todos los y tales que x~y. Claramente, dos clases equivalentes s6lo pueden ser idénticas o disyuntas. Dada una
relacion de equivalencia ~, el conjunto de clases de equivalencia forman una particion de Q.

16 La posibilidad de escoger uno y sélo un elemento de cada subconjunto se conoce como el "axioma de la seleccion".
Parece obvio si tenemos un numero finito de conjuntos finitos (tome exactamente un musico de cada una de las bandas de
rock en Bogotd). Pero cuando tenemos infinitos conjuntos, cada uno de ellos de cardinalidad infinita, el axioma de
seleccion no es tan obvio y debe proponerse, precisamente, como un axioma.
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contenga 0 (si escogimos cero, lo podemos cambiar, por ejemplo, por 1/2, que es equivalente a cero).
Sea C®r el desplazamiento circular de C por 7 :

C(—Br={c+r:ceC,c+r<1}u{c+r—1:ceC,c+r>1}

Claramente, P[A®r] = P(4) 0 <r < 1. Ademas, cada punto en (0,1] pertenece a la unidon U<, 1o
(C®r) de desplazamientos circulares de C. Mas aun, como C contiene exactamente un elemento de
cada clase equivalente, todos los conjuntos C®r son disyuntos para r<[0,1)NQ. De esta manera, el
tercer axioma exige que

P[(01]= >, PIC®r]

re[0,)NQ

Pero P[C®r] = P[], de donde

1=P[(0,1]]= > PIC]

r€[0,1)NQ

Esta es la contradiccion que estabamos buscando: Al sumar un ntimero contable infinito de veces el
mismo nimero no negativo sélo podemos obtener 0 si P[C]=0 u obteher/co si P[C]>0, pero nunca
podremos obtener 1.En conclusion, si las probabilidades han de satisfacer propiedades razonables, no
podemos definirlas para todos los posibles subconjuntos de [0,1] sino que debemos restringirnos a
algunos conjuntos medibles.

28. Sobre los Conceptos de Aleatoriedad)y Probabilidad

El concepto de aleatoriedad presenta muchas dificultades intuitivas, que aun son

materia de controversia entre filosofos y que pueden confundir a los estudiantes
neofitos. En el andlisis de modelos-probabilisticos debemos usar con precaucion la
intuicion, solo como una guia’que siempre debe ser corroborada por el formalismo
axiomdtico de Kolmogorow, pues en muchas ocasiones la intuicion puede fallar
drasticamente. De todas maneras, dada la naturaleza de la mayoria de experimentos
que se refieren q. redes de comunicaciones, en los que casi siempre estin
involucrados o_un)gran numero de usuarios, o un gran numero de paquetes, o un
gran numero,de bits, etc., la intuicion basada en la interpretacion de la probabilidad
como frecuencia relativa suele sugerir caminos acertados en el proceso hacia el
objetive_del modelado probabilistico en redes de comunicaciones. Después de todo,
comao~dijo Laplace, “En el fondo, la teoria de las probabilidades no es mas que
seittido comun reducido al calculo ™.

Todos los seres humanos se encuentran con el azar en cada momento de sus vidas: en el noticiero
recibimos estadisticas econémicas, encuestas politicas y predicciones del clima; desde nifios jugamos
con dados, cartas y monedas; hacemos filas en los bancos y supermercados; padecemos trancones en
las avenidas; al decidir donde invertir nuestros ahorros debemos evaluar el riesgo y ponderarlo
respecto a los posibles rendimientos de cada una de las opciones; como usuarios de las redes modernas
de comunicaciones sufrimos tiempos excesivos de respuesta, falta de disponibilidad en los recursos
de la red, ruidos y recortes en las sefales que recibimos, etc. Sin embargo, a pesar de nuestra vasta
experiencia con el azar, el concepto de aleatoriedad sigue estando muy alejado del comun de la gente
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e, inclusive, de muchas personas muy bien preparadas en distintas profesiones (incluyendo las
ciencias y la ingenieria: Me consta!). No es solo por la necesidad de entender conceptos tan abstractos
como los asociados con la teoria de medidas (definiciones 10, 11, 12, 13, 23, 25 y 27) sino por las
multiples alternativas de interpretacion de la medida de probabilidad.

Y es que el concepto de aleatoriedad se va alcanzando gradual y muy lentamente. Por ejemplo, cuando
mi hija de cinco afios y mi hijo de cuatro afios deseaban resolver alguna disputa de manera “justa”,
recurrian a un juego infantil muy tradicional en Colombia: Uno de ellos canta “Pi NU no, pin/DOS,
pin TRES, pin CUA tro, pin CIN co, pin SEIS, pin SIE te, Plno, CHIto, SEras, TU” mientras que
con el dedo indice se sefiala a si mismo o al hermanito, alternando la direccion con cada silaba en
mayusculas. Maria Alejandra iniciaba sefialandose ella misma, mientras que Juam\Di€go parecia

escoger al azar si iniciaba sefialandose ¢l o sefialando a la hermanita. Aunque Matia’ Alejandra fue
una fervorosa defensora del método de conciliacion, Juan Diego empez6 a perder’la confianza en €l
porque, extrafiamente, solo ganaba la mitad de las veces en que ¢l mismo eontaba.

La humanidad misma parece haber seguido ese mismo proceso gradual'y lento que sigue cada ser
humano individualmente, pues solo hasta el siglo XVI se empezo6 aformalizar un concepto que, hasta
entonces, era solo el mecanismo de expresion de las voluntades“divinas. ;Y qué util resultaba ser el
vocero de los dioses cuando se usaban dados no balanceadestlo cierto es que los seres humanos (y
la humanidad entera en su conjunto) primero aprendemos fediante la intuicion y, después, sobre esa
base, empezamos a formalizar conceptos. Cuando la_intuicion es correcta, ese proceso es formidable
porque ayuda profundamente en la comprension dé temas dificiles. Yo mismo, como profesor de
Procesamiento Digital de Senales, Sistemas de»€omunicacion, Redes de Comunicaciones y Control
de Sistemas Dinamicos, me preocupo por~presentar los conceptos de manera que los estudiantes
primero los capturen de manera intuitivd_antes de aprenderlos desde las formalidades matematicas o
tecnologicas. Pero jamas intento hacén€so como profesor de Probabilidades, Variables Aleatorias y
Procesos estocasticos porque, en=los problemas asociados a estos temas, la intuicion suele fallar
miserablemente! Por eso he dejado esta discusion para el final de este capitulo, cuando ya hemos
visto la formulacion axiordtica de Kolmogorov, pues en este caso es mucho mejor presentar la
formalidad antes que laifttuicion. Ya en el siglo XVIII DeMoivre lo mencion6: Los problemas que
tienen que ver con ebazar suelen parecer fAcilmente solucionables mediante el sentido comun, cuando
en realidad casi nunca es asi.

Veamos dlgunos ejemplos:

(1), Un presentador de un concurso de television le ofrece que escoja una de tres puertas sabiendo que
s016 una de ellas conduce a un gran premio mientras que las otras dos sélo llevan a pequefios premios
de consolacion. Llamemos a a la puerta que usted escoge. Una vez usted escogid su puerta, el
presentador le revela una de las otras dos puertas que conducia a un premio de consolacion. Llamemos
b alapuerta revelada por el presentador y ¢ a la otra puerta. Ahora el presentador le pregunta: “;Desea
quedarse con a o prefiere cambiarse a ¢?”. ;Cual seria la mejor estrategia en este juego? He aqui el
razonamiento que hace la gran mayoria de personas:
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Al principio cada puerta tenia una probabilidad 1/3 de conducir al premio mayor,
independientemente de la que yo escogiera. Sin embargo, una vez el presentador me revela que
b no tiene el premio, me quedan sélo dos puertas, a y c¢. Como so6lo una de las dos conduce al
premio, la probabilidad de que cada una de ellas conduzca al premio es 5. El hecho de que yo
haya escogido antes la puerta a no cambia el nuevo hecho de que ahora tengo dos puertas, una de
las cuales conduce al premio grande y otra al premio de consolacién. Luego da igual si me quedo
con a 0 si me cambio a ¢, pues en ambos casos ganaré o perderé con probabilidad 5.

Deténgase usted, sefior lector, a pensar un poco en el analisis anterior antes de seguir leyendo. Ahora
si, he aqui el analisis (correcto) que hacen muy pocas personas y que, seguramente, fue ¢l qtie usted
hizo:

Sean los eventos 4 = {a tiene el premio}, B = {b tiene el premio} y C = {¢ctiene el premio}. En
un principio, P(4) = P(B) = P(C) = 1/3. Si el presentador me hubiera inféormado de la ocurrencia
del evento B¢ antes de que yo escogiera la puerta a, tendria el caso del anélisis anterior,
P(A|B 4ies) = P(C|B  4nies) = ¥2. Sin embargo el protocolo del juego me permitié escoger primero,
cuando todavia P(4) era un tercio. Un hecho cierto en ese momento era que al menos una de las
otras dos puertas debia conducir a un premio de consolacion, de manera que cuando el
presentador me revela que era b la que conducia al premio de consolacion no me dio ninguna
informacion nueva: La probabilidad de 4 cuando yofla-€scogi era de 1/3, independientemente de
que se me revelara B¢ después de mi escogencia, P{A|B sespuss) = P(4) = 1/3. Una vez informado
de la ocurrencia del evento BS, la Unica alternativa al evento 4 es el evento C, de manera que
P(C|B  despuss) = 1 — P(A|B gespues) = 1 — P(A¥=2/3. Es mejor estrategia cambiarse a la puerta c.

Notese que la solucion correcta no corncuerda con la solucidn intuitiva porque hay un asunto de
protocolo que pasa inadvertido. Sicel’presentador le hubiera revelado una puerta mala antes de que
usted hubiera escogido la puerta=a, €l tendria dos posibles puertas para escoger. Cuando ¢l lo deja
escoger primero, usted le reduce sus posibilidades de dos a una, con probabilidad 1/3. Un gran amigo
mio lo pone de la siguiente“manera para ver la bondad intuitiva de la solucion correcta: Suponga que
no son tres sino mil puertas, de las cuales una sola conduce al premio. Usted escoge una, el
presentador le revela 998 que no tenian premio... ;Se quedaria con la que escogid primero? Es “casi
seguro” que el premio esta en la otra puerta!

(2) Supongamos que cada nuevo bebé que llega al mundo es nifio o nifia con probabilidad %,
indepéndientemente del resto de la humanidad y, en particular, independientemente de sus hermanitos
y/ermanitas. Bajo esta suposicion consideremos los siguientes problemas:

Se “encuentra con una amiga a quien no veia desde hacia diez afios y sostienen la siguiente
conversacion:

Usted: “jHola! ;tienes hijos?”

Amiga: “Si. Tengo dos”

Usted: “;alguna nina?”’

Amiga: “Si”

Usted: “jAdios!”
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(Cudl es la probabilidad de que su amiga tenga dos nifias?

Al otro dia se encuentra otra vez con su amiga y ve que lleva a una nifia de la mano:
Usted: “jHola! ;Esta nifia tan preciosa es hija tuya?”

Amiga: “Si”

Usted: “jAdios!”

(Cual es la probabilidad de que su amiga tenga dos nifias?

A diferencia del ejemplo anterior, en este caso distintas personas hacen diferentes razonamientos. Sin
embargo casi todo el mundo da por hecho que la pregunta es la misma y, por lo tanto, exige 1a misma
respuesta. Después de todo, dicen, desde el primer dia yo ya sabia que mi amiga tenia por lo menos
una nifia, asi que en el segundo dia no obtengo ninguna informacién nueva al ver éXactamente eso:
una nifia hija de mi amiga, que yo ya sabia que existial Como verla o no vefla no hace ninguna
diferencia, la pregunta (y la respuesta) no cambia de un dia para otro.

Deténgase usted, sefios lector, a pensar un poco en el analisis anterior antes de seguir leyendo. Ahora
si, he aqui el analisis (correcto) que hacen muy pocas personas y que, seguramente, fue el que usted
hizo:

Cada hijo de mi amiga puede ser una nifia (f) o un nifio(#). El primer dia supe que mi amiga tenia
dos hijos, de manera que el espacio muestral del experimento consistente en observar el género de
cada uno de los hijos de mi amiga es 2= {(f,)),(f,m),(m.f),(m,m)}, donde cada evento unitario tiene
probabilidad Y4. Pero también supe que el evenitor{(m,m)} no ocurrid. Luego la pregunta que me hago
el primer dia es P({(/,/)} | {(£./).(f,m),(m.,pH}) = P{(,)}) / (1 — P({(m,m)}) = 1/3. Sin embargo el
segundo dia me estoy preguntando por la/probabilidad de que el otro hijo (el que no estoy viendo)
sea una nifia, lo cual ocurre con probabilidad 1/2. ;La probabilidad de que mi amiga tenga dos nifias
aument6 de 1/3 a 1/2 solamenteporque pude observar a una nifia de mi amiga, siendo que yo ya sabia
que tenia por lo menos una nifia? No. Es solamente que la pregunta que me estoy haciendo es distinta,
ja pesar de que la formulacién parece idéntica!

Los dos ejemplosanteriores son paradojas que confunden inclusive a algunos expertos en
probabilidades (talvez usted mismo haya releido cada caso varias veces y haya tomado papel y lapiz
para ver con detalle qué es lo que estd pasando). Hay otros muchos ejemplos que, aunque no
confundan alos expertos, si resultan paradojicos para el comtn de la gente, como el siguiente:

(3) Ante un juez presentan a una persona muy honorable, x, acusada de haber cometido un crimen.
La’reputacion de x la precede, de manera que el evento X = {x cometid el crimen} tiene una
probabilidad muy bajita: P(X) = 0.001. La fiscalia presenta dos testigos muy confiables, y y z, cada
uno de los cuales dice la verdad con probabilidad 0.9. Mdas aun, estos testigos son independientes
pues no se conocen entre si y observaron los hechos desde sitios distintos. Durante el juicio se
presentan los eventos Y = {y dice que x cometid el crimen} y Z = {z dice que x cometio el crimen}.
Segtn la mas antigua tradicion legislativa y judicial (Moisés, Hamurabi, Nemqueteba) y la opinién
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de la mayoria de personas, x es condenado porque el testimonio de dos testigos independientes muy
confiables es evidencia suficiente. ;Se hizo justicia?

Veamos como se afecta la probabilidad de X cuando la condicionamos a los eventos Yy Z:

P(X|YNnZ)= P(X)P(Y " Z|X) _ PUOPY | OPZ| )
P(X)PYNZ|X)+P(X)PYNZ|X ) PX)PY|X)P(Z|X)+P(X)VPY | X)VP(Z|XC)
P(X|YnZ)= (0.001)(0.9)(0.9) 3

~(0.001)(0.9)(0.9) +(0.999)(0.1)(0.1) 40

Ciertamente los testigos aumentan la probabilidad de X 75 veces (desde 0.001 hasta 0.075);-pero
condenar a alguien cuando la probabilidad de que haya cometido el crimen es menos de 01 me parece
muy injusto!

Lo que pasa, como lo anuncié DeMoivre, es que la intuicion suele fallar estrepitosamente en asuntos
de aleatoriedad. ;Cuantas veces lo ha abordado un voceador de loteria en la-¢calle anunciandole un
dato valiosisimo : “Hace cinco semanas que el numero 3 no sale en la loteria y aqui le tengo un
billetico terminado en 3”. El espera convencerlo de que compre el billete porque el hecho de que el 3
no haya salido cinco veces seguidas aumenta la probabilidad de que salga la proxima vez. De hecho
haga una encuesta entre sus amigos no ingenieros ni cientificos y ebservara que muchos de ellos creen
que, si se ha lanzado cinco veces una moneda bien equilibrada’y en las cinco ocasiones se ha obtenido
cara, aumentan las probabilidades de que en la proxima lanzada se obtenga sello pues, después de
todo, el sello deberia aparecer en la mitad de las lanzadas'’.

Las paradojas y las concepciones populares yrerrdneas sélo indican que el concepto de aleatoriedad
parece obvio, cuando en realidad no lo es. De hecho, su misma interpretacion ha enfrentado a
importantes cientificos. Ya 500 afios antesde Cristo Leucipo habia manifestado que nada ocurre por
azar sino que todo obedece a la razémy'a la necesidad. Asi pues, lo que denominamos azar se refiere
a los efectos de causas escondidas.que estan fuera de nuestro conocimiento o fuera de nuestro control,
como sostuvo Democrito, discipulo de Leucipo. Los sofistas reafirmaron este concepto en contra de
Epicuro, quien sostenia quessi todos los eventos tenian una causa conocible, el hombre careceria de
libre albedrio... El cristianismo ayudo a afianzar el concepto sofista, pues el resultado final de todos
los experimentos debia’obedecer, necesariamente, a la voluntad de Dios: En un universo en el que
todo esta sometido)a la voluntad de Dios (y a su plan de salvacion) sélo nuestra ignorancia puede
abrirle espacies‘al azar. Con la aparicion de la mecanica Newtoniana pocos afios después, se termind
de consolidar la visién determinista: La voluntad de Dios se manifestaba en leyes del movimiento

17 Existe un muy reconocido locutor y comentarista deportivo en Colombia que debe ser muy bien formado porque le dicen
“doctor”. A €l le escuché decir en una ocasion lo siguiente: “La historia muestra que el equipo A4 le ha ganado al equipo B
en el 70% de los encuentros que han disputado. Sin embargo, en los ultimos tres meses se han enfrentado cinco veces y en
todas ellas ha ganado B. Luego, si la teoria de las probabilidades no falla, 4 deberia ganar en el proximo partido”. Claro, 4
perdio el partido de esa tarde contra B y no por una falla de la teoria de las probabilidades sino porque, al menos desde hacia
tres meses, A4 parecia ser un equipo de “troncos”. Si el locutor doctor quiso ser optimista, debi6 suponer que cada partido es
independiente de los demas, en cuyo caso la probabilidad de que 4 ganara esa tarde seria 0.7. Sin embargo, parece mucho
mas correcto pensar que la probabilidad de que A le ganara esa tarde a B dado que A llevaba cinco partidos seguidos
perdiendo contra B era un nimero muy cercano a cero.
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que eran asequibles para el hombre a través de las matematicas. Segun Laplace, s6lo necesitamos
conocer la masa, la posicion y la velocidad de cada particula del Universo en un instante dado para
predecir con precision su destino ultimo y su pasado mas remoto. Siendo el comportamiento del
universo tan deterministico y predecible, j,como pudo, entonces, desarrollarse tan profunda y
aceleradamente la teoria de la probabilidades durante este periodo? Porque si bien el mundo estaba
sometido al determinismo de la voluntad inmutable de Dios, nuestra capacidad de observacion era
limitada: EI hombre comete errores y la probabilidad nos permite cuantificar el error. Ya Galileo y
Tycho Brae formularon proposiciones fascinantes sobre el error en las mediciones astrondmicas: es
inevitable, es simétrico y entre mas pequeiio sea mas probable es. Estas ideas sugieren tomat, muchas
mediciones y promediarlas, de donde surgen las leyes de los grandes nimeros. Thomas Simpson fue
el primero en introducir la teoria de los juegos de azar, cuando en 1756 dijo que siscada fuente de
error se comportaba como un dado, el error total se debe comportar como la suma,demuchos dados.
En 1808 Gauss us6 la famosa campana exp(-x%2)/\2, justificado por el teorenia’del limite central,
propuesto por Laplace 2 afios después. Tendremos oportunidad en este libro-de divertirnos un buen
rato con los tres conceptos: la campana gaussiana, la ley de los grandés numeros y el teorema del
limite central.

Si bien el determinismo se remonta a los atomistas como Leucipo y Demdcrito, es precisamente el
estudio de las particulas subatomicas el que reivindica ‘a’ Epicuro: La naturaleza puede ser
inherentemente aleatoria, jpuede ser que haya una indetefminacion basica en el universo! En 1900
Max Planck explico (exitosamente) por qué los cuerpos calientes no irradiaban en todas las posibles
frecuencias, diciendo que la radiacion se daba en “cuantos” de energia. Lo que sorprendi6 a Planck
es que esta idea resultd mas que un truco mat€matico cuando muchos fisicos empezaron a encontrar
mas comportamientos cudnticos en las partieulas subatomicas. En 1926 Heisenberg fue el primero en
advertir que, siendo asi, jamas nos seria) dado conocer el estado del universo como lo proponia
Laplace, pues para observar una pequena particula debemos iluminarla con, por lo menos, un cuanto
de luz, alterando irremediablemente’el estado que queriamos observar. Esto conduce al principio de
incertidumbre como una de lasdeyes basicas de la naturaleza: si conocemos la posicion exacta de una
particula no podemos saber-niada sobre su velocidad y viceversa. Schrodinger, de hecho, describe las
particulas mediante una\ecuacion de onda con la que evalia [a probabilidad de que una particula se
encuentre, en un ingtante de tiempo particular, en un punto dado del espacio! Albert Einstein, quien
contribuy6 notablemente al desarrollo de la mecanica cuantica con su estudio de la radiacion de
cuerpo negre, nunca se sintidé comodo con esta idea pues él era abiertamente determinista. Una
conversacion entre Einstein y Max Born pudo haber ocurrido hace 2500 afios entre Democrito y
Epicuro?) Einstein (o Democrito): “Dios no juega a los dados”. Born (o Epicuro): “Y ;quiénes somos
nesotros para decidir a qué puede o no puede jugar Dios?”!®

(Donde esta, pues, la aleatoriedad de una secuencia de resultados obtenidos al repetir muchas veces
un experimento? Si creemos que la naturaleza sufre de una indeterminacion basica, la aleatoriedad de
la secuencia esta en el experimento mismo que la genero; si creemos que las leyes que rigen el

18 En una carta a Max Born Einstein escribi6 "La mecanica cuéntica es realmente imponente. Pero una voz
interior me dice que atn no es la buena. La teoria dice mucho, pero no nos aproxima realmente al secreto del
'viejo'. Yo, en cualquier caso, estoy convencido de que El no tira dados".
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experimento son conocidas pero muy complejas y dificiles de evaluar, la aleatoriedad de la secuencia
estd en nuestra incapacidad computacional para calcular el siguiente resultado; y si creemos que las
leyes existen pero no las conocemos, la aleatoriedad de la secuencia esta en nuestra ignorancia. En
cualquiera de los tres casos, la aleatoriedad se caracteriza por nuestra incapacidad para predecir el
resultado del siguiente experimento, como propusimos en la primera definicion. En los dos tltimos
casos, sin embargo, la aleatoriedad se vuelve un asunto subjetivo: alguien que esté mejor capacitado
que nosotros para predecir el resultado del siguiente experimento encontrard que la secuencia es
menos aleatoria de lo que nosotros creemos. Consideremos, por ejemplo, las siguientes secuencias de
numeros:

1 2 3 4 5 6 7 9 10
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
4 7 2 6 4 7 2 4 7
3 1 4 1 5 9 2 6 5 3

En cada una de ellas es facil predecir el siguiente niumero, /cierto? 11 para la primera secuencia,
porque los nimeros parecen ir de uno en uno; 22 para la segunda secuencia porque los niimeros
parecen ir de dos en dos; 2 para la tercera secuencia porque los nlimeros parecen tener un periodo de
longitud 4; ;identifica usted facilmente el siguiente numere’ de la cuarta secuencia? Parece una
secuencia aleatoria, hasta que reconocemos en ella la expansion decimal de 7 el siguiente niumero es
5. Se diria que las cuatro secuencias anteriores son*completamente deterministicas, aunque un
estudiante de primaria que no haya visto trigonometria podria considerar que la cuarta secuencia es
aleatoria ;Qué tal la siguiente secuencia?

Dificil adivinar el siguiente nm@mero, (cierto? Pero se trata de una secuencia completamente
deterministica! Iniciando con Zo = 7182, hago Z;+1 = [floor(Z#/100)]4, donde floor(x) es la parte entera
de x, y [x]4 es el nimero compuesto por los cuatro digitos menos significativos de x (las unidades,
decenas, centenas y udidades de mil en x). El i-¢simo niimero de la secuencia corresponde a las
unidades de mil enZ;NLa siguiente tabla muestra como se construye la secuencia completa. Notese
que a partir del3ltimo cero en la secuencia mostrada, continia una cadena infinita de ceros. Sin
embargo, hasta donde se mostro, parecia una secuencia completamente aleatoria, aunque no lo seria
para quien_conozca el algoritmo y el valor de Zy. ;| Donde estd, entonces, la aleatoriedad?

Zi Z?

7182 51581124
5811 33767721
7677 58936329
9363 87665769
6657 44315649
3156 09960336
9603 92217609

AN BN W= O
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7 2176 04734976
8 7349 54007801
9 0078 00006084
10 0060 00003600
11 0036 00001296
12 0012 00000144
13 0001 00000001
14 0000 00000000

Nadie duda que las lanzadas consecutivas de un dado generan una secuencia aleatoria porque 1a tnica
manera de conocer el siguiente nimero de la secuencia es lanzando el dado una vez mas.”Pero, si no
conociéramos un algoritmo para calcular 7 con cualquier precision deseada,yxho$ muestran su
expansion decimal a partir del digito 100, ;no considerariamos la secuencia come aleatoria? En 1888,
Venn verifico que los primeros 707 digitos de la expansion decimal ‘deorz satisfacen criterios
importantes de aleatoriedad: cada digito aparece en la secuencia aproximadamente el mismo numero
de veces que los demas digitos, sin ninguna estructura aparente. 10k afos después, Gregory y David
Chudnovsky verificaron el mismo comportamiento para mas de-mil millones de digitos en la
expansion de 7. {Qué mas podria uno esperar de una secuencia al€atoria? Pero sabemos, por supuesto,
que la expansion decimal de 7 es completamente determiniStica! (ver definicion 100.d).

Como la teoria de la probabilidad no se puede construir sobre la subjetividad que da la ignorancia,
Kolmogorov mismo, en su esfuerzo por formalizar la teoria, llegd a un concepto muy interesante de
aleatoriedad: Si la complejidad de una secuchcia estd dada por la longitud del programa de
computador mas pequefio capaz de generarla (en un modelo computacional particular, tal como una
maquina de Turing), una secuencia es aleatoria cuando su complejidad es maxima, esto es, cuando el
unico algoritmo que la puede generdt/Cs el algoritmo que la menciona, elemento por elemento. Por
supuesto, 7 resulta poco complejo, pues el algoritmo es sencillo: basta contar cuantos diametros
caben en una circunferencia'®“para lo cual el computador puede evaluar iterativamente una serie de
potencias. Pero una secueneia de lanzadas de un dado es aleatoria, porque necesitamos lanzar los
dados para poder especificar la secuencia. Esta definicion pone el concepto de aleatoriedad en
términos formales, muy-al estilo de Kolmogorov, pues la aleatoriedad de una secuencia ya no depende
de la apreciacign,del observador sino que es una medida objetivamente cuantificable (mas adelante
tendremos-epottunidad de introducirnos brevemente en la teoria de la complejidad y la teoria de la
informacién’que sustentan este concepto).

Peto,igualmente, queda casi sin resolver la pregunta de como asignar las probabilidades a los eventos
del campo-o escogido para analizar un modelo probabilistico de una realidad compleja.
Fundamentalmente, se trata de evaluar nuestra confianza en que el evento suceda cuando realicemos
el experimento, para lo cual podemos valernos de la frecuencia relativa observada en experimentos

19 Es facil calcular rapidamente millones de digitos de © mediante, por ejemplo, el algoritmo de Chudnovsky:

1 = . (6n)! (3591409 + 545140134 -n)
PPy Z (=D 3 (3n4372)
127 = (3n)!(n!)” - 640320
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anteriores o en razonamientos plausibles sobre la naturaleza del experimento, tales como las simetrias
proporcionadas por eventos equiprobables (ver la definicion 26). En los capitulos siguientes
formularemos diferentes modelos para muchos casos tipicos de experimentos que surgen una y otra
vez en el mundo de las redes de comunicaciones, los cuales podremos usar para generar hipotesis
sobre las probabilidades de algunos eventos y, con nuestras herramientas, encontrar las probabilidades
de otros eventos o algunas estadisticas de interés.

Por ultimo, vale la pena mencionar la teoria de las posibilidades como una formalidad reciente para
tratar con cantidades inciertas, alternativa (y a veces complementaria) a la teoria de las probabilidades.
Sobre los eventos pertenecientes a un campo aditivo F de subconjuntos de un espacio mugstral £2, se
define la posibilidad del evento A€F como una funcion Po : F ->R que satisface,los siguientes
postulados: Po(@)=0, Po(£2)=1, Po(4UB) = max(Po(4), Po(B)) si 4 y B son conjuntos disyuntos en
F. Este ultimo postulado se puede extender igualmente a campos- o infinitamefite aditivos, como en
la definicion14. Esta medida de posibilidad esta mas asociada con la funcién de membresia de un
elemento en un conjunto difuso, esto es, un conjunto al que se puede pertenecer con cierto grado de
pertenencia en el rango [0, 1], en cuyo caso la posibilidad de un‘evento es el mdximo entre las
funciones de membresia de sus miembros. Como un ejemplo revelador de la diferencia entre los dos
conceptos, considere que lleva muchos dias perdido en el desierto y encuentra dos botellas llenas de
un liquido de apariencia deliciosa. La etiqueta en una botella dice que la probabilidad de que su
contenido sea potable es 0.9, mientras la etiqueta en la ofra’botella dice que la posibilidad de que sea
potable es 0.9. ;Cual liquido consumiria usted? Essmuy probable que el contenido de la primera
botella sea agua pura, aunque, en el peor de los casos, la primera botella podria contener acido
sulfirico o cianuro. En cambio puede estar segtiro que la segunda botella no contiene ni agua pura
(porque su grado de membresia en el conjunto de los liquidos potables seria 1) ni &cido sulfurico
(porque su grado de membresia en el ‘eonjunto de los liquidos potables seria cero) sino, talvez,
gaseosa, en cuyo caso su consynio” podria tener algin efecto negativo en su salud, aunque
insignificante ante la alternativa 'd€'morir de sed.

De cualquier manera, la ineertidumbre es un aspecto ineludible en la gran mayoria de situaciones que
enfrenta el ser humanes-€omo mencionamos en la definicion 14, hay muchas razones para considerar
la incertidumbre enldos'modelos matematicos de la realidad que nos interesa. En muchas ocasiones,
por ejemplo, nenconocemos el verdadero estado del sistema de interés porque tenemos s6lo una
observacion parcial del mismo. Un médico, por ejemplo, puede observar los sintomas de su paciente,
pero casi‘munca podra observar su enfermedad y, ciertamente, nunca podra observar su prognosis,
aunque.debe tomar decisiones importantes respecto a la enfermedad y su prognosis para recomendar
ufi tratamiento. Por otro lado, las observaciones de aquellos aspectos observables de nuestro sistema
suelen ser ruidosas y distorsionadas, por lo que debemos considerar, ademas, el error de nuestras
observaciones. Adicionalmente, el estado del sistema ni siquiera tiene una relacion deterministica con
nuestras observaciones, de manera que, aunque ellas fueran completas y exactas, puede existir atin
alguna incertidumbre con respecto al estado real del sistema. Continuando con el ejemplo anterior,
un conjunto de sintomas puede asociarse con diferentes enfermedades, aunque la experiencia puede
indicar que algunas enfermedades son mas probables que otras dado el conjunto de sintomas. La
incertidumbre debida a estos aspectos generadores de incertidumbre (dificultad para observar el
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estado real del mundo, dificultad para medir con precisién los aspectos medibles del mundo y
dificultad para modelar con precision la dependencia entre lo observado y lo inobservable) podria
reducirse con los avances en el conocimiento cientifico y en el desarrollo tecnolégico. Sin embargo,
aun nisiquiera es claro que el universo sea realmente deterministico cuando se estudia con un nivel
suficiente de detalle. En el dominio actual de la mecanica cuantica, ciertamente no lo es; pero tampoco
lo es con respecto a nuestra comprension actual de muchos otros aspectos del mundo (sin mencionar,
por ejemplo, el caos).

Esta presencia inevitable de la incertidumbre sobre el estado real del mundo nos exige censiderar
todos los posibles estados, aunque nuestras observaciones no nos permitan eliminar muchas de esas
posibilidades. Y, en estas condiciones, resulta muy conveniente argumentar no sélo sebre’los estados
posibles, sino sobre las probabilidades de cada uno de esos posibles estados. Dg‘esta manera, las
decisiones que tomemos (por ejemplo, decisiones de ingenieria, de tratamiento médico, de planeacion
econodmica, etc.) serd mucho mas significativas y mucho mas acertadas. En estexcontexto, la inutilidad
de la intuicion en la teoria de las probabilidades a la que se referia DeNoivre se puede matizar con
otras tres ideas intimamente relacionadas. La primera es del gran.bidlogo Stephen Jay Gould: “el
desconocimiento de la teoria de las probabilidades puede ser\el mayor impedimento para el
conocimiento cientifico”. La segunda es de Pierre Simon Laplace: “En el fondo, la teoria de las
probabilidades no es mas que sentido comun reducido al caletlo”. La tercera es de Louis Pasteur :
“La suerte solo favorece a las mentes preparadas”.
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III. Conceptos Basicos de Variables Aleatorias

29. Variable Aleatoria

Dado un espacio de probabilidad (£, F, P), una variable aleatoria (va) es una
funcion X: Q2R tal que, VxeR, el evento A(x) definido como {we 2 : X(®) <x} es
un evento medible (A(x) € F)

La variable aleatoria le asigna a cada elemento del espacio muestral un nimero real, dé>manera tal
que las imagenes de los eventos en F resultan ser conjuntos de Borel en R, como stigiere la Figura
31.

0 AeF

R e nE >

[Imagen de 4] = X(4)eB I(R)
Figura 31. Concepto™de Variable Aleatoria

Lo primero que podemos ver es que una variable aleatoria no es una variable sino una funcién; y no
es aleatoria sino deterministica: a cada we£2'le corresponde uno y so6lo un valor real, X( @). El nombre
(aparentemente inapropiado) de variable aleatoria se debe a razones historicas, pero se convierte en
un buen truco mnemotécnico: una‘yariable aleatoria no es una variable sino una funcién y no es
aleatoria sino deterministica.

Considere el ejemplo 4 en el'que observamos la ocupacion de un canal de comunicaciones. El espacio
de probabilidad del experimento estd dado por el espacio muestral (2={/ibre, ocupado}, el campo-c
de eventos F={0 }*={ @, {libre}, {ocupado}, €2}, y la medida de probabilidad P:F—R dada por
P(®)=0, P({libre}) = 1-p, P({ocupado}) = p y P(£2)=1. Sobre este espacio de probabilidad ({2 F, P)
podemos( definir una funciéon deterministica X: (2—>R dada por los valores X(libre)=0 y
X(ocupado)=1. ;Es esta funcion una variable aleatoria? Claramente,

AX)= {we: X(w) <x} = @eF V x<0

A ={we: X(w) <x} = {libre} eF V 0<x<1

Ax)={we: X(w) <x} =0QcF Vxzl

Como A(x)= {we2: X(w) <x} eF V xeR, Xesuna variable aleatoria. Es mas, podemos graficar la
probabilidad de A(x) para cada xeR, pues P(A(x)) = P(®) = 0 si x>0, P(A(x)) = P({libre}) = 1-p si
0<x<1, y P(A(x))=P(£2)=1 si x>1. La Figura 32 muestra esta probabilidad P(4(x)) como funcién de x.
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CDF para la ocupacion de un canal

0.2 ! ! ! L !
-1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

Figura 32. P({weQ : X(w) < x}) en el ejemplo de la ocupacién de un canal con X5 Numero da
canales ocupados, cuando P({ocupado})=0.6

Claro, no cualquier funcion X: £2—R es una va. Por ejemplo, consideremos el espacio de probabilidad
(2= a1, a3, a3, as}, F= { @, {a1}, {aa}, {a1, az}, {a3, as}, {41, a3,'a4}, {ao, as, as}, Q}, P = {0, p, q,
ptq, 1-p-q, 1-q, 1-p, 1}). Este es un espacio de probabilidad bfen definido pues F es una clase de
subconjuntos de Q) cerrado para el complemento y para la ¥ién, y P es una medida de probabilidad
de F en R que satisface los tres axiomas. Definamos lalfuncion X(a;) = i, i=1,2,3,4. (Es X una va?
iEsta vez no! En efecto, para x<I, A(x) = @F con.P(4(x)) = 0; para 1=<x<2, A(x) = {a1} €F con
P(A(x)) = p; para 2<x<3, A(x) = {ai1, a2} €F con P(4A(x)) = pt+q; para x>4, A(x) = 2€F con P(4(x)) =
1; pero para 3<x<4, A(x) = {ai, a2, az} ¢F... Y la definicion de va exige que A(x) debe ser medible
para todo xeR. Pero es fécil verificar que, por ejemplo, Y(a;) = [i/2] si es una variable aleatoria en
este espacio de probabilidad (rz—| es el techo de z, esto es, el minimo entero mayor o igual a z).
Efectivamente, Y(a1) = Y(a2) = 1, Y(a3) = Y(as) = 2, de manera que para y<1, P(4(y)) = P(®) = 0; para
1<y<2, P(A(y)) = P({a1, a2}) = p*q; y para 2<y, P(A(y)) = P(QQ) = 1.

En general, si |€2 es finita’0 contable y F = {0,1}%, cualquier funcién de £2en R es una va. Pero si
|€2 es infinita incontable, podemos convertir cualquier funcion X: £2—R en una va si construimos un
espacio de probabilidad para ella con el minimo campo-o que contiene los eventos 4(x) = {we2:
X(w) <x}, V¥€R, y asignamos alguna medida de probabilidad a dichos eventos. De esta manera nos

aseguramos que la imagen de los eventos en el espacio de probabilidad sean conjuntos de Borel en
R.

Observe que en muchos casos el espacio muestral mismo esta contenido en (o es igual a) el conjunto
de los numeros reales, de manera que X(w)=w es una va perfectamente valida, como lo podria ser
cualquier otra funcion de R en R. Este es el caso de los ejemplos 2, 5, 6,7, 10, 11, 12, 13y 14 de la
definicion 5. En el caso del ejemplo 4, como acabamos de ver, la funcién bivaluada X(/ibre)=0,
X(ocupado)=1 es una variable aleatoria. En el experimento 9, ver si un bit se recibe con error o no, la
va dada por X(si)=1, X(no)=0, tiene un comportamiento muy parecido al caso del ejemplo 4.
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En el caso del ejemplo 8 (verificar el estado de ocupacion de cada canal de una trama E1) podriamos
definir una va en ese experimento asociando cada uno de los elementos del espacio muestral con el
numero binario de 32 bits conformado de la siguiente manera: asignamos un cero a cada canal libre

y un uno a cada canal ocupado y decimos que cada digito representa la potencia de dos asociada con
31

la posicién del canal en la trama, X (w)=_2'1(eli-ésimo canal en w estd ocupado)**. Siendo asi,
i=0

el rango de la va sera el conjunto de los nimeros enteros desde 0 hasta 232-1 = 4.294°967.295. Entre
muchas otras variables aleatorias que podriamos imaginar en este mismo experimento se (puede
mencionar el ancho de banda libre en la trama, que es un multiplo de 64, kbps:

31
Y(w)= 640002 l(el i- ésimo canal en w estd Zibre) .

30. Funcion de Distribucion de Probabilidad Acumulatiys, CDF

Sea (€2 F, P) un espacio de probabilidad sobre el cual se define una variable aleatoria
X: 2R La Funcion acumulativa de distribucion de probabilidad de X es la funcion Fx
R =R definida como Fx(x) = P({weQ: X(w) < x}), VxeR. Le diremos la CDF por la
sigla en inglés de Cumulative Distribution Function.

Obsérvese de donde surge la importancia de que los-evéntos A(x) = {we 2 : X(w) < x} sean medibles
en el espacio de probabilidad en que se define la funcidén (va) X: Si no fuera asi no se podria definir
la CDF de X (al menos no con dominio en todosstos reales).

No hay manera de destacar suficientemente la importancia de esta funcion en lo que resta de nuestro
estudio en este libro. Para empezat,‘obsérvese que, mientras P(-) es una medida de conjuntos (una
funcién de F en R) y X(+) es unafimcion de 2en R, Fix(+) es, por primera vez en este libro, un funcion
de los reales en los reales. Con teoria de conjuntos fueron pocas las herramientas que pudimos guardar
en nuestra caja de herramichtas: tres axiomas, algunas propiedades derivadas de ellos, probabilidad
total y regla de Bayes~Pero ahora, con funciones de R en R, podemos echar mano del andlisis real
para atiborrar nuestta) caja de herramientas.

En el ejemplo)14, el tiempo entre llegadas puede tomar cualquier valor no negativo y menor que
infinito, de-manera que una posible CDF (de hecho, una CDF tipica en estos casos) es la que se
muestra en la Figura 33, donde x estd medida en ms.

20 Recordemos que 1(s) es la funcion indicadora de la sentencia s, igual a 1 si la sentencia s es cierta e igual a
0 si la sentencia s es falsa, como se dijo en la definicion 8.
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Figura 33. CDF para el tiempo entre llegadas de paquetes congecutivos
31. Propiedades de la CDF

Sea (£2 F, P) un espacio de probabilidad sobre el cual se‘define una variable aleatoria
X: 2R con CDF Fx(-). Entonces,

(a) La CDF es no-negativa: Fx(x)>0 V xeR

(b) La CDF es no-decreciente: si x1 < x> efitonces Fx(x1) < Fx(x2)

(¢) La CDF es acotada: Fx(-0) =0, Fx(0)=1.

(d) La CDF es continua por la derecha.” Fx(x") = Fx(x).

En efecto, como la CDF Fx(x) es unaahiedida de probabilidad de un evento indicado por el numero
real x, las propiedades anteriores sovlas formas que toman algunas propiedades de la medida de
probabilidad. Para cada niimero real x definamos A(x) como el evento {we2: X(w) < x}, medible en
el espacio de probabilidad (£2,"F, P).

(a) El segundo axioma deVa definicion 14 exige que P(A(x)) > 0, de donde surge la no-negatividad
de Fx(x).

(b) Six; <xz, AQe)= A(x1)V{we 2 : xi<X(w)< x>}, de manera que A(x1) < A(x2) y, de acuerdo con
el quinto résultado de la definicion 17, P(A(x1)) < P(4(x2)), por lo que Fx(x) debe ser no-
decreciente.

(c¢) Como A(-0) = @, el segundo resultado de la definicion 17 exige que Fx(-0) =0. Y como A(w) =
€2, ¢l primer axioma de las probabilidades exige que Fx(c0) = 1. Dado que Fx(x) es no decreciente,
¢stos resultados implican que Fx(x) esta acotada en el rango [0, 1].

(d) Para cualquier neN, A(x+1/n) = A(x)V{we 2 : x<X(w)< x+1/n}=A(x)UB,(x), donde definimos
Bu(x) como {weQ: x<X(w)< x+1/n}. Como A(x) y B.(x) son mutuamente excluyentes, aplica el
tercer axioma de la definicion 14, P(4A(x+1/n)) = P(A(x)) + P(B.(x)), de donde P(B.(x)) =
Fx(x+1/n) — Fx(x). A medida que 7 tiende a infinito, la cota superior en el intervalo que define a
B,(x) tiende a x, pero x esta por fuera del intervalo por la cota inferior, que es abierta en x, por lo
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que B,(x) tiende a @. Formalmente, limB (x)= ﬂ { we:x<X(w)<x+ %} =@, de
n—»0 k=1

manera que lim P (Bn (x)) =P(®)=0. En consecuencia, limF, (x+1)=F,(x), que es la

definicion de continuidad por la derecha, Fx(x") = Fx(x).

Obsérvese que las funciones de la Figura 32 y la Figura 33 satisfacen las cuatro propiedades
anteriores. Veamos otros dos ejemplos sencillos en los que definimos un espacio de probabilidad (£2,
F, P) y una funcién deterministica X: £2—R, de manera que podemos deducir su CDF, Fx(x)s a-partir
de la medida de probabilidad P, y verificar las propiedades anteriores.

Primero consideremos el estado de ocupacion de dos enlaces, donde cada ung*esta ocupado con
probabilidad p independientemente del otro. El espacio muestral de este experithento aleatorio es
Q= {(libre,libre),(libre,ocupado),(ocupado,libre),(ocupadoecupado)}

Y la probabilidad de cada subconjunto unitario se puede calcular facilmente por la suposicion de
independencia:

P({(LD}) = (1p)’, P({(Lo)}) =P({(0.D}) = p(1-p), P({(0,0)})=p’
Con esta asignacion de probabilidad podemos considerar todos los subconjuntos de (2 en nuestro
campo-G de eventos y calcular facilmente sus probabilidades sumando las probabilidades de sus
respectivos subconjuntos unitarios, pues son mutuamenteexcluyentes:

&hH Loy (o)) (0,0) AcQ P(4)
0o 0 0 0 D 0
o 0 0 1 {(0,0)} P’
o 0 1 0 {(o.])} p(1-p)
0 0 A 1 {(a.D),(0,0)} p(lp)tp*=p
0 &% 0 0 {(Lo)} p(1-p)
01 0 1 {(L.0),(0,0)}, p(l-p)yp*=p
0o 1 1 0 {(Lo),(0.D)} 2p(1-p)
0 1 1 1 {(1.0),(0.0),(0,0)} 2p(1-pytp* = 1(1-p)*
10 0 0 (L} (1-p)°
10 0 1 {(L]),(0,0)} pH(1p)’=1-2p(1-p)
10 1 0 {(LDy(0.D)} p(Ip)+(1-py=1p
o 1 L {00}  p(l-p)yp*+(1-p)*=1-p(1l-p)
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1 0 0 {LD.(Lo)} p(lp)+(l-py=1-p
1 0 1 {LD(Lo)(0.0)}  p(l-pytp*+(1-p)* = 1-p(1-p)
1 1 0 {(LD.(L0),(0.D)} 2p(1-p)y+(1-py* = 1p*
1 1 1 1 0 1

Teniendo completamente especificado nuestro espacio de probabilidad (€2 F, P), podemos definir la
funcién deterministica X:(2—>R que asigna a cada elemento del espacio muestral el nimero de catales
ocupados:
X((LD)=0, X((Lo)=X((o.))=1, X((0,0)=2

Entonces podemos definir los eventos A(x) = {we: X(w) < x} VxeR y‘(Sus respectivas
probabilidades, las cuales corresponden a la CDF, Fx(:)

) x<0 0 x<0

2
{(,0)} 0<x<l Lo P () = P(A()) ~ (1—p2 0<x<l

{(,D),(1,0),(0,1)} 1<x<2 I-p° 1<x<2

Q 2<x 1 2<x
Como muestra la Figura 34, esta funcion satisface las cuatropropiedades de una CDF: no-negativa,
no-decreciente, acotada y continua por la derecha.

A(x) =

F(x)
B At ————
T !
(pp |0
0 1 2

Figura 34. CDKdel numero de enlaces ocupados entre dos enlaces cuando cada uno se encuentra
ocupado con probabilidad p, independientemente del otro

En el segundo ejemplo escogeremos un punto al azar del cuadrado unitario,

2={(a,b)eR?: ac[0,1], b€[0,1]}
Por/supuesto, en este experimento no podemos escoger el conjunto potencia de {2 como dominio de
la probabilidad, pues seria un dominio demasiado grande. Por eso escogemos como campo-c de
eventos el campo de Borel de R?, restringido al cuadrado unitario (ver la definicion 55 y la nota de
pie de pagina de la definicion 21). En ese espacio muestral y con ese campo de eventos, una medida
de probabilidad adecuada para cada subconjunto medible es su area, como muestra la Figura 35.
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/P[.Q]=l /—P[A]:ﬂ/4 /—P[B]=1/2
s { 1 /,\ 1
0 00\ /1 0 0

P[C]=0
N

Figura 35. Probabilidad de algunos conjuntos de Borel en el cuadrado unitario de R?

Ahora que tenemos la especificacion completa del espacio de probabilidad (€2 F, P), podemos definir
una funcién deterministica X:£2—>R. En este caso, escogemos la siguiente funcion: X(g,b)=min(a,b).
(Cuales son los conjuntos A(x) = {we2: X(w) < x} VxeR, y cuales son sus’ probabilidades? La
Figura 36(a) muestra estos conjuntos: todos los puntos (a,b) del cuadradoyunitario tales que
min(a,b)<x. Su probabilidad se puede expresar como la suma de las areas de dos subconjuntos
mutuamente excluyentes: Uno de area x y otro de area x(1-x) para\un area total de  x(2-x).
Evidentemente, si x<0, A(x)=@ y, si x>1, A(x)=(2. Por consiguiente, la funcién de distribucion
acumulativa de esta variable aleatoria es

0 x <0
Fy(x)=4x(2-x) 0&x<l1
1 x21

Como se muestra en la Figura 36(b).

/—P[A (xX)]=x(2-x)
1

Figura 36. A(x)={(a,b)eQ : min(a,b) < x}, Fx(x)=P[A(x)] = x(2-x)

Nuevamente, esta funcion satisface las cuatro propiedades de una CDF: es no-negativa, no-
decfeegiente, acotada y continua por la derecha.

Una de las razones por las que la CDF es un concepto tan fundamentalmente importante es que
cualquier funcion de R en R que satisfaga las anteriores cuatro propiedades es una CDF valida en el
espacio de probabilidad (R, B(R), Fx()). Esto es, no es estrictamente necesario considerar un espacio
de probabilidad sobre el cual podamos definir una va para la cual construiriamos la respectiva CDF
de acuerdo con las probabilidades de los eventos medibles en el espacio original, como hicimos en
los dos ejemplos anteriores. Podemos tomar el camino inverso: Considerar una CDF y definir con
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ella una va apropiada en el espacio (R, B(R), Fx(+)). Siendo asi, para especificar completamente una
variable aleatoria basta con describir su CDF: Decir qué valores toma y como se distribuye la
probabilidad sobre esos valores. jNo hace falta definir ningun otro espacio de probabilidad
subyacente!

Por ejemplo, considere la funcion g(x) = (1 — e*)u(x), donde u(x) es el escaldon unitario que vale 1 si
x>0 y vale 0 en otro caso, y A es un ntimero real positivo. Esta es una funcién no-negativa, no-
decreciente, acotada y continua. Por lo tanto, podemos suponer la existencia de una va X qu¢ toma
valores en los reales no negativos y asignarle la CDF Fx(x) = g(x), con lo que construirfamos un
espacio de probabilidad formalmente definido. Si establecemos la hipdtesis de que dicho espacio
modela el tiempo de vida util de los componentes de una red, por ejemplo, podriatos construir y
evaluar asi un modelo probabilistico de confiabilidad. A las variables aleatorias-con'Fy(x) =1 — e,

x>0, 2>0, se les conoce como variables aleatorias exponenciales, como se descCribe en la definicion
44,

Como de ahora en adelante vamos a trabajar casi exclusivamente Con-variables aleatorias, vamos a
despreocuparnos desde ahora por la definicion explicita de un“~espacio de probabilidad, pues
tacitamente dejaremos que dicho espacio sea (R, B(R), Fx(-))»Tanto es asi, que de ahora en adelante
nos tomaremos muchas libertades en la notacion. Por gjémplo, en vez de hablar de P({we(2:
X(w)eB}), donde B es un conjunto de Borel, diremos“sdlaimente P(Xe B). Por supuesto, formalmente
este es un error gramatical que podria confundirsé”con un garrafal error conceptual porque las
probabilidades no se asignan a sentencias logicas sino a subconjuntos medibles de (2. Pero como ya
no necesitamos hacer referencia a un espacio muestral subyacente, es simplemente nuestra
convencion para referirnos a la probabilidlad del evento medible B en el espacio muestral R?*'. Es
importante insistir en lo que deciamogen el primer capitulo: Si no tenemos perfectamente definido
un espacio de probabilidad para nuestro modelo, no sabremos donde estamos parados. Sélo estamos
diciendo que, mientras nuestro» modelo probabilistico se base en una variable aleatoria, el
correspondiente espacio de probabilidad puede dejarse implicitamente definido. Por esta razon, otra
libertad en la notacion setd)la de cambiar la frase “Sea (€2 F, P) un espacio de probabilidad sobre el
cual se define una vg'X: (2R con CDF Fx(x)” por la frase “Sea Fx(x) la CDF de alguna va X’ (a
menos, claro, que hecesitamos referirnos explicitamente al espacio de probabilidad subyacente).

32. Prigbabilidad de Algunos Subconjuntos de R

Sea Fx(-) la CDF de alguna va X. Por simplicidad, denotemos P(XeB) como P(B) para
cualquier BeB(R). Entonces

(a) P((-0,a]) = Fx(a) VaeR

(b) P((a,0)) =1-Fx(a) VaeR

(c) P((a,b]) = Fx(b) — Fx(a) Va,beR, a<b

(d) P([a]) = Fa") — Fx(a) Va eR

2! Ahora un evento medible es, simplemente, un conjunto de Borel en los reales, Be 7 (R).
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(¢) P((<0,a)) = Fx(a) - P(la]) = F(@) YacR

) P([a, ©)) =1-Fx(a)+P(a])=1- Fx(a) VaeR

(g) P((a,b)) = Fx(b) — Fx(a) — P([b]) = Fx(b") — Fx(a) Va,beR, a<b

(h) P([a,b]) = Fx(b) — Fx(a) + P([a]) = Fx(b) — Fx(a)) Va,beR, a<b

(1) P([a.b)) = (Fx(b) — P([b]) — (Fxa) — P([a])) = Fx(b') — Fx(a) Va,beR, a<b

Como de costumbre, estas propiedades surgen de los tres axiomas de la probabilidad, como
mostraremos a continuacion:

(a) Esta es la definicion 30

(b) Este es el resultado 1 de la definicion 17, aplicado a (a)

(c) (-00,b] = (a,b]\U(-»,a] son dos eventos disyuntos, por lo que aplica el tercer axioma: Fx(b)
=P((a,b]) + Fx(a). Restando Fx(a) a ambos lados se obtiene el resultado.

(d) De acuerdo con el resultado anterior, P((a-1/n,a]) = Fx(a) — Fx(a — 1/u)\para todo entero n
mayor o igual a 1. En el limite cuando # tiende a infinito, el evento (a-1/n,a] tiende a

lim(a—%,a]:ﬂil(a—%,a]:[a], mientras que Fx(a-4/n) tiende a Fx(a’). Por la

propiedad (d) de la definicion 31, Fx(a)=Fx(a®). Poniendo los tres resultados juntos
obtenemos P([a]) = Fx(a") — Fxa) Va € R.

(e) (-o0,a] = (-o,a)U[a] son dos subconjuntos mutuamente excluyentes, por lo que aplica el
segundo axioma de la definicion 14: Fx(a)= P([a])*+P((-0,a)). Restando P([a]) a ambos
lados obtenemos el resultado.

(f) [a, ©)=(-0,a)", donde el superindice C s refiere al complemento respecto al conjunto de
los reales. Aplicando el primer resultado de la definicion 17 al resultado (e) anterior, P([q,
o)) =1 - Fx(a) + P([a]) VaeR.

(g) Como (a,b] = (a,b)U[b], Fx(b)\>Fx(a) =P((a,b)) + P([b]). Restando P([b]) a ambos lados
se obtiene el resultado.

(h) Como [a,b] = (a,b]]alsP([a,b]) = Fx(b) — Fx(a) + P([a]).

(i) Como [a,b] = [a,b)S[b], podemos aplicar el tercer axioma y el resultado (h) anterior,
P([a,b]) = Fx(b)~Fx(a) + P([a]) = P([a,b)] + P([b]). Restando P([h]) obtenemos P([a,b))
= (Fx(b) — P((b]) — (Fx(a) — P([a]))

88

Cada uno(de estos resultados tiene interpretaciones importantes. En particular, consideremos el punto
(d): Si™un punto individual xo de R tiene una probabilidad diferente de cero, la CDF de la
correspondiente va debe tener una discontinuidad en ese punto, de manera que Fx(xo) = Fx(xo) +

P([%0]). Por otro lado, si la CDF de una variable aleatoria X es una funcion continua, la probabilidad
de cada punto individual es cero, pues la continuidad significa que Fx(x") = Fx(x") para todo x. Este

efecto lo podemos ver con claridad en la Figura 37, donde graficamos una CDF con dos puntos de

discontinuidad y seleccionamos cuatro subconjuntos en el eje horizontal para los cuales graficamos

sus respectivas probabilidades en el eje vertical.
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Fx)

P((x, x5])

P((x,, x,]) @'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'___'_ """" -

P(x,])

L e :

[xl] (xz x3] (x4 xs]

[xo
Figura 37. Probabilidad de algunos intervalos

Claramente, xo es un punto en el que Fx(-) es continua y, por lo tanto, como subconjunto unitario de
R, tiene una probabilidad igual a cero. A diferencia de xo, x; €5 un punto de discontinuidad, donde la
discontinuidad corresponde a un salto de longitud P([xi])?el evento unitario [x;] puede suceder con
probabilidad mayor que cero. Obsérvese que xo también puede suceder, a pesar de que su probabilidad
es cero! De hecho, todos los valores en el rango mastrado en la figura pueden suceder, aunque s6lo
dos de ellos con probabilidad diferente de cero. De muchas maneras, nuestra vida esta construida a
partir de eventos que, aunque tenian probabilidad cero, ocurrieron para hacer de nosotros lo que
somos hoy: casi todo lo que ocurre a nuestro alrededor ocurre a pesar de tener probabilidad cero. Se
diria que cada uno de nosotros es un-nilagro! Este es un aspecto importante por considerar con las
regiones en que la CDF de una va €S,continua. Consideremos, por ejemplo, el intervalo (x», x3]: Cada
punto individual de ese intervalo’tiene probabilidad cero, aunque la probabilidad de que la va tome
algtin valor dentro de ese intervalo es P((x2, x3]) = Fix(x3)-Fx(x2) > 0. De acuerdo con la figura, esta
probabilidad es pequeiialcomparada con la probabilidad de que la va tome un valor en el intervalo
(x4, x5], el cual contiene’un punto de discontinuidad (Ilamémosle x,), de manera que P((xs, x5]) = P((xs,
X)) + P((xa, x5])HP([x.]). Todos los demas puntos del intervalo tienen probabilidad cero aunque, en
conjunto, tienefi,ina probabilidad mayor que la de [x,] (ver definicion 27).

Como~acabamos de ver, en general, una CDF puede tener puntos de discontinuidad, regiones
monétonamente crecientes y regiones donde toma un valor constante. Sin embargo, a veces resulta
conveniente describir estas CDF generales como la combinacion convexa de dos CDFs, una continua
en todo el rango R y otra que es constante en intervalos delimitados por un niimero contable de
discontinuidades. Por ejemplo, si F(x) toma una forma semejante a la de la Figura 33 y F>(x) toma
una forma semejante a la de la Figura 32, la combinacidon convexa Fx(x) = aFi(x) + (1-@)F2(x), 0 <
a < 1, tomaria una forma semejante a la de la Figura 37. El hecho de que pueda haber puntos de
discontinuidad con probabilidad mayor que cero y puntos de continuidad con probabilidad igual a
cero motiva la definicion de variables aleatorias continuas y discretas aunque, estrictamente, no es
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una definicién necesaria. Se dice que X es una variable aleatoria continua si Fx(x) es una funcion
continua para todo xeR. Se dice que X es una variable aleatoria discreta si la imagen de Q es un
subconjunto contable de R, en cuyo caso la CDF toma la forma de una suma acumulada de escalones,

F,.(x)= zk p,u(x—x,), donde u(x) es el escalon unitario que vale 0 si x<0 y vale 1 si x>0, de
manera que pr = Fx(x") — Fx(x") = P[X=x]. En otro caso, se dice que X es una variable aleatoria

hibrida o mixta (Figura 38).

CDF continua, F,(x) CDF discreta, F,(x) CDF hibrida, (F,(x)+ F,(x))/2

Figura 38. Funciones de distribucion acumulativa continua, discreta e hibtrida

Volvamos a los primeros seis ejemplos de la definicion 6;

1. Lanzar una moneda y ver qué lado queda hacia arriba. El espacio de probabilidad de este
experimento es (2= {cara, sello}, F = {0,1}2, P({cara})=P({sello})=0.5}), de donde podemos
definir la variable aleatoria discreta X dada por X(cara)=0 y X(sello)=1, cuya CDF se grafica en
la Figura 39(a).

2. Lanzar un dado y contar los punto$en la cara que queda hacia arriba: 2= {1,2,3,4,5,6}. En este
caso X(w)=w es una variableyaleatoria discreta en el que cada posible valor ocurre con
probabilidad 1/6, como se muestra en la Figura 39(b).

3. Escoger una carta de la‘baraja de naipes: El espacio muestral de este experimento es 2= {(f;n) :
fe{picas, tréboles,corazones, diamantes}, ne{l1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10, J, O, K}}. Sea Y una
va que asigna a.cada palo un numero entero asi: Y(picas) = 0, Y(tréboles)=1, Y(corazones)=2,
Y(diamantes)=3" Esta es una variable aleatoria discreta en la que cada posible valor ocurre con
probabilidad 4. Sea Z otra va que asigna a cada figura un nimero entero asi: Z(n) = n-1 sine{l,
2,3,4,5,6,7,8,9, 10}, Z(J)=10, Z(Q)=11 y Z(K)=12. Esta es otra variable aleatoria discreta en
la(que cada posible valor ocurre con probabilidad 1/13. La variable aleatoria X(f;n) = 13Y(f) +
Z(n) toma valores en el rango de niameros enteros [0, 51], donde 0 le corresponde al as de picas
y 51 le corresponde al rey de diamantes. Cada posible valor en el rango de X ocurre con
probabilidad 1/52, de manera que X es una variable aleatoria discreta cuya CDF es como se
muestra en la Figura 39(c).

4. Medir la fraccion de paquetes perdidos durante una hora en unared IP: 2= {weR:0< w< 13},
Nuevamente, X(w)=m es una va adecuada para la cual quisiéramos que el valor X=0 ocurriera con
una probabilidad significativa. Por consiguiente se trata de una va mixta cuya CDF tiene un punto
de discontinuidad en el origen, como muestra la Figura 39(d). La forma particular de esta CDF
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puede ser diferente, dependiendo de las condiciones particulares de la red. En el caso que se
muestra, se trata de la fraccion de pérdidas en un simple enrutador que conecta una pequefia red
local con Internet. La probabilidad de que no hayan pérdidas durante una hora es 0.8 y la
probabilidad de que se pierdan menos de un cuarto de los paquetes es, para efectos practicos, uno.

5. Medir el retardo experimentado por un paquete de datos mientras transita por una red IP. Como
el espacio es 2=R"= { xeR : x > 0}, una va perfectamente valida es X(w)=w. El quinto capitulo
desarrollaremos varios modelos probabilisticos para este experimento, uno de los cuales conduce
ala CDF mostrada en la Figura 39(e). Se trata de una variable continua cuya distribucién muestra
que el 50% de los paquetes tardan menos de 100 ms y el otro 50% tarda entre 100 y 200, ms.

6. Verificar el estado de ocupacion de un canal de comunicaciones: 2= {/ibre, ocupadoe} » Aqui, la
variable definida en el ejemplo 1 resulta valida. La Figura 39(f) muestra la €DF cuando la
probabilidad de ocupacion es 0.8.

(a) (b)
1 e 1 e
*—oO
*—©
x X
%05 o %05 o
[T w Ps o
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o——o ob——»o
-0.5 0 0.5 1 1.5 0 2 4 6 8
®) ()
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o—o
-20 0 20 40 60 -1 0 1 2
®) ®
1 1 |
%.0.5 %05
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0 o—o
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Figura 39. Funcion de Distribucion Acumulativa (CDF) de las variables aleatorias mencionadas en
los primeros seis ejemplos de la definicion 6
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33. Funcion de Densidad de Probabilidad, pdf, y Funcion de Distribucion
de Probabilidad, pmf

Sea Fx(-) la CDF de alguna va X. La funcion de densidad de probabilidad de X (pdf por
"probability density function"), fx(x), se define como la derivada de Fx(x), esto es,

F 0 =L, (x), VxR
dx

Si X toma solo un conjunto contable de posibles valores {x, x2, x3,...}, la CDF tomg/la

Sforma de una suma acumulada de escalones, F, (x) = Zk pu(x—x,), donde u(x).es

el escalon unitario que vale 0 si x<0 y vale 1 si x>0 y pr = P[X=xi] es la funcion de
distribucion de probabilidad de X, (pmf por "probability mass function")..En este caso

la pdftoma la forma f, (x)= z p,0(x—x,), donde pr="P(X=xy),x'dx) es el impulso

=1
de Dirac

Después de haber pasado por la situacién extrafia para un ingeniero de tener que manipular una
funcion que va de una clase de subconjuntos a los reales, B:F—>R, logramos una forma menos rara
de funcion que va del conjunto muestral a los reales, X:Q-5R. Estas funciones eran raras porque a X
habria que evaluarla sobre el color de una bola de.billar o sobre la figura de una carta de naipes,
mientras que a P habria que evaluarla sobre subconjuntos de objetos como esos. Con la CDF tenemos
por primera vez en este libro una funcion qugva de R en R y, por supuesto, no podia pasar mucho
tiempo antes de que un ingeniero sintiera-a necesidad de derivarla (para tranquilidad de nuestros
lectores, pronto hallaremos oportunidad hasta de aplicar transformadas de Fourier ©).

Por ejemplo, la pdf de una variable aleatoria exponencial, como la definida en el ejemplo de la
definicion 31, es f,(x) = iFX(x) = i(l—e_’b‘) =le ™, x>0.

ax dx
Recordemos que para-dgs puntos xR en los que la CDF Fx(x) es continua, la probabilidad P(X=x)
era cero. Sin embatgo, sabemos por la definicion 32(c) que la probabilidad de que X caiga en un
pequefio intervdle (x, x+Ax] es P(x < X < x+Ax) = Fx(x+Ax) — Fx(x). Asi pues, la pdf se puede
considerarcomo el limite de P(x < X <x+Ax) / Ax cuando Ax tiende a cero, lo cual justifica su nombre
como densidad de probabilidad:

fx(x)Ax = P(x < X < x+Ax)

Esto'es, si bien la va X toma el valor x con probabilidad cero, fx(x)Ax nos dice cudl es la probabilidad
de un intervalo muy pequefio cercano a x, que resulta un valor proporcional a la longitud del intervalo
(si Ax es suficientemente pequefio), con fx(x) como factor de proporcionalidad, segiin muestra la
Figura 40. Por esta razon, si Fx(x) es continua en x=xo, la probabilidad de que X tome el valor xo es
cero, aunque xo es un valor posible si fx(x) es mayor a cero en x=xo; sin embargo, si Fx(x) es constante
en un intervalo alrededor de xo, de manera que fx(x) es cero en x=xo, entonces xo no so6lo es improbable
sino que también es imposible.
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Jxdx)
1 Six)Ax = P(x, < X < x+Ax)
fir)| 7
— X
x, x,tAx

Figura 40. Interpretacion de la pdf

Es de anotar que la interpretacion anterior también tiene una aplicacion practica, pue$\Sugiere una
técnica de estimacion de la pdf de una variable aleatoria mediante el calculo de la frecuencia relativa
de intervalos pequefios en una larga secuencia de muestras de la variable aleatoria,”Al dividir cada
término de la frecuencia relativa por la longitud del intervalo correspondiente, tendremos un estimado
de la pdf.

La definicion de la pdf como la derivada de la CDF puede ser muy general en cuanto puede aplicarse
a cualquier tipo de variable aleatoria si aceptamos que la pdf puede tener discontinuidades (cuando la
CDF es continua pero no derivable) y singularidades (cuando,la CDF Fx(x) tiene discontinuidades).
En particular, si X es una va discreta (que toma sus valores.ew el conjunto contable {xi, x2, x3,...}), su
derivada sera cero en todo punto excepto en los de diseontinuidad, en los cuales la derivada se hace
singular. En consecuencia, la pdf de una variable al€ateria discreta es un tren de impulsos de Dirac??,

Fe0) = Y BEX = 5)8(r—x,)

en el que el area debajo de cada impulsg—corresponde a la respectiva funcion de distribucion de
probabilidad, o pmf, pr = P(X = xx) =4(xi")—Fx(xx). En este libro hablaremos en general de la pdf'y,
solo cuando sea estrictamente necesario o conveniente, particularizaremos para la pmf. Por ejemplo,
cuando verificabamos el estado,de’ocupacion de un canal de comunicaciones y definiamos X (/ibre)=0
y X(ocupado)=1, obteniames la CDF mostrada en la Figura 39(f) si la probabilidad del evento
{ocupado} fuese 0.8. Eyidentemente, se trata de una va discreta con la pmf mostrada en la Figura 41.

P(X=x)

X
0 1

Figura 41. pmf de la va generada por la ocupacion de un canal, cuya CDF aparece en la Figura 39(f)

22 Recordemos que el impulso de Dirac &) vale cero en cualquier valor xR, excepto en x=0, y que

j:5(x)dx:l.
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34. Propiedades de la pdf'y la pmf
Sea fx(+) la pdf de alguna va X. Entonces

(a) fx(x)>0 VxeR
) Fy(x)=|" fy(a)da

© [, fr(@)da=1

de manera que, para variables discretas, las anteriores propiedades se pueden réescribir en
términos de la pmf asi:

(@) pi>0
() Fy(x)= Y p,
k:xk <x
) D p =1
k

La primera propiedad se debe a que la CDF es no decreciente..La segunda propiedad es, simplemente,
el teorema fundamental del célculo. Y la tercera propi€dad, que surge de evaluar la segunda en el
punto x=co, es simplemente el primer axioma de la§probabilidades definido en 14(a). La propiedad
(a”) es el segundo axioma de las probabilidades, y las propiedades (b’) y (c’) surgen de (b) y (¢)
evaluando la integral
Lbe(x)dx = Lprké‘(x—xk)dx = Zpkfé'(x—xk)dx = Z D,
k k kia<x, <b

Obsérvese que, a la luz de las antetiores propiedades y la interpretacion sugerida por la Figura 40,
podemos evaluar varias probabilidades en términos de la pdf (o la pmf) asi:

(1) P(a< X <b)=f F, (x)dx Pla<X<h)= 3 p,
@) P(aSXSb)=Ijij(x)dx Plasx<b)= > p,
et
@ Pla<x<b)=] fi(x)dx Plasx<b)= Y p,
s
@) Pla<X<b)=] fy(x)dx Pla<x<b)= Y p,
s

donde las diferencias sutiles en los limites de la integral se refieren a la necesidad de incluir o excluir
posibles impulsos de Dirac. Por supuesto, si X es una va continua (esto es, si la CDF es continua), los
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cuatro intervalos contemplados en la columna izquierda tienen la misma probabilidad, pues en ese
caso la probabilidad de cada punto individual es cero.

Nuevamente, como de la pdf'(o la pmf) de una variable aleatoria se puede obtener la correspondiente
CDF, cualquier funcion g:R —R que satisfaga las propiedades anteriores es la pdf de alguna variable
aleatoria.

Como se nota en las expresiones anteriores, por brevedad basta con referirse solamente la pdf, pues
todo lo que digamos de ella se extiende inmediatamente a la pmf en el caso de variables discretas, a

b
través de la expresion '[ Sy (x)dx = Z P, - Mas aan, como la necesidad de distinguir entre las

k:a<x; <b

propiedades (a) y (2’), (b) y (b’), y (c) y (¢’) obedecen al uso de la integral’de.Riemann en las
expresiones de probabilidad basadas en la pdf, simplificaremos la terminologia y la notacion si
usamos la integral de Lebesgue (o, para este caso, su forma menos general.de,Riemann-Stieltjes) para
evitar referirnos separadamente a la pdf o a la pmf. En efecto, usandoNa integral de Lebesgue, la

probabilidad del evento XeA para algin conjunto de Borel 4 se expresa como L dF, (x) , tanto para
variables continuas como para variables discretas o mixtas, donde

J. Sy (x)dx> si X es continua
P(X ed)=[ dF()=1" s

ki ed

si X es discreta

Para los lectores poco familiarizados con la teerid de mediciones o con el analisis real, baste pensar

que el término P(X € A):IA dF, (x)~es, simplemente, una notacién sencilla para referirse

indistintamente a cualquiera de las dgs expresiones L fy(x)dx o z D, » segun corresponda. Por
kix;ed

supuesto, en muchas ocasiones Sera necesario hacer la distincion correspondiente, en cuyo caso

volveremos a la sumatoriazbasada en la pmf o a la integral de Riemann basada en la pdf, que

corresponden a la respectiva integral de Lebesgue en cada caso. Sin embargo, haremos una brevisima

mencion de esta notacion, pues es la mas comiin en la buena literatura técnica sobre redes de

comunicaciones.

35. Integrales de Riemann e integrales de Riemann-Stieltjes

Sea g:R—R una funcién acotada definida en el intervalo (a,b]. Subdividamos dicho intervalo
mediante algunos valores crecientes de x asi {x;} = {a =xo <x1 <x2<...<Xx,=b}. Para cada una de
estas subdivisiones del intervalo podemos definir las siguientes dos sumas:

S:Zn:Mi.(xi_xi—l) S=Z”:mi-(xi—xl;l)
=1 i=1

donde
M, = sup g(x) m, = inf g(x)

i i o
X <x<x; Xi SXSX;
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La integral superior de Riemann de g en [a,b] es el infimo de los S sobre todas las posibles
subdivisiones {x;}, mientras que la integral inferior de Riemann de g en [a,b] es el supremo de los s
sobre todas las posibles subdivisiones {x;}. La integral superior siempre serd mayor o igual a la
integral inferior pero, si las dos son iguales, el valor comun es la integral de Riemann de g en [a,b],
que se denota asi:
b n n
L g(x)dx = I{I}€‘Z|:(x, _x[—l) © Sup g(x)} = supZ[(x[ —)C[_l) C in_f g(x)}
=1 X <X Xif i=1 i XS

En la integral de Riemann-Stieltjes hacemos la misma particion del mismo intervalo, pero en vez/de
considerar la longitud del subintervalo (x; — xi.1), consideramos el incremento de una funcion
integradora (en nuestro caso, una funcion de distribuciéon acumulativa):

b . n n \

L g(x)dF (x) = 1{1;1€‘Z|:(F(xi) _F(xi—l)) * Sup g(x):| = S{U?Z[(F(xz) _F(XH)) rinf g(x):|
=] X <XSX; Xigoi=1 Xjm XL

La notacion que se usa para referirnos a la integral de Riemann o a la integral.de Riemann-Stieltjes
es bastante clara:

Jj g(x)dx

Integral de Riemann : El diferencial dx se refiere al limite de la longitud de
cada intevalo, Ax/=x;-x;.1—>dx

, Integral de Riemann-Stieltjes : El diferencial. dFx(x) se refiere al limite del

j g(x)dF,(x) | incremento de la funcion integradora queyen el caso de una CDF, corresponde
¢ a la probabilidad de cada intevalo, AFx()=Fx(x:)-Fx(xi1)—>dFx(x)

Notese que con la integral de Riemann-Stieltjes, el Concepto de integral supera la nocion geométrica
de "area bajo la curva", apropiado para la integral de Riemann. Ahora estamos considerando otra
medida de los intervalos diferente a su longitud. Por otro lado, si describimos el diferencial dFx(x)
mediante la pdf, dFx(x) = fx(x)dx, la integral Riemann-Stieltjes de g(x) con respecto a la funcion
integradora Fx(x) equivale a la integrallde’Riemann de la funcion g(x)fx(x).

Si consideramos que la longitud de un intervalo es una medida del intervalo y que la probabilidad de
que una variable aleatoria caiga en un intervalo es otra medida del intervalo, tanto la integral de
Riemann como la de Riemann-Stieltjes son integrales con respecto a una medida particular de
intervalos.

De todas maneras, el lector desinteresado puede simplemente considerar un asunto de notacion:

L g(x) fy (x)dx si X es continua
L g(x)dF(x) = > gx)p, si X es discreta
kix ed

aL g fi(dx+(1-a) Y g(x)p,  siX esmixta

kix ed

En el tercer caso, nos referimos a una variable aleatoria mixta

Fy (%) = abi(x)+(1-a)Fy(x)
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donde Fi(x) es la CDF de una variable aleatoria continua con pdffi(x), F>(x) es la CDF de una variable
aleatoria discreta con pmf pry 0 < a < 1 (Figura 38).

36. Valor Esperado de una Variable Aleatoria

Sea Fx(-) la CDF de alguna va X. El Valor esperado de X se define como

E[X]= IR xdF, (x). Al valor esperado también se le conoce como media, esperanza o

primer momento de X.

Supongamos que obtenemos N calificaciones parciales en un curso de procesos estoedsticos, {Xi, Xa,

., Xn}, cada una de ellas en el rango {0.0, 0.5, 1.0, 1.5, 2.0, 2.5, 3.0, 3.5, 4.0, 4.5, 5.0}. Como cada
calificacion parcial puede tener, de alguna manera, algin componente aleaterio, el profesor querria
tomar muchas muestras. Pero como, de todas maneras, al final del semestre el departamento le exige

s 1 .
un solo niimero, el profesor entrega el promedio, X =— E X, . Esto puede ser injusto, porque debe
i=1

haber circunstancias distintas entre alguien que obtiene tres errtodas las notas parciales y alguien que
obtiene cinco en el 60% de ellas y cero en el 40% restante, aunque ambos obtienen un mismo
promedio de 3.0. Sin embargo, como toca representar‘toda la secuencia {Xi, Xo, ..., Xy} mediante un

solo nimero, casi nadie duda que el promedio X es la mejor seleccion posible, especialmente si N
es un numero grande. Lo ideal seria presentar ‘la calificacion final” como un histograma con la
frecuencia relativa de cada posible valor de las calificaciones parciales, pero la administracion de
semejante proceso de calificacion seria mly costosa para el departamento.

(Como se relaciona ese numere ‘magico X , el promedio, con la distribucion de la va X?
Consideremos la suma que seusa para el promedio y recalculémosla usando la asociatividad de la
suma, asi
N
fzizx——ZN% >N
N i=1 k=1 N

donde x; es el k4simo posible valor de X (en este caso xx = (k-1)/2 para k=1,2,...11), y N es el nimero
de veces guetse obtuvo la calificacion x; entre las N calificaciones parciales. La maxima justicia de
esa calificacion final se obtendria cuando el nimero de calificaciones parciales tendiera a infinito, en
cuyd-caso, de acuerdo con la definicion 15,

lim X = Zxk(hmi] Zka(X X)) = Zxkpk__[ xdF, (x)

N—oow

Si X fuese una variable aleatoria continua de la que tomamos N muestras, bastaria con discretizar el
rango de posibles valores en M subintervalos de longitud Ax, de manera que

yziﬁx—_sz Sy N
N& , N

k=1
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donde N es el numero de muestras X; que caen en el k-ésimo intervalo y xx es algin punto dentro del
k-ésimo intervalo que satisface la igualdad de la suma (el cual existe por el teorema del valor medio).
Si hacemos que el nimero de muestras /N tienda a infinito, la relacion Ni/N tiende a la probabilidad
de que X caiga en el k-ésimo intervalo (segun nuestra pragmatica interpretacion frecuentista de la
definicidonl5) que, de acuerdo con la definicidon 33, equivale aproximadamente a fx(xx)Ax, si Ax es
suficientemente pequefio:

lim)_(:ix lim&zix fv(x)Ax

N—o ey KNS N = kS XAk
Ahora solo basta con considerar el limite en el que Ax tiende a cero (en cuyo caso M debe tender a
infinito) para que la aproximacion sea exacta:

lim lim X = [ xf, (x)dx = jR xdF, (x)
Ax—0

Asi pues, el valor esperado no es mas que una generalizacion del premedio numérico cuando

consideramos un numero infinito de muestras de la variable aleatoria<Mads aun, de acuerdo con el

ejemplo de las calificaciones, si el promedio es la estadistica mas sencilla que mejor resume la

secuencia total de calificaciones, el valor esperado es la estadisticasmas sencilla que mejor resume la

distribucion de una variable aleatoria.

Obsérvense también, en la interpretacion anterior, las fofmas particulares que toma la integral de
Lebesgue cuando se aplica a variables continuas y discretas separadamente, en cuyo caso utilizamos
explicitamente la pmf o la pdf en vez de un diferencial general de la CDF":

Zxkpk si X es discreta
E[X]= IRxdFX(x) =5 k
_ xfy(x)dx siX escontinua

Podemos derivar otra expresion‘muy util para £[X] cuando X=>0:

E[x]=| " XdF, (x) = j: dF, (x) jo du = j“”o jo dF, (x)du

0
La Figura 42 muestra cémo podemos realizar el cambio del orden de integracion:

Uu U

>
o>

R

i

-

e
—
—
—
. oy
B
A,

o0 X o0 o0
-|.x=0 -[u=0 -|.u=0 -|.x=u

Figura 42. Cambio del orden de integracién para E[X], X=>0

Entonces

B[ [ o= [ ], o= | 7>
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De donde podemos concluir que
Six0, E[X]=] (1-F,(x))dx
Que es la expresion util a la que nos referiamos.
Una segunda estadistica importante para resumir la distribucion de una va es la varianza pero, para

definirla, debemos conocer el valor esperado de una funcién de una variable aleatoria, lo cual requiere
tres definiciones previas.

37. Funcion de una Variable Aleatoria

Sea (2 F, P) un espacio de probabilidad sobre el cual se define unt variable
aleatoria X: 2-R. Sea g:R—R una funcion de los reales en los reales. Sea Y: (2—>R
una funcion del espacio muestral en los reales tal que a cada @€ le asigna la
cantidad real Y(w)=g(X(w)). Si VyeR, el evento B(y) definido como {weQ: Y(w) <

v} es un evento medible (esto es, si B(y) € F), entonces, Y e§ una nueva variable
aleatoria.

La relacion entre las funciones X(w) y Y(w)=g(X(w)) sevmuestran en la Figura 43. Bajo ambas
transformaciones, las imagenes inversas de cualquier ¢enjunto de Borel deben corresponder a eventos
medibles en F. Esto es, si BeB(R), entonces X'(BYeF y Y'!(B)eF. Como X esta definida en el
espacio de probabilidad (R, B(R), Fx(-)), cualquier funcion g(-) que transforme conjuntos de Borel
en conjuntos de Borel generard una variable aleatoria valida Y=g(X). Basta con verificar que la imagen
inversa de cualquier intervalo (-00,y], yeR;sea un conjunto de Borel, B,=g"'((-0,y])e B(R) porque,
siendo asi, Fy(y) = P[XeB,] y la variable aleatoria ¥ queda completamente definida®.

23 g es una funcion de los reales en los reales, g:R—R, de manera que el argumento de g debe ser un niimero
real. Sin embargo, podemos hablar de la imagen de un subconjunto AR bajo la transformacion g, B = g(4) =
{y=g(x) : xeA}CR, asi como de la imagen inversa de un conjunto BcR, 4 =g'(B)={x=g"'(y) : yeB}cR. Para
que Y=g(X) sea una variable aleatoria se necesita que Be B(R) < 4B(R).
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yg,eY(}l»o)=g(X(wo))

Figura 43. Concepto de Funcion de una Variable Aleatoria

Por ejemplo, si L es una variable aleatoria que representa la longitudyen bits de un paquete de datos
que se transmite por un enlace de capacidad C bps, el tiempo de transmision del paquete sera una
nueva variable aleatoria dada por 7= (L+h)/C, donde 4 es la [Gngitud total de los encabezados que se
le afiaden al paquete en capas inferiores de la pila de protdeolos. Definiendo g(/) = (/+4)/C, tenemos
que g''(¢) = Ct-h, de manera que g'((-0,¢]) = (-00,Ct-h]\y, €n consecuencia, g transforma conjuntos de
Borel en conjuntos de Borel: 7=g(L) es una variable aleatoria valida.

Asi como es dificil imaginar subconjuntos derlos reales que no sean conjuntos de Borel, es dificil
imaginar funciones g:R—R que no definan-tna nueva variable aleatoria. Por ejemplo, podria parecer
que g(x) = sin(1/x) no definiria una yariable aleatoria por su extrafio comportamiento cerca de x=0,
como muestra la Figura 44. PeroJda\verdad es que, para cualquier yo€R, el evento {we 2 : Y(®) < yo}
corresponde a una uniéon contable de conjuntos medibles definidos por X mediante intervalos,
Unez{@we 2 : 1/2nrt6) <X w) < 1/(2nzt+61)}, donde [ 61,6+] es el primer intervalo con € > 0 en el
que sin(a) < yo si ac[ 6,65].
1 Y (w) = sin(1/X(w)) es una variable aleatoria si X() es una variable aleatoria

sin(1/x)
o
|

10" 10° 10° 10" 10°

Figura 44. Y(w)=g(X(w)) es una variable aleatoria si g:R—R transforma conjuntos de Borel en
conjuntos de Borel
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Para otro ejemplo interesante, consideremos la secuencia "tienda de campana",

] 3x, x,<1/2
P T3(1-x) x, 21/2

y definamos la funcion g:[0,1]—>R asi: g(xo) = 1 si la secuencia {xo, x1, X2, ...} permanece siempre
dentro del intervalo unitario (x,€[0,1] VneN) y g(xo) = 0 en otro caso. Es facil ver que, si xo inicia en
el intervalo (1/3, 2/3), ya en el primer paso x; habra excedido el intervalo unitario, como muestra la
grafica de laizquierda de la Figura 45, de manera que g(xo)=0 paraxoe(1/3, 2/3). De la misma‘manera,
si xoe(1/9, 2/9)(7/9, 8/9), ya en el segundo paso x, habra excedido el intervalo ufiifario, como
muestra la grafica central de la Figura 45, de manera que g(xo)=0 para xoe(1/9, 2/99(7/9, 8/9). La
grafica de la derecha de la Figura 45 muestra lo que ocurre en el tercer pasod: En los intervalos
(1/27,2/27), (7/27,8/27), (19/27,20/27) y (25/27,26/27), g(x0)=0. Siguiendo .de‘esta manera, queda
claro que g(xo) vale uno en el conjunto de Cantor y vale cero fuera del cenjunto de Cantor, esto es,
2(x) es la funcion indicadora del conjunto de Cantor.... ;Es Y=g(X) una %a. si X esta uniformemente
distribuida en [0,1]?... En adelante supondremos que la expresion Y=g(X) siempre definird una nueva
variable aleatoria Y cuando X sea una variable aletoria.

0 TN 7 A A7

i : Y v

o

0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
0 %o X0

Figura45) Funcion tienda de campaiia g:[0,1]>R

38. pdf de una Fungjon de una Variable Aleatoria

Sea Fx(+) la CDE*de alguna va X y sea Y otra va definida mediante Y=g(X), donde g es una
funcion de losneales en los reales. Entonces la CDF de Y, F\(y), satisface

aF, () = Y dF (x)

doude {x1, xa, ..., Xn} son las raices de la ecuacion y=g(x).

Si X ex continua con pdf fx(-) y g es una funcion diferenciable en todo punto, la pdf de Y
estda dada por

donde g’(x) es la derivada de g(x). Si X es una va dlscreta, la pmf de Y esta dada por
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PY=y)= Y PX=x)

iry;=g(x;)

En efecto, considérese el ejemplo mostrado en la Figura 46 en la que, para el punto y seleccionado,
existen tres raices de la ecuacién y=g(x), pues g(xi)=g(x2)=g(x3)=y. Por el tercer axioma de la
definicion 14,

P(y<Y<y+d4y) = P(x1<X=<x1+4x1) + POt An<X<x) + P(x3<X<xs;+4x3)
donde todos los incrementos son positivos con la excepcion de Axz, que es menor que cero. A medida
que Ay se hace mas y mdas pequeia, obtenemos la expresion original de la defimicion,

dF,(y) = Z s dF, (x,) . SiXes discreta, esta suma se interpreta como P(Y=y) = P(X=x{) + P(X=x»)

+ P(X=x3). Ahora veamos la interpretacion de la suma si X es continua.

Si Ay es suficientemente pequeflo, dF,(y)= ZH ,dFy(x;) se puede réescribir de la siguiente

manera:

S Ay = filxi) Ay + fix2) | Axa| + fioig) Axs
donde la aproximacion se hace exacta a medida que Ay tiende a cero. En términos generales, si existen
n raices, tenemos

== fo<x>| g Zf/jzg

donde, en el limite cuando Ay tiende a cero, obtenemos exactitud en la 1gualdad:

x(x)
fY(y) A_’OZ|A | ;fX( )| ,( )|

Notese que si la ecuacion y=g(x) nq tiene raices, dF'(y)=0, como muestra la Figura 47(a). I[gualmente,

si las raices forman un continuoglaiva Y puede tener un componente discreto aunque X sea continua,
como muestra la Figura 47(b).

y=g(x)

] — — X

Xy Xp+Ax xptAv, X X3 Xytdx

Figura 46. Construccion para encontrar f{(y) cuando Y=g(X)
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Y=g(X) Y=g(X)
y _______
y _____________________________________
X ');'a )‘cb D
dF {(y)=0 P(Y=y)=] " dF, (%)

Figura 47. Casos en que y=g(x) no tiene raices (azul) y en que las raices\de y=g(x) forman un
continuo (rojo)
A manera de ejemplo, considérese la transmision de un archivo desde un servidor ftp a través de un
enlace de C bps. Si la longitud del archivo, L, tiene una pdf f.(!), ;cual sera la pdf f(¢) del tiempo de
transferencia, 77 Digamos que 7= L/C + t,, donde #, es el tiempo de establecimiento de la conexion
ftp. Si definimos g(/) = I/C + t, obtenemos que la tnica raiz,de =g(/) es [ = C (¢ — t). En este caso la
derivada de g(/) es constante, g’(/) = 1/C. Consecuentetnente, f(f) = C f.(C (t — to)).

Como un segundo ejemplo, considérese la eficiencia en la transmision de un paquete cuya longitud
es una variable aleatoria L con pdf fi(/), cuando se le afade un encabezado de 4 bits: £ = g(L) =
L/(L+h). La Unica raiz de e=g(l) es [ =\l e/(1-e) y la derivada de g(I) es g’(I) = h/(h+])*. En

h
consecuencia, f,(e)= 1oy Iu (h ) < J . La Figura 48 muestra las respectivas distribuciones de
—e —e

Ly E cuando /& =192 bits y L tiene una distribucion exponencial f7(/) = exp(-//1024)/1024.

x10°
1 35

~ ~
~X O
\\] \[Q
~ ~¥s
0.4
1
0.2
0.5
0 0
0 1000 2000 3000 4000 5000 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
I} e,
14 f

Figura 48. Funciones de densidad de probabilidad de la longitud de un paquete (a) y de la eficiencia
en la transmisidon cuando se afiaden 192 bits de encabezado (b)
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39. Valor Esperado de una Funcion de una Variable Aleatoria

Sea Fx(+) la CDF de alguna va X y sea Y otra va definida mediante Y=g(X), donde g es una
funcion de los reales en los reales. Entonces el valor esperado de Y esta dado por

E[Y]= | g(x)dF, (x)

En efecto, si por simplicidad suponemos que g(-) es una funciéon monotonamente crecientey de 1a
definicion 38 sabemos que dFx(x) = dF'v(g(x)), por lo que

J-jo g(x)fy(x)dx siX escontinha

E[Y]= IR ydFy(y) :.[Rg(x)dFX )= Y g(x)p,  siX esdigcreta

Para los valores de y en los que y=g(x) tenga varias raices, la expresion es la misma por asociatividad.

En el ejemplo de la transmision de un archivo desde un servidor ftp a través de un enlace de C bps
cuando la longitud del archivo, L, tiene una pdf fi(/), ;cual serdzel valor esperado del tiempo de
transferencia 7= L/C + t,? Acabamos de ver que f1(f) = C fi(C ¢t — %)), de donde podemos verificar

que E[T]:j:(to +1/C)f ,(Ddl =1,+E[L]/C.

40. Varianza de una Variable Aleatoria

Sea X una va con valor esperado E[X] Aa varianza de X, V[ X], se define como V[ X] = E[(X
— E[X]))?]. La desviacién estandar déX, oy, se define mediante la relacién V[X] = o¥.

Supongamos que mandamos médir a uno de nuestros técnicos mas brillantes una variable aleatoria
X. El técnico es brillante peroperezoso y tramposo, por lo que decide inventarse algiin nimero a y
decir que ése fue el valor qu&'midi6é. Como la equivocacion sera X-a, €l quisiera escoger @ de manera
que la diferencia X-a sea\lo mas cercana a cero posible. Para conseguir esto, el brillante técnico querria
minimizar (X-a)? pefo,icomo ésta es una funcion de una variable aleatoria, decide escoger el valor de
a que minimiza~BHX-a)?]. Por supuesto, la manera simple de encontrar el valor apropiado de @ es
observando la dérivada de E[(X-a)?] respecto a a:

4 el(r-ay]= 5[ 00 |- B2t ]=2f - 0

= 2ajIR dFX (x)— 2jR xdF, (x) =2(a—E[X])

Debido a la convexidad de la funciéon g(a)=E[(X-a)*], el unico valor extremo corresponde a un
minimo, asi que basta con igualar la anterior derivada a cero para obtener el valor de a que minimiza
el error cuadrado promedio (MSE —Mean Square Error—), a=E[X]. Asi pues, cuando remplazamos
una variable aleatoria por su valor esperado minimizamos el MSE, el cual es, precisamente, la
varianza de X, V[X] = E[(X — E[X])*]. Correspondientemente, la desviacion estandar oy es una medida
de qué tan dispersos estan los valores observados de X respecto a su valor medio, E[X].
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41. Propiedades del Valor Esperado y la Varianza de una Variable
Aleatoria

Sea X una variable aleatoria con valor esperado E[X] y varianza V[X] y ¢ una constante
entre los reales. Entonces,

(@) E[X+c] = E[X}e

(b) E[c X] = c E[X]

(c) V[X+c]=VX]

(d) Ve X] = VX]

(e) VIX] = E[X*] - E[X]

Estas propiedades son muy faciles de verificar:

(a) E[X +c]= jR (x+c)dF, (x) = IR xdF, (x)+c jR dF, (x) = E[X]+¢
(b) E[cX]= jR exdF, (x) =c jR xdF, (x) =cE[ X ]

(c) VIXtc] = E[(X*e) — (E[X]+c))’] = E[(X - E[X])*] = V1X]
(d) VeX] = E[(cX — cE[X])"] = E[¢*(X — E[X])*] = E[(X CE[X])’] = c*VX]
(e) VIX] = E[(X - E[X])’] = E[X* - 2XE[X] + E[X)’] = B[X*] - E[X]’

donde la demostracion de la propiedad (c) hace€ uso de la propiedad (a), la demostracion de la
propiedad (d) hace uso de la propiedad (b), y’la demostracion de la propiedad (e) hace uso de las
propiedades (a) y (b). Estas propiedades §e Uisaran con tanta cotidianidad que, finalmente, deberan ser
recordadas como conceptos fundamentales de las variables aleatorias.

42. Momentos de unasVariable Aleatoria

El n-ésimo momenito.de una variable aleatoria X es E[X"]. El n-ésimo momento central es

E[(X-E[X])"].

De acuerdo ¢on’ lo anterior, el valor esperado es el primer momento y la varianza es el segundo
momento‘central. El skewness es una cantidad muy qtil relacionada con el tercer momento central,
S[X}AE](X-E[X])*)/VIX]*?, que mide la simetria de la pdf de X alrededor de su valor medio (si S[X]=0,
la“pdf de X es simétrica alrededor de E[X]; si S[X]<O0, la pdf “se recuesta” hacia la izquierda; y si
S[X]>0, la pdf “se recuesta” hacia la derecha). El kurtosis es otra cantidad relacionada con el cuarto
momento central, K[X] = E[(X-E[X])*]/V[X]? — 3, que mide qué tan plana o puntuda es la pdf de X
(entre mas negativo es K[.X], la pdf de X tiende a ser mas plana; entre mas positivo, la pdftiende a ser
mas puntuda. La referencia K[X]=0 corresponde a la distribuciéon gaussiana, descrita en las
definiciones 44 y 45. La Figura 49 muestra las caracteristicas de una pdf, representadas por los cuatro
primeros momentos de X.
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>

Figura 49. Efecto de los cuatro primeros momentos en la pdf de una aa” En la parte superior
izquierda, £[X1] < E[Xz]. En la parte superior derecha, V[ Xi\/V[Xz]. En la parte inferior
izquierda, S[Xi1] < S[X2]=0 < S[Xz]. Y en la parte inferior derecha, K[X;] > K[X>] =0 >
K[X3]

43. Algunas Variables Aleatorias Discretas

(a) Una variable aleatoria de Bernoulli con parametro p€[0,1] toma dos posibles valores,
Xe{0,1}, con P[X=1]=1-P[X=0]=p. Suyalor esperado es p y su varianza es p(1-p).

(b) Una variable aleatoria geométrica con pardametro p€[0,1] toma valores enteros
positivos, Xe {1,2,3,...}, de manerd que P[X=k]=p"'(1-p). Su valor esperado es 1/(1-
p) v su varianza es p/(1-p)>.

(c) Una variable aleatoria binomial con parametros (n,p), donde n es un entero positivo y
p un real en el intervalo [0,1], toma valores enteros no negativos en el rango
{0,1,2,...,n}, de manera que P[X = k] = (Zj p (1= p)"™. Suvalor esperado es np y
su varianzaies > np(1-p).

(d) Una vgriable aleatoria de Poisson con parametro p>0 toma valores enteros no
k
negativos, X {0,1,2,...}, de manera que P[ X = k] = %e”’ . Tanto su valor esperado

como su varianza son iguales a p.

(e) Una variable aleatoria uniforme discreta con parametros (m,n), donde m y n son
enteros tales que m < n, toma valores en el rango de numeros enteros {m, m+1, m+2,...,
n-1, n}, de manera que P[X=k]| = 1/(n-m+1) si k esta en el rango mencionado. Su valor
esperado es (m+n)/2 y su varianza es (n-m)(n-m+2)/12.

A continuacion damos algunos ejemplos de modelos probabilisticos en redes de comunicaciones
basados en las anteriores variables aleatorias, y demostramos los resultados obtenidos respecto a la
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media y la varianza de cada una de ellas. Todos ellos son de gran importancia practica en
telecomunicaciones, en especial el modelo de trafico Poisson.

(a) Muchos fendémenos aleatorios en el estudio de redes de comunicaciones pueden modelarse
mediante variables aleatorias de Bernoulli, como ya se ha mencionado previamente.

Sea X=1 si un enlace se encuentra ocupado y X=0 si el mismo enlace se encuentra desocupado.
Entonces X es una variable aleatoria de Bernoulli, donde el parametro p es la utilizacién del
enlace.

Sea X=1 si un bit transmitido sobre un enlace de radio punto-a-punto llega cen etror al otro
extremo del enlace, y X=0 si el bit llega correctamente. Entonces X es una yariable aleatoria de
Bernoulli, donde el parametro p es la tasa de error del canal, BER (Bit Error Rate).

El siguiente es el primero de una serie de modelos de trafico que estudiaremos en este libro. Hay
un enlace por el que se transmiten celdas ATM (Asynchronous Transfer Mode), donde el tiempo

se discretiza en unidades correspondientes al tiempo de transmisién de una celda. En cada unidad
de tiempo puede llegar una celda con probabilidad p o no llegar ninguna celda con probabilidad
1-p. Dada una unidad particular de tiempo, sea X=1 si llega una celda en esa unidad y X=0 si no
llega ninguna celda. Entonces X es una variable aleatoria de Bernoulli, donde p es la tasa de
llegadas, en celdas/unidad de tiempo.

En cualquiera de los tres casos tenemos qUesE[X] = 1-p +0- (1-p) = p, E[X*]=1p +0- (1-p) =p
y V[X]= E[X?] - E[X]* = p — p* = p(1 +p), lo cual cobra mucho sentido a la luz de los ejemplos
propuestos. En el modelo de trafice{.por ejemplo, si p=0, el promedio es 0 con varianza 0 pues
en ninguna unidad de tiempo llegan paquetes; si p=1, el promedio es 1 con varianza 0 pues cada
unidad de tiempo trae un paguete. La maxima varianza se da con p = %2, que corresponde a la
maxima incertidumbre sobre la llegada de paquetes: si p es menor que %2, tenemos mayor certeza
de que no llegard un paquete y, si p es mayor que '2, tenemos mayor certeza de que llegard un
paquete. La figura 2.13 muestra la distribucion, el promedio y la varianza del niamero de celdas
que llegan por ynidad de tiempo en funcion de la tasa de llegadas, p.

Numero de celdas por unidad de tiempo Numero de celdas por unidad de tiempo
1 1

— Promedio= p

< 0.9} [ — Varianza = p(1-
£os 1 p(1-p)
& ? 0.8

0

0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 0.7

1
¥
x 0.5 9 0.5
o
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0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

1 03
_ 02
i 0.5
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o 0.1

0 ? 0

0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X Tasa de llegadas, p
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Figura 2.13 Distribucién, promedio y varianza del nimero de celdas que llegan por unidad de
tiempo bajo un modelo de Trafico de Bernoulli

(b) La variable aleatoria geométrica surge de repetir un experimento de Bernoulli hasta que se
obtenga uno de los resultados deseados, asegurando que cada experimento sea independiente de
los demds. De hecho, existen cuatro formas posibles de definir una distribucion geométrica,
dependiendo si el experimento se repite hasta obtener un cero o hasta obtener un uno y, en cada
caso, si el experimento exitoso se cuenta o no:

- Repetir hasta obtener 1 y no contar el 1: P[X=k]=p(1-p)*, k=0,12,...
- Repetir hasta obtener 1 y contar el 1: P[X=k]=p(1-p)*!, k=12.3/,.
- Repetir hasta obtener 0 y no contar el 0: P[X=k]=p"(1-p), k=0,12,..
- Repetir hasta obtener 0 y contar el 0: P X=k]=p“'(1-p), k=12:3,...

En la definicion 43(b) se escogid el cuarto caso, que puede corresponder al §1guiente ejemplo:
Al transmitir un paquete por un enlace no-confiable se produce-umserror detectable con
probabilidad p. El paquete se retransmite cuantas veces sea necesariQ hasta que llegue sin errores
detectables al otro extremo del enlace, y se cuenta el nimero de transmisiones que se requieren,
X. La probabilidad de tener que hacer una sola transmision €s\la’ misma probabilidad de que el
paquete llegue sin errores, P[X=1] = P[Primera transmision€xitosa] = 1-p. Sera necesario hacer
dos transmisiones si hay un error en la primera transmisién y la segunda resulta exitosa, lo cual
ocurre con probabilidad P[X=2] = P[Primera transmision con error]P[Segunda transmision
exitosa | Primera con error]. Si la presencia de errores es independiente de una transmision a otra,
la anterior probabilidad condicional es igual alla correspondiente probabilidad incondicional,
P[X=2] = P[Primera transmision con errofJP[Segunda transmision exitosa] = p(1-p). En general,
serd necesario hacer k transmisiones si-<las primeras k-1 transmisiones sufren alglin error y la .-
ésima llega sin errores detectables. IDada la suposicion de independencia, este evento sucede con
probabilidad P[X=k] = p"!(1-p). B} humero promedio de transmisiones sera

o0 0 _ o0 d
E[X]=) kp, =(1-p)Y_ kp"™' = (l—p)zd—p"
k=1 k=0 k=0 ap

d < d 1 1
:(I—P)E;pk :(1—p)5ng
El segunde momento se puede calcular igualmente facil
EXCIEY Kp, = (- ppY K p' > =(-p)pY. (d— ’ +kp“j (=S B
e P o\ dp dp” 1
=(1—p)pd—2 1 1 2p N | _ 1+p2

2 + = 2
dp"1-p 1-p (1-p) 1-p (1-p)
de donde V[X] = E[X?] — E[X]* = p/(1-p)*.
En efecto, si la probabilidad de error es cero, el nimero promedio de transmisiones es uno y la

varianza es cero, pues con probabilidad uno s6lo se necesita una transmision. A medida que
aumenta p, tanto el promedio como la varianza aumentan, aunque la varianza aumenta mas
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rapidamente. Si p es uno, se requerird un numero infinito de transmisiones o, lo que es lo mismo,
el paquete nunca llegara bien si el enlace es un lazo de cabuya.

Un segundo modelo de trafico basado en la va geométrica puede construirse a partir del modelo

anterior (basado en la va de Bernoulli) si contamos el nimero de unidades de tiempo (o slots) que
debemos esperar hasta ver la llegada de la siguiente celda. Si en el primer slot que observamos
llegd una celda, lo cual ocurre con probabilidad p, debimos esperar cero unidades. Para esperar
una unidad de tiempo sera necesario que en el primer slot no venga ninguna celda y en el segundo
venga una celda, lo cual ocurre con probabilidad p(1-p) si cada unidad de tiempo es independiente
de las demas. En general, si en los primeros £ slots no llegaron celdas y la primera celda flegé en
el slot k+1, debimos esperar k£ unidades, lo cual, bajo la suposicion de independencia, ocurre con
probabilidad P[X=k] = p(1-p)*, k=0,1,2... Nétese que ésta es otra de las cuatro mfaheras de definir
una distribucién geométrica. Haciendo ¥ = X+1 y g=I-p, notamos que(P[Y=k] = ¢"/(1-¢),
k=1,2,3..., como en el ejemplo anterior, de manera que E[Y] = 1/(1-g) y, per consiguiente, usando
la definicion 41(a), E[X]=1/p—1=(1-p)/p. Similarmente, por la definicion 41(c), como VY] =
q/(1-q)?, entonces V[.X] =(1-p)/p*. La Figura 50 muestra estas cantidades.

Numero de slots desocupados entre llegadas Numero de slots desocupados entre llegadas
0.25 50
¢ p=0.2 ___ Promedio = (T-p)/p
0.2 T 45 __ Varianza = (1-p)/p2 a
= 0.15 1 2
U
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o 01 |
35
0.05 [ I 1
, L1 30
0 2 4 6 8 10
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0.8 T 20
0.6 T 15
¥
x 0.4 10
o
0.2 5
, Loy e e . ‘ ‘ ‘
0 2 4 6 8 10 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
k Tasa de llegadas, p

Figura 50. Distribucionypromedio y varianza del nimero de slots desocupados entre llegadas bajo
un modelo de trafico geométrico
Notese que eniestos modelos geométricos es absolutamente necesario que los distintos
experimentds, de Bernoulli se realicen de manera independiente entre ellos. En el modelo de
errores de-transmision, /serd posible que la presencia de errores en la transmision de una trama
sea_independiente de las tramas anteriores o siguientes? Si la transmision se hace por un par
trenzado no blindado de baja categoria y los errores se deben a la ignicién de un motor eléctrico,
16s errores NO son independientes. Pero si la transmision se hace a través de un satélite en horas
nocturnas y los errores se deben al ruido galactico, los errores SI pueden ser independientes: El
modelo exige independencia y el analista debera determinar si el modelo es aplicable o no.
Igualmente, en el modelo de trafico, si las celdas vienen de un gran numero de fuentes
independientes en las que cada una participa con una fraccién muy pequefia del trafico de manera
que ninguna de ellas pueda generar celdas en unidades de tiempo cercanas entre si, la suposicion
de independencia puede tener sentido. Pero si es un nimero pequefio de fuentes, cada una de las
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(c)

cuales puede generar rafagas de celdas en breves instantes de tiempo, sera necesario revisar
cuidadosamente la validez de la suposicion de independencia.

La variable aleatoria binomial surge de hacer n repeticiones independientes de un experimento
de Bernoulli y contar cuantas veces sucedio el resultado 1. Supongamos, por ejemplo, que se
transmite una trama de n bits sobre un enlace no confiable y se cuenta el numero de bits que
llegan con error cuando los errores se dan en cada bit independientemente con probabilidad p. La
probabilidad de que no haya ningtin error es, claramente, P[X=0] = (1-p)". La probabilidad de que
solamente se dafie el i-ésimo bit es p(1-p)™!, de manera que la probabilidad de que se dafie un
solo bit es

PX =1]= P{O{error sélo en el bit z}} = ip(l -p)"" =np(l—=p)""

i=1 i=1
donde la segunda igualdad obedece al tercer axioma de las probabilidades.\De la misma manera,
la probabilidad de que solo se dafien los bits i y j es p*(1-p)"?, por le-quie la probabilidad de que
se dafien exactamente dos bits es

P[X =2]= P{U O {error s6lo en los bits (i, j)} } ”zll Zn: pA=p) 7= n(nz— D pd-p?

i=1 j=i+l i=1 j=i+l

En general, una combinacion particular de sélo k erroressse da con probabilidad p*(1-p)™*, que es
la misma probabilidad de que se dafien los k& primeros bits o los & lltimos, o los & de la mitad, o &
de ellos tomados de dos en dos, etc. Como hay (*x)=n!/(k!(n-k)!) formas posibles de combinar k&

bits con errores entre n bits trasmitidos, P[X-=k]= (Zj pra-py*
El ntimero promedio de bits recibidgs con error es

[X]=ikpk :ik[ Jp (1 p)” & Zn( jp (1 p)n k _npz(k ljpkl(l_p)(nl)(kn = np

De manera semejante podemos calcular el segundo momento,

z n-1 .
E[X2]=Zk2[ jp (1~ p)”A—npzk(k 1jp“(l pre —an(ﬁl)[ jp (I-p™’

k=1

jokr =np((n=1)p+1)

m=n—1

de donde la varianza del nimero de bits equivocados es
VIX] = [(np)%¥ np(1-p)] — (np)* = np(1-p)

Noétese-que la variable aleatoria binomial es la suma de n variables aleatorias de Bernoulli
imdependientes. Como veremos en el proximo capitulo, eso justifica el hecho de que la media y
la’varianza de la distribucion binomial sean # veces la media y la varianza de la distribucion de
Bernoulli, respectivamente.

Siguiendo con la serie de modelos de trafico, podemos considerar una trama TDM (Time Division
Multiplexing) de n slots, donde cada slot se comporta segin los modelos de trafico descritos en
los modelos Bernoulli y geométrico. Entonces la variable aleatoria X=Numero de celdas en una
trama, estd binomialmente distribuida con parametros (n,p). Igualmente, si consideramos un
multiplexor que concentra n enlaces ATM como los descritos antes, donde el trafico en cada
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enlace es independiente de los demads enlaces, el nimero de celdas que llegan por unidad de
tiempo tiene una distribucion binomial con los mismos parametros. La Figura 51 muestra la
distribucion, el promedio y la varianza del nimero de celdas que llegan en una trama de 32 slots.

Como en el caso de la variable aleatoria geométrica, cada vez que se quiera aplicar el modelo de
la variable aleatoria binomial debemos justificar la suposicion de independencia de los
experimentos de Bernoulli subyacentes.

Numero de llegadas por trama Numero de llegadas por trama
0.2
e p=0.2 30} | — Promedio = 32p
% o1 | —— Varianza = 32p(1-p)
x 0
o
ﬂ I §
oLet lowes . R .
0 5 10 15 20 25 30
0.2 20
e p=0.5
¥
0.1
x
) [H m “’
0 w1 I,
0 5 10 15 20 25 30 10
0.2
p=0.8
2
L o1 : 5
) N
0 N N N ol T [ 1. 0 . . . .
0 5 10 15 20 25 30 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
k Tasa de llegadas, p

Figura 51. Distribucion, promedio y varianza del fiftimero de celdas que llegan en una trama de 32
slots bajo un modelo de trafico binomial

(d) Considérese un multiplexor que concentra un gran niimero de usuarios, de manera que los
paquetes de datos pueden llegar ed Cualquier instante (modelo de tiempo continuo). Definamos
la va X como el nimero de llegadas que hay en un periodo de ¢ segundos. Para caracterizar la va
X, dividimos el intervalo de, ¢ segundos en n subintervalos contiguos y no sobrelapados de
longitud At, donde ¢ = nAt, y hacemos dos suposiciones bésicas:

- a medida que la longitud del subintervalo At se hace mas y mas pequeiia, la probabilidad de
mas de una llegdda en un subintervalo tiende a cero y la probabilidad de una sola llegada en un
subintervalerse’hace proporcional a la longitud del intervalo, con factor de proporcionalidad A:

AAt +o(At) k=1
P [k llegadas en At] =s1-AAt+0o(At) k=0

o(At) k>1
donde o(Af) -6micron de Az - es cualquier funcion que tienda a cero mas rapidamente que At:
. At
lim o(a1) =0
A—0 At

de manera que o(Af) £ o(At) = o(Af), o(At) - o(Af) = o(At), At - o(At) = o(Af), etc. La distribucion
anterior indica que las llegadas simultaneas son improbables y que en cada subintervalo
infinitesimal tenemos un experimento de Bernoulli en el que puede haber una llegada con
probabilidad AAf o ninguna llegada con probabilidad 1 — AA¢.
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- El namero de llegadas en un intervalo de tiempo dado es independiente del nimero de llegadas
en cualquier otro intervalo de tiempo no sobrelapado con el primero. En particular, el nimero
de llegadas en cualquiera de los subintervalos de longitud A¢ en que dividimos el tiempo es
independiente del numero de llegadas en cualquier otro intervalo anterior o posterior.

Para que X tome el valor k& puede ocurrir que en k de los n subintervalos haya habido una sola
llegada y en los restantes n-k subintervalos no hayan habido llegadas, o que las & llegadas hayan
sucedido en menos de k subintervalos. En este Gltimo caso, hubo mas de una llegada en por lo
menos un subintervalo, lo cual sucede con alguna probabilidad que tiende a cero mas rapidamente
que At, o(Af):

una llegada en c/u de los subintervalos,de /,
P[X =k]=0(At)+P U
Ic{L,2,...n} 1=k

cero llegadas en los restantes 7 - k.subintervalos

Dada la suposicion de independencia en intervalos no sobrelapados,-asivse trate de intervalos
infinitesimales, la anterior expresion toma la siguiente forma:

n e
PLX =k]=o(At)+ (kj(/w + o(At))k (14447 +0(Ar)) ¢
Expandiendo las potencias en el segundo término de la dévecha y agrupando todas las funciones
o(At) en una sola,

P[X:k]:o(At)+[Zj(ﬂAt)k (1-260)"" :o(%}rﬁiw(%) (1—%)77
(gj IR G k(l_ﬁj":0(1j+(z.n_—1.n—%..n—kﬂ]w ! k(l_ﬁj"
n) n(n-k) k! (l—ﬂ%) n n n n n n k! (l—ﬂ%) n
n n

Tomando el limite cuando » tiende a infinito (y At tiende a cero de manera que =nAt siga

constante), obtenemos o(#/n)—0y (n-i)/n—>1, (1-At/n)*—1y (1-At/n)"—>e?*, de manera que

(A1)
k!

Esto es, bajo las )suposiciones anteriores, el nimero de llegadas en ¢ segundos tiene una

-
e t

P[X =k]=

distribucion Poissen con parametro p = Af. Durante cerca de un siglo éste ha sido el modelo de
trafico por exeelencia en el disefio y andlisis de redes de comunicaciones, aunque en las tltimas
dos décadas’se ha acumulado una gran cantidad de evidencia que muestra que, en redes modernas
de comunicaciones conmutadas por paquetes, la suposicion de independencia en intervalos no
sobrelapados no es valida cuando se habla de la llegada de paquetes (aunque atn puede serlo
cuando se habla del establecimiento de flujos o sesiones). Mas atn, en muchos casos hay
evidencia empirica que muestra cierta dependencia aiin entre intervalos muy separados en el
tiempo, fenomeno conocido como “dependencia de largo rango”, LRD —long range dependence—
. Sin embargo, como veremos mas adelante, la simplicidad del modelo Poisson (que supone
independencia aiin a nivel infinitesimal) permite obtener expresiones cerradas para muchas
medidas de desempefio, gracias a lo cual sigue siendo utilizado como una primera aproximacion
en el dimensionamiento de la capacidad de las redes de comunicaciones y en el disefio de
algoritmos de control para las mismas.
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El valor esperado del nimero de paquetes que llegan en ¢ segundos es

e’ = P -p _
zkpk ;k pz(k—l)!e P

que, con p definido como At, indica que A es el numero promedio de llegadas por segundo o la
tasa promedio de llegadas, que es uno de los parametros mas importantes en la caracterizacion de

trafico (el tnico parametro en el caso de modelos de Poisson). El segundo momento es
k-1

2_002/0_kfp:0O _ ,0_kfp_°O 1% -6
E[X]—;k TC ka((k 1)+1)k!e pz ((k- 1)+1)(k 1)'

k—l

—pZ (k i kZ(k i P =pE[X]+p=p"hp

k=1

de donde V[X] = E[X*]-E[X]* = p: La varianza de una variable aleatorio d& Poisson es igual a su
valor medio.
La Figura 52 muestra la distribucion del nimero de llegadas en unysegundo cuando el trafico
obedece a un modelo de Poisson. La grafica de la media y layariahza respecto a p son s6lo dos
lineas a 45°.

Numero de llegadas por segundo Numero de llegadas por segundo Numero de llegadas por segundo
0.5 0.2

0.45 1 0.18
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0.35 1 0.14
0.1
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X]
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0.05
0.15 1 0.06

0.1 1 0.04

0.0: I, 7 OIOZ‘ hh. . rﬁ hhh.
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Figura 52. Distribucion(del nimero de llegadas en un segundo bajo un modelo de trafico Poisson

(e) Una trama TDMrtiene n slots, numerados de 0 a n-1. Los paquetes llegan al multiplexor TDM en
instantes campletamente aleatorios, independientemente de la sincronizacion de la trama. Sea la
va X ¢l slet que se esta transmitiendo de la trama que se esta transmitiendo en el instante en que
llega uni paquete. Como no hay ninguna razoén que permita imaginar que un paquete tenga alguna
preferencia por un slot o un grupo de slots particular®®, parece razonable suponer que P[X=k] =
1/n, k=0,1,...,n-1

24 Consideramos cada paquete independientemente de los deméas. Dado un proceso de llegadas particular,
podria haber alguna preferencia si condicionamos en el slot que le correspondio al paquete anterior, por
ejemplo.
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o101 -1 -1
Su valor promedio es E[X]= Zk— = —% = nT y su segundo momento es
i N n

n-l1 _ _
E[X*]= lz ) W , de manera que su varianza es V[X] = E[X*]-E[X]? =
N =0

(n*-1)/12.

Notese la naturaleza de los ejemplos anteriores en los que cada va se convierte en un medelo
probabilistico adecuado. Los experimentos de Bernoulli consisten en observar uno de dos, posibles
resultados, a cada uno de los cuales se les asocia el valor 0 6 1 (error o no-error en un bit, ocupacion
o desocupacion de un enlace, falla u operatividad de un dispositivo, presencia o ,ausencia de un
paquete, etc.). Las variables binomial, geométrica y de Poisson modelan repeticionessinidependientes
de un experimento de Bernoulli. En el modelo geométrico, se repite, el experimento
independientemente hasta obtener alguno de los dos resultados. En el modelo binemial el experimento
se repite independientemente n veces y se cuenta el nimero de ocasiones@n’que ocurrio el resultado
favorable. El modelo de Poisson es el limite consistente en un numero infinito de repeticiones
independientes durante un periodo finito de tiempo. El modelo uniforme obedece al principio de la
maxima incertidumbre: Si tenemos un conjunto de proposiciones excluyentes a las cuales queremos
asignar una distribucion de probabilidad, debemos tener(en cuenta qué sabemos de ellas. Si
conocemos cual es la cierta, le debemos asignar un valpgide probabilidad igual a uno y las demas
proposiciones tendran probabilidad cero, pues no\tehemos ninguna incertidumbre. Si algun
conocimiento previo nos permite favorecer algunas proposiciones mas que otras, podremos asignarles
mayor probabilidad. Pero si no tenemos ninguna informacion que nos permita favorecer a ninguna de
las proposiciones sobre las demas, nuestra incertidumbre sera maxima y lo mas conveniente sera
asignar las probabilidades uniformemente,~Si lo hiciésemos de otra manera, estariamos suponiendo
una informacién que no poseemos.

44. Algunas Variables Aleatorias Continuas

(a) Una variable glgatoria X uniformemente distribuida tiene parametros reales (a,b),
toma valores ¢n el intervalo [a,b], y su pdf es fx(x) = 1/(b-a), x€[a,b]. Su valor esperado
es (a+b)/24 su varianza es (b-a)*/12.

(b) Una (variable aleatoria X exponencialmente distribuida tiene un pardametro real
pesitivo, 2>0, toma valores entre los reales no negativos, y su pdf es f(x)= e, x>0.
Su valor esperado es 1/ y su varianza es 1/22.

(€) Una variable aleatoria X Normalmente (o Gaussianamente) distribuida tiene
pardmetros (1, %), donde u es un nimero real y o* es un numero real no negativo,
toma valores en los reales, y su pdf es

1 l(x—u
(x)= ex ——( j ,xeR
Sy Pro p N\ o

Su valor esperado es uy su varianza es o.
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(d) Una variable aleatoria X con distribucion de Pareto tiene parametros positivos (a,b),
toma valores en los reales mayores o iguales a b, y su pdf es

a+l
£ @) =§(ﬁ] b
X

Si a>1, su valor esperado es ab/(a-1), si no, su valor esperado es infinito. Si a>2, su
varianza es ab®*/((a-2)(a-1)?); si no, su varianza es infinita.
(e) Una variable aleatoria X con distribucion de Cauchy tiene parametros reales (a,b),
b>0, toma valores reales, y su pdf es
fe =t yem
T (x—a) +b
Ni la media ni la varianza de la distribucion de Cauchy estan definidas.
() Una variable aleatoria X con distribucion de Laplace tiene un parametro real positivo
a, toma valores reales, y su pdf es

Sy ()= %e_“m, xeR

Su valor esperado es cero y su varianza es 2a’>.

(g) Una variable aleatoria X con distribucion de Erlang-tiene parametros (n,A), donde n
es un entero positivo y A es un real positivo. Tomaswalores reales no negativos y su pdf
es

B /l(ﬂ,X)n_l e—lx
Sy (x)= n—1)! . x>0

Su valor esperado es n/Ay su varianzd es n/A>.
(h) Una variable aleatoria X con distribucion Gamma tiene parametros reales positivos
(a,A), toma valores reales monegativos y su pdf es

A (/ix)a_1 e
Sy (x)= T T

Su valor esperade-es a/A y su varianza es a/A*.

, x>0 donde T(a)= I:s”’le"‘ds (funcion Gamma)

(1) Una variablenaleatoria X con distribucion de Weibull tiene dos parametros (a,1),
ambos reales positivos, toma valores reales no negativos y su pdf es

fr(x)=aA’x" " exp(=(Ax)"), x>0
Strvalor esperado es T'((a+1)/a)/ A y su varianza es (I((a+2)/a) - T((a+1)/a))* 2.

(i) ~Una variable aleatoria X con distribucion Chi-cuadrado (}?) tiene un parametro real
positivo, a, toma valores reales no negativos y su pdf es

0= x“*exp(—x/2)
! 2“’T(a/2)

Su valor esperado es a y su varianza es 2a.

x>0

y N

(k) Una variable aleatoria X con distribucion de t de Student tiene un parametro real
positivo a, toma valores reales y su pdf es
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r,(a-i—lj i _aT_H
fx(x):—z (1+x—j ,xeR

()

Su valor esperado es 0y su varianza es al(a-2) para a>2.
(1) Una variable aleatoria X con distribucion de Rayleigh tiene un parametro real
positivo, a, toma valores no negativos y su pdf es

1(x 2
fr(x)= —exp _E(;j , x>0

Su valor esperado es a(7/2)" y su varianza es (2 — m/2)a>.
(m) Una variable aleatoria X con distribucion Rice tiene dos parametros reales
positivos, (v, o), toma valores no negativos y su pdf es

X'+’ xv
fy(x)= —ex[ = jlo(—zj, x>0

o

donde 1y(z) es la funcion modificada de Bessel del primeripo y de orden cero. Su valor

esperado es oNr /2L, (—V /20 ) 3y su varianza es
20° +v? —(no’ 12)L;, ( v/20° ) donde Lin(x)e el polinomio de Laguerre,
L,(x)= exp(x / 2) [(1 —x) (=x/2) = xL(—x/ 2)] :

Las anteriores distribuciones son la base de¢algunos de los modelos més ampliamente usados y, por
tal motivo, es importante que el lectorqaprenda a usar estos modelos en los contextos adecuados en
los que se pueden utilizar. A contintiacion damos algunos ejemplos de los ocho primeros modelos
probabilisticos en redes de comuiiicaciones y demostramos los resultados obtenidos respecto a la
media y la varianza.

(a) A un multiplexor, ‘estadistico llegan paquetes de longitud fija en instantes aleatorios e
independientes de tiempo. En el instante de su llegada, el paquete b encuentra el enlace de salida
ocupado transmitiendo el paquete @, y una larga cola de paquetes delante de €l esperando ser
transmitidos. Se mide el tiempo que transcurre desde la llegada de b hasta que a termina de ser
transmitido, X, o “tiempo residual de servicio de a”. Como a y b no son paquetes consecutivos
(hubo un gran namero de llegadas entre ellos) y como lo inico que conocemos respecto al
proceso de llegadas es que los tiempos entre llegadas son aleatorios e independientes, parece
razonable suponer que b no tiene ninguna preferencia por llegar hacia el comienzo, el final o la
mitad del tiempo de servicio de a. Y, como el rango de posibles valores de X es el intervalo [0,7],
donde T es el tiempo de transmision de un paquete, el principio de maxima incertidumbre sugiere
escoger la distribucion uniforme para X, fx(x) = 1/7T para 0 < x < X. El valor medio de esta

. el Lpro, 1
distribucion es T JO tdt =— =5 y el segundo momento es ?J.O tdt =— , de

27|, 37|, 3
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manera que su varianza es (7%/3) — (T%/4) = T?/12. La Figura 53 muestra la pdf, la media y la
varianza del tiempo residual de servicio de un paquete.

Tiempo residual de Senvicio Tiempo residual de Senicio
9
) — T=0.01 —— Promedio
10 — T=0.10 |5 gl | — Varianza
— T=1.00
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=
X
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10°
2
1

-1
10 . . . . 0 . . . .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 2 4 6 8 10
X T

Figura 53. Funcion de densidad de probabilidad, promedio y varianza del tiempo residual de
servicio segiin un modelo uniforme

(b) A un multiplexor llegan paquetes segiin un proceso de Poisson como el descrito en la definicion

k
43(d), es decir, la probabilidad de que hayan k llegadas-€n ¢ segundos es P[X = k] = %ew
. Sea T la variable aleatoria “tiempo que \toCa esperar hasta ver la préxima llegada”.
Consideremos el evento 7>¢, que corresponde al caso en el que, desde que empezamos a ver, han
transcurrido ¢ segundos sin que haya llegado aun ningin paquete. La probabilidad de dicho
evento es la misma probabilidad de que-en ¢ segundos haya habido cero llegadas que, de acuerdo
con la suposicion de llegadas tipOyPoisson, corresponde a P[7>f] = ™. La probabilidad del
evento complementario es E(#)= P[T<{] =1 - e*. La derivada de esta CDF es f1(f) = Ae’*, que
es la pdf de una, variable aleatoria exponencial. Su valor esperado es
1+ At eﬂ,T 1

0

=— y su 2do momento es
/1 2

A

E[T]=2 j: te  dt £ {—

E[T*]= lj‘:tzewdt = [—(12 + 2t/ A)+(2 //12)) e ]: = % , de manera que su varianza es

1/22. Estos resultados refuerzan la idea de que el parametro A es la tasa promedio de llegada de
paquetes.

Obsérvese que esta variable aleatoria es el modelo probabilistico de los tiempos entre llegadas
cuando el trafico obedece a un proceso de Poisson que, como dijimos, es el modelo de tréafico
preferencialmente utilizado en redes de comunicaciones. Por consiguiente, la variable aleatoria
exponencial es uno de los modelos probabilisticos mas usados en redes de comunicaciones. La
razon de su amplio uso es facil de ver en la misma derivacion que acabamos de hacer: ndtese que
medimos el tiempo que tardamos en ver la llegada del proximo paquete jsin tener en cuanto hace
cuanto tiempo llego6 el paquete anterior! La variable aleatoria exponencial es la inica variable
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continua que no tiene memoria: la distribucion del tiempo que falta para ver la llegada del
siguiente paquete es la misma independientemente del tiempo que ha transcurrido desde la
llegada del paquete anterior. Esto es, la distribucion de T sigue siendo fr(f)=Ae** asi hayamos
empezado a medir desde que llego el paquete anterior o desde media hora después de que llego
el paquete anterior (dado que en esa media hora no ha llegado ningtin paquete, por supuesto).
Esta falta de memoria, que demostraremos formalmente en la definicion 51, facilita
enormemente el analisis de redes de comunicacion, como veremos en el capitulo de teoria de
colas.

La Figura 54 muestra la pdf, la media y la varianza del tiempo entre llegada de paquétes ‘cuando
el nimero de llegadas en cierto periodo de tiempo se modela mediante una distribucion de

Poisson.
Tiempo Entre Llegadas Tiempo Entre Llegadas
10 0.4
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Figura 54. Funcion de densidad de probabilidad, promedio y varianza del tiempo entre llegada de
paqletes segun un modelo exponencial

(c) Cuando una resistencia nictalica de R ohmios se encuentra a una temperatura de 7 kelvins, sus
electrones se muevemde manera aleatoria generando un voltaje de ruido térmico con nivel DC
(media) cero y poteticia (varianza) 2R(7kT)*/3h W, donde £ es la constante de Boltzmann y / es
la constante .dé/Planck (sugiriendo la presencia de fenémenos termodinamicos cudnticos).
Supongam0s, de una manera muy simplificada, que el movimiento de cada electréon en una
resistencida R de 6.37 megohmios a 290 kelvins produce una caida de +A voltios con
prebabilidad 0.5 y -A voltios con probabilidad 0.5 y que cada electron se mueve
imdependientemente de los demas. Si existen n electrones libres en la resistencia, el voltaje
producido sera V' = (2X — n)A, donde X es una variable aleatoria binomial con parametros (n,
}4), correspondiente al nimero de electrones que producen +A voltios. Aplicando los resultados
de la definicion 41 y de la definicion 43(c), el valor medio del ruido térmico es cero y la varianza
es nA%. Si hacemos que 7 crezca y A disminuya de manera que nA? = 2R(7kT)*/3h =1 V2, como
predice la fisica, la probabilidad de obtener un voltaje de (2k-n)A voltios, con 0 <k <n, es ("¢)2
" Dividiendo esta probabilidad por 2A = 2/\n, que es el minimo cambio en el voltaje, obtenemos
la siguiente densidad de probabilidad:
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P[(Zk—n)/\/zgV<(2(k+1)—n)/\/;J:\/;[njz(M)
2/n k
la cual se muestra en la Figura 55 (barras) y que se compara con la expresion

1

fV(V): \/E

la pdf de una variable Gaussiana con media 0 y varianza 1.

exp (—v2 / 2) (linea continua), conocida como “Campana de Gauss”, que es

n=2 n=4
0.4 L~ ] 0.4 —
03 N ] 03 \
0.2 / \ ] 0.2 7Z \
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o 2 0 2 4 0 2 1 o0 1 2
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Figura 55. Funcion de densidad de probabilidad del ruido térmico producido por # particulas, donde

cada particula genera +1/\n voltios con probabilidad % o -1/\n voltios con probabilidad Y. Se

compara con la fuifeion de densidad de probabilidad Gaussiana

Claramente, a medida que consideramos mas y mas electrones, la pdf del ruido térmico se hace
mas cercana a la distribucion Gaussiana. Por supuesto, lo més razonable es considerar un
numero infinito.de €lectrones, cada uno participando con un infinitésimo del voltaje de ruido,
de manera que,el modelo Gaussiano resulta apenas natural para modelar el ruido térmico en
una resisteneia metalica, tal como la impedancia de entrada del amplificador de radiofrecuencia
en un sistema de comunicaciones.

Como en el ejemplo anterior, si X representa la suma de N componentes aleatorios
independientes en la que cada componente contribuye con una pequeia fraccion de la suma, la
pdf de X se aproxima a la distribucion Gaussiana a medida que N aumenta,
jindependientemente de la distribucion de los componentes individuales! Este es el teorema
del limite central propuesto por Laplace en 1810, que estudiaremos con cuidado en la definicion
82. De hecho, dado el determinismo que imperaba en esa época, la aleatoriedad sélo se usaba
para modelar los errores experimentales de medicion que, en términos de observaciones
astronomicas, Gauss asocié con su famosa “campana” pues, evidentemente, se trataba de la
suma de muchos errores debidos a la dispersion y la difraccion de la luz con cada particula de
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la atmodsfera. Debido a la naturaleza de estos modelos de error, la distribucion Gaussiana resulto
la mas normal de las distribuciones y, por esa razon, también se le conoce como distribucion
normal, Mz,c?). Hoy se sabe que las distribuciones més "normales" en la naturaleza son las

que tienen colas pesadas (definicion 48), como la distribucion de Pareto que se describira a
continuacion de ésta distribucion Gaussiana.

El valor medio de una variable X~ My, &%) (que se lee “normalmente distribuida con parametros
uyao)es

2

1 o 1 x—u | )
E[X]= A = ¥ —y*/2)d
[X]=—=] wexp 2( . j de =] (ov+u)exp(-y A

Z—J;—ﬁ [Lye” dy+ﬂ[—\/;—ﬁ [e" dy} =}

Pues, en la tlltima expresion, la primera integral es cero por tratarSe de un funcién con simetria
impar y la expresion entre paréntesis del segundo término“es-la probabilidad total de una
variable MO0,1). Para hallar la varianza de X partamos de la probabilidad total:

! ro exp _l[ﬂf dx=1
oN2m 7 2l o

Multipliquemos ambos lados por 6V\(27) y defivemos respecto a o:
2 2
o (x— 1 —
J. #exp —(Wj dx=~2m
-~ O 2\ o
Y, finalmente, multipliquemosca‘ambos lados por 6%/~(27) para obtener

N2
)= B[ <] == [ (o) exp| 5[ A ax=o

De donde los pardmietros de una variable normal son su media y su varianza. La figura 2.20
muestra algunaspdfs Gaussianas, donde se nota el efecto del valor esperado £ como un parametro

de posiciondy el efecto de la varianza ¢ como un pardmetro de forma que describe la
concentracion de la distribucion alrededor de su valor esperado.
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Figura 56. Funciones de densidad de probabilidad Gaussianas

(d) Las distribuciones que hemos visto hasta ahora se caracterizaimvporque la probabilidad de que las
variables aleatorias tomen valores muy grandes es muy pequéna, de manera que el efecto total de
dichos valores es despreciable. Sin embargo, en redesxmodernas de comunicaciones (como en
todos los sistemas que recientemente se han caracterizado como “complejos”), se hacen cada vez
mas comunes algunas variables aleatorias queypueden tomar valores muy grandes con
probabilidad no despreciable, de manera que, cuando finalmente se presentan estos valores, su
efecto puede ser determinante. Este es el case del tamaiio de los archivos que se intercambian por
la red (la gran mayoria son muy pequefios’pero la pequefia fraccion de archivos grandes son los
que consumen la mayoria de recurso$ en la red), la duracién de una conexion http (la gran mayoria
de conexiones son breves, peroddas pocas conexiones duraderas son las que mas ocupan a los
servidores web), etc. De estas.cantidades se dice que tienen “cola pesada” (ver definiciones 0, 48
y 51), y una de las distribuciones mas utilizadas para modelarlas probabilisticamente es la
distribucién de Pareto,da cual se us6 originalmente para describir la concentracion de riquezas
(la gran mayoria de{personas son pobres, pero las pocas personas ricas que existen poseen la gran
mayoria de la rigiteza del mundo)®*. En efecto, la Figura 57 compara una distribucioén exponencial
con parametro./ = 1/3 y una distribucion de Pareto con pardmetros a=1.5 y b=1, de manera que
ambas tiefien el mismo valor promedio £~=3, aunque la segunda tiene varianza infinita. Un célculo
muy Simple muestra que la probabilidad de que la variable de Pareto sea superior a n veces su
valor esperado es [(a-1)/(na)]* = (3n)>?, mientras que la probabilidad de que la variable
exponencial sea superior a n veces su valor esperado es exp(-n). Esto es, aunque la probabilidad
de que la variable exponencial supere la media es casi el doble de que la variable Pareto también
lo haga, la probabilidad de que la variable exponencial supera 9 veces la media es menos de una
millonésima de la probabilidad de que la variable Pareto también lo haga!

%5 Este fenomeno de cola pesada (o “ley-de-potencia” en la cola de la distribucion) ha resultado tan ubicuo,
que muchos cientificos empiezan a considerar una explicacion general basada en la auto-organizacion en
puntos criticos al borde del caos o basada en la tolerancia altamente optimizada,
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Funciones de densidad de probabilidad Exponencial y Pareto
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Figura 57. Funciones de densidad de probabilidad Exponencial y)de,Pareto

El valor medio de una variable X~ Pareto(a,b) es

o alb a+l w ab’ a a—b a>1
E[X]:j x—(—j dx:ab“j X dx=———(x M| ={a-1
b b\ x b a1 ,
o a<l
Y su segundo momento es
a+l ® ab’
o “ 2
E[X*]=] ng(gj | S P S
b b\ x a-2 ,
o a<?2
De manera que la varianza es
ab’
5 5 —— a>2
VIXISE[X ]-E[X]=1(a-2)a-1)
o0 a<?

Obsérvese que, en el'rango 1 <a <2, una v.a. de Pareto tiene media finita y varianza infinita, de
donde surgen las‘caracteristicas de ley de potencia que hacen tan interesante esta distribucion
para representat los fenomenos de complejidad observados recientemente en redes de
comunicacjones.

(e) La digtribucion de Cauchy (o de Lorentz, como se le conoce en fisica) resuelve la ecuacion
difexencial que describe algunos sistemas de resonancia forzada, tales como el ensanchamiento
dg las lineas espectroscopicas debido a fenomenos de resonancia. En redes de telecomunicaciones
el interés en la distribucion de Cauchy es de tipo estadistico porque, al ser semejante a la
distribucion normal cerca al maximo de la distribucion (el modo), como muestra la Figura 58, la
robustez de las pruebas de hipotesis que asumen normalidad se puede probar con datos tomados
de una distribucion Cauchy. Ademas, la razén X/Y de dos v.a. gaussianas independientes X'y Y
tiene una distribucion Cauchy.
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Figura 58. La distribucion de Cauchy es la version con cola pesada de ladistribucion Gaussiana

(f) Considere dos paquetes de longitud exponencialmente distribuida con promedio L bits,
independientes entre ellos, que empiezan a transmitirse simultdneamente en dos canales de la
misma capacidad, C. Sea Ti el tiempo de transmision del primer paquete y 7> el tiempo de
transmision del segundo paquete. La diferencia entre,los tiempos de transmision, 7 = T — T,
tiene una distribucion Laplaciana:

o0

AORIN

donde 1/4 = L/C es el tiempo promedio de transmision de un paquete. En efecto, mas adelante
veremos como la independencia de-los eventos asociados con cada variable hace que la pdf
conjunta f71.2(1,t2) sea el producte de las pdf marginales f7i1(#1)fm(.), de manera que la expresion
anterior es, sencillamente, la_evaluacion de la probabilidad total (definicion 19). La distribucion
de Laplace se muestra en la Figura 59.

oQ

le (t + S)fT2 (S)ds ZHVZe—MJ‘ e—ZLVdS =£e—lte—21ma)§(0,—1) — ie—l‘t‘
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Figura 59. La distribucion de Laplace es una version simétrica de la distribucion exponencial
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El valor medio de una variable Laplaciana es

E[T]= L i(_“wte_bdt ¥ I ’ te‘“dt) =0
2 2 0 —0

—00

y su segundo momento es
/1 0 _ o0 2
_ 29 _ 2 Al g, 2 At g,
V|T]=E[T ]——ZJ:wte dt—/lfote a’t——/12

(g & h) Coémo vimos, el tiempo entre llegadas consecutivas de paquetes que obedecen a un proceso
de Poisson es una variable exponencial. Cabe preguntarse por el tiempo que tomara la llegada
de n paquetes, que corresponderd a la suma de n variables aleatorias exponericiales
independientes e idénticamente distribuidas. La suma obedecera a la distribucion déwina variable
aleatoria de Erlang(n, 1), donde A es el parametro del proceso Poisson subyacenteySi el nimero
de términos que se suman se puede interpolar a valores no enteros, se obtiche la distribucion
Gamma.

45. La distribucion Gaussiana

En 1904, Henri Poincaré intent6 explicar con humor el uso getieralizado de la distribucion Gaussiana:
“Los fisicos creen que la distribucion Gaussiana fue(demostrada por las matematicas y los
matematicos creen que la distribucion Gaussiana fue descubierta experimentalmente por los fisicos”.
Lo cierto es que diferentes formas de esta distribucién han sido propuestas desde el siglo X VIII, por
lo que ha habido cerca de 300 afios para estudiasla,-aprovecharla y hasta para abusar de ella. De hecho,
en 1733, DeMoivre la descubri6 como una_féormula rapida para calcular la probabilidad del nimero
de caras y sellos en una gran cantidadd¢ monedas (Figura 55), que era un empleo tipico de los
matematicos en las cortes europeas. Sinembargo, pasaron mas de 70 afios antes de que la distribucion
Gaussiana cobrara toda su importancia. Entonces se suponia que el uso de la aleatoriedad era
exclusivamente para considerar “errores de medicion, como la dispersion de los rayos de luz
provenientes de una estrella-cuando atraviesan las microturbulencias de la atmosfera terrestre antes
de llegar al lente de ungtelescopio. En 1755 Thomas Simpson propuso una funcion de densidad de
probabilidad triangularpara el error de medicidn, que tiene su base en el intervalo [-a, a] y su altura
maxima, 1/a, en ¢ero. Con esta distribucion, el error se podia reducir tomando muchas muestras y
promediandolasy En 1770 Laplace generalizo esta propuesta postulando que la distribucion del error
debe ser §imetrica alrededor de cero y debe tender a cero a medida que el valor absoluto del error
tiende(@infinito, algo que ya Galileo habia intuido 150 afios antes (que los errores de medicion eran
simétricos y que los errores mas pequefios eran mas frecuentes). En 1780 Laplace mismo introdujo
la distribucion de Laplace como funcion de densidad del error para capturar sus postulados de manera
concreta. La Figura 60 muestra las propuestas de Simpson y Laplace para las distribuciones de los
errores de medicion.
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Figura 60. Funciones de densidad de probabilidad para el error de Simpson y Laplace

En 1805 Legendre publicd el método de los minimos cuadrados para regresion linéat. Dado un

conjunto de medidas {(xl., Vi ),i =1, 2,---,n} que se quieren ajustar a una linea rectayy, = ax, +b,

se considera el error cuadrado promedio de las medidas, MSE 212(%— = (ax, +b))*, y se

i,
S . ST
encuentran los valores de a y b que minimizan el MSE, (a ,b ) =arg mln—z (y, —ax, —b)* . Al
(a,b) n-;
derivar el MSE con respecto a @ y a b e igualar a cero se obtiene el minimo (pues el MSE es una

0

parabola como funcion de a 'y de b), 8_MSE = gMSE =0, lo que conduce a la solucion
a

v s
{*}_ n'i- : ni:lyi

a

b

* n

L g LA 1S
nzxi n;xi n;xiyi

=l
Con los resultados de Legendre y, I@place, y la hermosa funcion de DeMoivre, Gauss realizo el
siguiente analisis:

Supongamos que {X;, i=l~n} son n medidas erréneas de una cantidad Y, de manera que a cada
medida corresponde un.error £; = Y—X;. Supongamos también que todos los errores son independientes
e idénticamente distribiidos con pdf ¢(x), que es una funcion que satisface los postulados de Laplace.

Por independeneia, la pdf de la secuencia de errores, E = {E;, i=1...n} es f(E)= H¢(Ei) (ver
i=1

C . : . I
definiciones 65 y 75). Se quiere que el valor promedio propuesto por Simpson, X = —Z X, ,seael
i=1

. 0
punto de las mediciones donde se produzca el error mas probable, esto es, = f(E)=0 o,loquees
X

lo mismo, %log[ f (E)]:O. Expandiendo f(E), la condiciéon necesaria para maximizar la
X

probabilidad del error con el promedio de las mediciones es
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1 0 1 0 1 0
————P(E)+ —PE)++———¢(E,)=0
P(E,) Ox ¢(E,) Ox #(E,) X
Mediante la regla de la cadena,
0 0 0 0 1
7¢(Ei) = 7¢(Ei)7El' = ¢'(Ei)7Ei = _*¢'(Ei)
ox OE; ox ox n
Obtenemos

P(E) PE), L HE)
HE) #E)  JE,)

n
Como las medidas X», X3, Xa,... aparecen Unicamente en la suma Z X, , Gauss ¢onsider6 la suma
i=2

como una constante, de manera que los errores son E, =(n—-1)d, Ei==d, i=2,...,n y, por
consiguiente,
P(-Dd) | 0(d)
¢((n-l)d) ¢(-d)
de donde Gauss dedujo que para todo xeR y algunas constdatés a y c,
2'(x)
#()

Para satisfacer las condiciones de Laplace, estmecésario que ¢<0, que en notacion de hoy escribimos

ex?/2

=cx = ¢(x):ae

¢ = -1/6% La constante a se obtiene por normalizacion:

. 1 1 x )
j d(x)dx = IS P(x) = exp ——(—j

= o~N2r 2\o
que es la distribucion Gaussiana o normal. Resumiendo, la distribucion Gaussiana fue disefiada para
que el promedio aritmétice’ de las medidas sea el que minimice el error cuadrado promedio,
suponiendo errores simétricos. Este modelo resulta muy apropiado para conisderar errores de
medicion con pequefias varianzas (la ganancia de un jugador de dados, la altura fisica de los seres
humanos, el ruidg*térmico en una resisitencia eléctrica, etc.). Sin embargo, son muchos los ejemplos
que se pueden encontrar en los que este modelo disefiado no aplica: el nimero de personas afectadas
por un_apagoén, el tamafio de los incendios forestales, las cascadas de los eventos de congestion en
traficovaéreo, los impactos de meteoritos, las muertes y pérdidas econémicas por desastres naturales
ofartificiales, las variaciones en el mercado de valores, el uso de las palabras del espafiol, la poblacion
de las ciudades, los ingresos y riqueza de las compaiias y los individuos, la citacion de articulos, las
publicaciones por autor, los tamafios de los archivos en un disco duro, la utilizacién de la CPU en un
computador, etc. Todos estos son ejemplos de variables aleatorias cuyas distribuciones exhiben colas
pesadas y, por lo tanto, la alta variabilidad no corresponde con las condiciones para las que se disefio
la distribucion gaussiana. Nunca podremos subestimar la importancia de esta distribucion, como
veremos al estudiar, por ejemplo, el teorema del limite central (definicion xx). Sin embargo, es
importante tener en cuenta que es bastante facil (y bastante comtin) abusar de ella.
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46. Algunos Ejemplos muy Simplificados de Modelos Probabilisticos de
Eficiencia en Redes de Comunicaciones Basados en Variables
Aleatorias

(a)  Con trafico tipo Poisson, longitud fija de paquetes y un gran numero de
usuarios, la eficiencia del protocolo Aloha en la utilizacion efectiva del enlace
es pe?, donde p es la intensidad de trdfico. Esta eficiencia tiene un valor
maximo de 0.184 cuando p=0.5.

(b)  Bajo las mismas condiciones, la eficiencia del protocolo Aloha ranurado es
pe®, que tiene un valor maximo de 0.368 cuando p=1.

(c)  Sien el protocolo Aloha ranurado se considera un numero finitg de usuarios,
n, la maxima eficiencia que se puede conseguir es [(n-L)Ym|"", cuando la
intensidad de trafico es 1. Esta eficiencia tiende a 0.368@ medida que n tiende
a infinito.

(d) La maxima eficiencia del protocolo de retransmision Stop&Wait es (L(1-
BERY““M/(L + h + (h+2Ct,)), donde L es la/longitud (constante) de los
paquetes en bits, h es el numero de bits enxelencabezado que se les aniade, y
el canal se caracteriza por la tasa de errares, BER, el retardo de propagacion,
ty, ¥ la velocidad de transmision, C,

(e)  Bajo las mismas condiciones, la mdaxima eficiencia del protocolo de
retransmision GoBack-N es (IE-BER)*™")/(L + h + p(h+2Ct,)), donde p=1-
(1-BER)“?" es la probabilidad de que se daiie al menos un bit de una trama o
de su reconocimiento. Yla maxima eficiencia del protocolo de retransmision
Selective-Repeat es (D¢1-BER)-"")/(L + h).

Como hemos mencionado, el modelado probabilistico no es un formalismo matematico que se pueda
aprender como aprendimosspor ejemplo, los axiomas que definen la probabilidad. Al contrario, es un
tipo de arte que solo se’ptrede llegar a conocer después de haber estudiado muchos ejemplos y haber
acumulado mucha prdetica, a veces con éxito y a veces no. En los ejemplos sencillos que vienen a
continuacion notarémos algunos de los aspectos fundamentales de este modelado. Por ejemplo, es
necesario comgcer muy bien el sistema que se quiere modelar y establecer con claridad y sin
ambigiiedades el problema que se quiere resolver respecto a dicho sistema. Luego se deben identificar
los elementos que participan en el sistema, incluyendo las variables que describen tanto a los
elementos como a las interacciones entre ellos. En esta etapa se incluyen todas las restricciones y las
suposiciones que se deban hacer para que el modelo sea analiticamente tratable sin alejarlo demasiado
de la realidad. Entonces es cuando se aplican los aspectos particulares de las teorias matematicas
apropiadas. Los siguientes pretenden ser ejemplos muy sencillos de este proceso, en los que se desea
estimar la eficiencia en el uso de un canal de comunicaciones, ya sea compartido (ejemplos (a), (b),
y (¢)) o dedicado (ejemplos (d) y (e)).
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(a) Muchos medios de comunicacion no conectan dos puntos de manera exclusiva, sino que deben
compartirse entre diferentes usuarios, por lo que se conocen como medios de acceso multiple
(redes satelitales, algunas redes de area local, redes de radio, etc.). Para controlar el acceso a este
tipo de medios existe la capa MAC (Medium Access Control), para la cual se han desarrollado
diferentes tipos de protocolos que van desde algunos perfectamente organizados como round-
robin TDM (en el que cada nodo tiene una ranura de tiempo exclusiva para sus transmisiones)
hasta otros completamente aleatorios como A/oha (en el que cada nodo envia sus paquetes en el
momento en que se generan, con la esperanza de que no “colisionen” con las transmisiones, de
otros paquetes). Este ultimo, el mas simple de todos los protocolos de acceso multiple, se adoptod
en la Universidad de Hawaii en la década de los 70s y es la base de la mayoria de protoColos de
acceso aleatorio mas utilizados en diferentes tipos de redes. El protocolo se basa’en que los
usuarios, que transmiten un paquete cada vez que desean, puedan detectar)sitla interferencia
generada por otros nodos afect6 la recepcion de su paquete, en cuyo cas@ esperan un tiempo
aleatorio antes de reintentar la retransmision del mismo paquete.

Supongamos las siguientes condiciones: El enlace tiene una capacidad de C bps y lo comparte
un gran numero de usuarios, cada uno participando con una ‘fraccion muy pequeiia del trafico
total, de manera que la suma de las transmisiones nuevas y las retransmisiones forma un proceso
de Poisson con un promedio de A paquetes por segundo? Todos los paquetes tienen la misma
longitud, L, y el mismo tiempo de transmision, 7 =IL/C. Nos preguntamos por la eficiencia con
que se puede explotar el enlace, donde definimes Ja eficiencia como la tasa efectiva de paquetes
por segundo que puede transmitir el canal, normalizada por la maxima tasa que se podria lograr
si no hubieran colisiones y el enlace permaneciera ocupado transmitiendo paquetes,

Tasa efectiva _ AP[éxito]

Tasa ideal C/L

En efecto, si el medio puede permanecer el 100% del tiempo transmitiendo paquetes, lograria

Eficiencia—=

transmitir C/L paquetes por segundo. Pero, en realidad, de los A paquetes que en total producen
los usuarios, so6lo transmite efectivamente aquellos que no sufren colisiones, esto es, aquellos
que tienen éxito, AR[éxito]. Como el tiempo de transmision es 7=L/C, la forma que toma la
expresion anterior’para la eficiencia es £ = pP[éxito], donde p=AT es la intensidad de trafico.
Asi pues, solo falta determinar la probabilidad de que un paquete no sufra colisiones, P[éxito].

Para(que un paquete tenga éxito es necesario que nadie haya empezado a transmitir durante los
Tsegundos anteriores al inicio de su transmision (con eso €l no colisiona con nadie que ya haya
€stado transmitiendo) ni durante los 7' segundos que dura su transmision (con eso nadie colisiona
con ¢l durante su transmision). Esto es, para que un paquete tenga éxito, hay un intervalo de 27
segundos durante los cuales no debe iniciarse la transmision de ningun otro paquete: P[éxito] =
P[0 paquetes inicien transmision en 27 segundos] (verFigura 61).
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Para que un paquete tenga éxito es necesario que nadie haya
empezado a transmitir durante los 7 segundos anteriores al inicio
de su transmision (con eso €l no colisiona con nadie que ya haya
estado transmitiendo)

Para que un paquete tenga éxito es necesario que nadie haya
empezado a transmitir durante los 7" segundos que dura su
transmision (con eso nadie colisiona con ¢l durante su
transmision).

Esto es, para que un paquete tenga éxito, hay un intervalo de 2T
segundos durante los cuales no debe iniciarse la transmision de
ningun otro paquete

Figura 61. Para que un paquete que inicia transmision en #=0 tenga €xito es necesario que'nadie
mas intente empezar a transmitir en el intervalo [-7, T

De acuerdo con la suposicion de trafico Poisson,

Pléxito] = [(A 2T)°/01]e*2 = e

En consecuencia, la eficiencia del protocolo Aloha bajo las condiciones méncionadas depende

de la intensidad de trafico, p, asi:

Eficiencia = pe?”.
Esta eficiencia, que se grafica en la Figura 62, tiene un{maximo en el punto en el que

i Eficiencia = (1-2p)e*” =0, que corresponde a p= 1/27 donde la eficiencia toma el valor e
d

1/2=0.184.

0.2

Eficiencia

p_exp(-2y0)

Figura/627 Eficiencia del protocolo Aloha como funcién de la intensidad de trafico

(b) Supongamios que, en el ejemplo anterior, hacemos que una estacion emita una sefial cada 7=L/C
segundos indicando que quienes quieran transmitir pueden empezar a hacerlo. Cuando un
usuario quiera transmitir un paquete, en vez de hacerlo inmediatamente, espera a la sefial de
temporizacion. Esto es, el canal se ha dividido en franjas de tiempo (slots) que supondremos
exactamente iguales al tiempo de transmision de un paquete, 7. De esta manera, para que un

paquete tenga éxito, es necesario que nadie haya decidido empezar a transmitir durante el periodo

de T segundos anteriores al inicio de su transmision: P[éxito] = [(AT)"/0!]e*" = e”. La eficiencia

es, entonces, E = pP[éxito] = pe”, que se maximiza cuando 4 Eficiencia = (1— p)e” =0, €8
dp

decir, cuando p=1, en cuyo caso la eficiencia es e'=0.368, como muestra la Figura 63. Este es

el protocolo Aloha ranurado.
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Eficiencia del protocolo Aloha
0.4 T T T T T T T T T

Aloha ranurado

0.35

0.3

0.25

Eficiencia
o
[N

0 I I I I I ;
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

Intensidad de Trafico

Figura 63. Eficiencia del protocolo Aloha ranutado

(c) Enlos dos ejemplos anteriores supusimos un numero infinito de-uisuarios, cada uno participando
con un infinitésimo del trafico. ;Qué pasa si consideramogs un numero finito, 7, de usuarios? Por
supuesto, debemos considerar otro modelo de trafico. Por ejemplo, si el canal se divide en
ranuras de tiempo, podemos suponer que cada, usuario genera un paquete en cada slot con
probabilidad p, independientemente entre usuarios e independientemente entre slots. En este
caso, en cada slot pueden ocurrir tres casos diferentes: Que el slot se pierda porque nadie lo use,
que el slot se aproveche efectivamente porque s6lo un usuario decide usarlo, o que el slot se
pierda porque mas de un usuario lo quiere usar y se produzca una colision. Sea N el numero de
usuarios que deciden transmitir e unt slot. Como vimos, N tiene una distribucion binomial con
parametros (n, p). La eficiengiales la fraccion de tiempo que aprovechamos el canal para la
transmision efectiva de paquetes, esto es, la fraccion de slots que se aprovechan exitosamente.
En nuestra interpretacion frecuentista, esta fraccion de slots tiende exactamente a la probabilidad
de que un slot se aprevéche correctamente: E = P[N=1] = ("1)p(1-p)"! =np(1-p)"'. Esta es una
funcion concava env, asi que para encontrar el valor de p que maximiza la eficiencia basta con
igualar la derivada-de £ respecto a p a cero y despejar p:

S E=n= Py = nr=Dp=p) = (1= py (1-np) =0

Que tiene dos soluciones, p=1/n y p=1, de las cuales la de interés para nosotros es p=1/n.
Reémplazando este valor de p en la expresion de la eficiencia, obtenemos la eficiencia maxima,
E = [(n-1)/n]"".

Notese que esta expresion se basa en suponer un modelo binomial de trafico, mientras que la
expresion anterior para Aloha ranurado surgi6 de suponer un modelo Poisson. Sin embargo, si
en el modelo binomial hacemos tender # a infinito y p a cero de manera que np permanezca igual
a la intensidad de trafico deseada, obtenemos un modelo de Poisson. En efecto, si hacemos n—»o0
con np=1, obtenemos [(n-1)/n]"'— €'=0.368, como corresponde al modelo anterior de aloha
ranurado.
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(d) Consideremos un enlace dedicado punto a punto caracterizado por una capacidad de transmision,

C bits/segundo, una tasa de errores de bit, BER, y un tiempo de propagacion, ¢, segundos. Sobre
ese enlace enviamos paquetes de L bits desde el extremo transmisor hasta el extremo receptor.
Supongamos que usamos un codigo detector de errores (CRC, por ejemplo) capaz de detectar
todos los posibles errores (j!). Dicho c6digo, junto con el campo de numeracion de secuencia de
paquetes y otros campos de control, requieren un encabezado de / bits para cada paquete, con lo
que se construye una trama de L+ bits.
Una forma simple y efectiva de corregir los errores de transmision es a través de los pfotocolos
de solicitud automadtica de retransmision (ARQ): el mddulo receptor detecta lag trarhas con
errores y solicita automaticamente la retransmision del paquete correspondiente. EI protocolo
ARQ mas simple de todos se denomina Stop&Wait y se basa en la idea, de'(que no se debe
transmitir ningun nuevo paquete hasta no estar completamente seguro que€ el paquete anterior
llegd correctamente. Para esto, por cada trama recibida correctamente,-¢lodo receptor devuelve
un reconocimiento positivo indicando que recibid bien el ultimo paquete y espera el siguiente
paquete. Este reconocimiento se convierte en un permiso para que el nodo transmisor transmita
el siguiente paquete (Figura 64(a)). Si algiin paquete llega con‘errores, el nodo receptor devuelve
un reconocimiento negativo solicitando la retransmision delultimo paquete (Figura 64(b)). Y, si
después de un tiempo prudente, Z,., €l transmisor no re¢ibe ninglin reconocimiento positivo ni
negativo, supone que hubo un error y retransmite elffltimo paquete enviado (Figura 64(c)). Los
reconocimientos son tramas de control que ne.contienen ningun paquete y, por lo tanto, s6lo
tienen 4 bits de longitud.
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(c) Con pérdida de paquetes (o reconocimientos)

Figura 64. Secuencia de eventos en el protocolo Stop& Wait

Olaramente, es necesario que f. sea significativamente mayor que 2¢, + hA/C para evitar
retransmisiones innecesarias. Sin embargo, para encontrar la méaxima eficiencia de este
protocolo, supondremos que #., es exactamente igual a 2z, + A/C. De esta manera, una
transmision, exitosa o no, toma un tiempo #; = (L+24)/C + 2¢,. La probabilidad de que no haya
errores es (1-BER)“**" suponiendo que la presencia de errores en un bit es independiente de la
presencia de errores en los bits vecinos (lo cual no puede ser cierto en la mayoria de casos, pero
es una libertad que nos tomamos para mantener el modelo tratable. Entonces, la probabilidad de
que una trama se dafie y sea necesario retransmitirla es p=1- (1-BER)*"?" y, como se vio en la
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definicion 43(b), se necesitan en promedio 1/(1-p) transmisiones para que una trama llegue
correctamente. En consecuencia, el tiempo promedio que toma la transmision correcta de una
trama es tr = t1/(1-p). Si pudiéramos transmitir bits de usuario a la méaxima velocidad del canal,
resulta que hubiéramos enviado Ctr bits en el tiempo en el tiempo en el que, en realidad,
solamente enviamos L bits. Por lo tanto, la eficiencia de este protocolo es E = L/Ctr.
Multiplicando arriba y abajo por L+4 y expandiendo los términos de #r y p, encontramos la
siguiente expresion para la eficiencia del protocolo Stop& Wait:

)L+2h ' L+h
L+h+(h+2t,C)

Esta expresion esta compuesta por tres términos: El primero, L/(L+h), se refiere a la reduccion
en eficiencia debida al encabezado, para la cual no se puede hacer nada masyque reducir al

L
Eg =——(1-BER
e L+h(

maximo la longitud del encabezado que se afiade en el nivel de enlace a cada paquete del nivel
de red. El segundo término, (1-BER)“"?"  corresponde a la reduccion en-eficiencia debida a los
errores de transmision, para la cual no se puede hacer nada mas queteducir el BER mediante la
seleccion apropiada de las técnicas de modulacion y codificacion a nivel fisico. El término que
queda es la reduccion en eficiencia debida propiamente al pretocolo Stop& Wait y se caracteriza
por un parametro muy importante en el analisis de desempefio de los sistemas de comunicacion:
El “bandwidth-delay product”, 2t,C, que indica cuant@s)bits podriamos transmitir durante el
tiempo de propagacion. Con el proposito de ver el efecte de este parametro, consideremos 5 tipos
de enlaces, asi:

Tipo de enlace Tiempo de propagacion (Distancia, Capacidad Tasa de
velocidad) errores
Linea telefonica 5 us (1 kor”a"2x10° m/s) 56 Kbps 10°
ADSL 5uskkm a 2x10% m/s) 512 Kbps 107
LAN inalambrica 15300 m a 3x10° m/s) 10 Mbps 10
Fibra optica 5ms (100 km a 2x10% m/s) 1 Gbps 10
Satélite 240 ms (72000 km a 3x10® m/s) 100 Mbps 10°

Suponiendo un’enieabezado de 64 bits, podemos graficar la eficiencia de Stop&Wait para cada
uno de esosCinco enlaces, en funcion de la longitud del paquete, como muestra la Figura 65
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Figura 65. Eficiencia del protocolo Stop& Wait paralos cinco enlaces de ejemplo

En cada caso hay una longitud optima de paquetg, por’debajo de la cual dominan la ineficiencia
debida al encabezado (si 2¢,C es pequeiia compasada con el encabezado) o la ineficiencia debida
al protocolo (si 2¢,C es grande comparada con el encabezado), y por encima de la cual domina
la ineficiencia debida a los errores. Para paquetes entre 2500 y 5000 bits de longitud, la eficiencia
del protocolo Stop& Wait puede ser hasta del 93% en la linea telefonica y la linea ADSL, en las
que 2¢,C es de s6lo algunos pocosbits (linea ADSL) o una fraccion de bit (linea telefonica). En
el enlace wireless LAN, la maXima eficiencia que se alcanza es cercana al 80% con paquetes
cercanos a 1000 bits, donde27,C es de algunas decenas de bits. Pero en el enlace de fibra 6ptica
se alcanzaria a transmitir410 millones de bits durante el tiempo de propagacion, mientras que a
través del satélite sesalcanzaria a transmitir 48 millones de bits. Con paquetes de datos de
semejante longitud,Na probabilidad de error es casi uno. Por eso en el canal de fibra optica apenas
se alcanza una @axima eficiencia del 3% con paquetes de un millon de bits, y en el canal satelital
la maxima efiCiencia alcanzable es de menos del 0.1% con paquetes de cerca de cien mil bits.

Claramente, para enlaces con un gran bandwidth-delay product se hace necesario disefiar

protoecelos mas apropiados.

(e) /Puesto que la ineficiencia del protocolo stop&wait (cuando el bandwidth-delay product, 2t,C,
no es un nimero despreciable de bits) se debe a que durante los tiempos de propagacion el canal

se mantiene ocioso, una alternativa seria permitir que el transmisor siguiera transmitiendo

10°

nuevos paquetes mientras espera un reconocimiento. Sin embargo, ante la presencia de un error,

el transmisor debe saber cudles tramas debe reenviar, por lo cual debe mantener un buffer con
los paquetes que ya ha transmitido pero que no han sido reconocidos por el receptor. Cada
reconocimiento positivo libera un espacio en el buffer (porque ya existe seguridad de que el
paquete correspondiente llegd correctamente) y cada paquete transmitido ocupa un espacio en el
buffer (porque debemos tener disponible ese paquete por si llegara a hacer falta retransmitirlo).

134
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Asi pues, el buffer se maneja como una “ventana deslizante” (sliding window). El manejo de este
buffer aumenta la complejidad del protocolo en el transmisor pero permite aprovechar mejor los
tiempos de propagacion. En el receptor podemos hacer dos cosas: (1) Aceptar s6lo los paquetes
que llegan en orden de manera que, si llega un paquete fuera de secuencia, se descarta y se envia
un reconocimiento negativo. (2) Aceptar todos los paquetes que lleguen sin errores de manera
que, si llega un paquete fuera de secuencia, lo almacena para entregarlo posteriormente al nivel
superior, cuando haya completado todos los paquetes intermedios. En el primer caso, cada
paquete que el receptor acepta puede entregarlo inmediatamente al nivel superior, por lo que no
necesita ninguna ventana deslizante que almacene los paquetes recibidos fuera de ordeng aufique,
con cada error, el transmisor debe volver a enviar la ventana entera (GoBack-N). Ed.el.segundo
caso, como al nivel superior se deben entregar los paquetes en orden, aquellos que ll€guen fuera
de secuencia deben almacenarse en un buffer local, con el fin de entregar]os ‘al"nivel superior
cuando se complete una secuencia ordenada de paquetes. Por eso el receptor también necesita
un buffer para almacenar los paquetes recibidos que no ha podido entrégar al nivel superior, el
cual se maneja como una ventana deslizante que se abre con cadapaguete que entrega al nivel
superior y se cierra con cada paquete que acepta en desorden. La ventaja es que, en caso de error,
en vez de retransmitir toda la ventana, el transmisor s6londebe retransmitir el paquete en
problemas y continuar donde iba (SelectiveRepeat). El manejo del buffer en el receptor aumenta
la complejidad del protocolo, pero permite aprovechar las transmisiones exitosas que se hayan
hecho entre el paquete que se dand y la notificacion de dicho error en el transmisor. La Figura
66 muestra el comportamiento de estos dos pretocelos.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

1 2 3 4 5 ‘6 7 8 9 10
(a) GeBuack-N 'y SelectiveRepeat sin errores de transmision

1 2 3 4,5,6,7 8 9

(c) SelectiveRepeat con un error de transmision

Figura 66. Secuencias de eventos en los protocolos Go-Back-N'y SelectiveRepeat
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En GoBack-N, una transmision con error toma ¢, = (L+2h)/C + 2¢, mientras que una transmision

exitosa solo toma #, = (L+/)/C. Como la probabilidad de error es p=1- (1-BER)*?", de las 1/(1-
p) transmisiones que toca hacer en promedio hasta que un paquete llegue bien, una corresponde
a la transmision correcta y las otras p/(1-p) corresponden a transmisiones con errores, de manera
que el tiempo promedio que toma la transmision de un paquete hasta que llegue correctamente a
su destino es t=tyt+pt./(1-p)=[L+h+p(h+2t,C)]/[C(1-p)]. Entonces, en el tiempo en que se

4

podrian transmitir #7C bits de usuario, solo se transmiten L bits, por lo que la eficiencia es L/t7C,
6

L L+2h L+h
E., =m-(1—BER) :

L+h+p(h+2tpC)

Comparando con la eficiencia de Stop&Wait, los dos primeros términos no_cambian pues los

errores y el encabezado son inevitables, pero lo que si logramos hacer es“que la ineficiencia

debida al bandwidth-delay product s6lo se haga presente cuando haya efrores de transmision,
esto es, con probabilidad p=1- (1-BER)“?". Con respecto a SelectiveRepeat, tanto las
transmisiones correctas como las transmisiones con errores toman un'tiempo ¢ = (L+h)/C, por lo
qu

Eficiencia (Tasa efectiva / Capacidad)

e la el término en la eficiencia debido al protocolo es uno:

Eg = ﬁ -(1- BER)"™

La figura 2.29 muestra la eficiencia de GoBack-N y delSelectiveRepeat, en funcion de la longitud
del

paquete, para los mismos enlaces de la figura 2:27.

o Eficiencia del protocolo GoBack-N
107

Eficiencia del protocolo SelectiveRepeat

= T

Eficiencia (Tasa efectiva / Capacidad)
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Figura 67. Eficiencia de los protocolos GoBack-N y SelectiveRepeat

Noétese como la diferencia en las expresiones de eficiencia para los tres protocolos se encuentra
én la manera como afecta el término asociado con el bandwidth-delay-product, 2t,C+h. En
Stop&Wait aparece multiplicado por uno, ya que su efecto se sufre en todas las transmisiones.
En GoBack-N aparece multiplicado por p, ya que su efecto se sufre s6lo en presencia de errores,

que ocurren con probabilidad p. Y en SelectiveRepeat aparece multiplicado por cero, ya que su
efecto nunca se sufre.
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47. Desigualdades en la Cola de una Distribucion

Sea X una v.a. cualquiera. A las probabilidades de la forma P[X>a] ¢ P[|X|>a] se les

conoce como “Cola de la Distribucion de X . Estas colas se pueden acotar sin necesidad

de calcularlas exactamente:

(a) Desigualdad de Markov: Sea X una variable aleatoria no negativa con valor
esperado E[X]<w. Para cualquier o. > 0, se cumple que

E[X]

o

(b) Desigualdad de Chebyshev: Sea X una variable aleatoria con valor espérado

E[X]<oo y varianza V[ X]|<co.Para cualquier o. > 0, se cumple que

X]

P[X >a]<

Pl|x -E[X]>a]<

(c) Cota de Chernoff: Sea X una variable aleatoria. Para cualgiierro, > 0, se cumple
que

P[X>a]<mine“E[e” |

Entre sus muchas aplicaciones, las cotas de la cola de unadistribucion resultan muy utiles para
determinar garantias de calidad de servicio en redes concservicios diferenciados. Por ejemplo, una
medida de calidad de servicio indicaria que menos delNl % de los paquetes sufrird un retardo superior
a 100 ms; esto es, si D es la variable aleatoria que répresenta el retardo sufrido por un paquete, la
medida de calidad de servicio esta dada como_una.cota en la cola de su distribucion: P[D>0.1]<0.01.
Por esta razon, las cotas en la cola de la distribucion de una v.a. resultan de gran importancia, al punto
que un desarrollo tedrico tan fundamental’en ingenieria de redes con QoS como la “Capacidad

equivalente” de una fuente de trafico, por ejemplo, se basa en las cotas de Chernoff (ver definicion
).

Resulta facil verificar la validez de estas cotas. En efecto, para una variable aleatoria no negativa,
podemos partir de la definicion misma del valor esperado, E[X], asi:

E[X]= [ xdF, (x) = [ xdFy (x)+ | xdF, (x)

> j:xdFX (x)>a j‘” dF,(x)=aP[X > a]

queesia desigualdad de Markov. Esta desigualdad es muy interesante pues, por ejemplo, permite ver
qGe para cualquier variable aleatoria no negativa con valor esperado finito, la probabilidad de que la
variable exceda n veces su valor esperado siempre serd menor o igual a 1/n.

Abhora, para cualquier variable X con valor medio y varianza finitos, podemos construir la variable no
negativa (X-E[X])?, cuyo valor esperado es la varianza de X, y aplicarle la desigualdad de Markov,
con lo que obtenemos la desigualdad Chebyshev:

_ 2 2 V[ ] V[ ]
Pl(X - EIX]) 20 |< =4 = P - ELY] 2 o] <=5
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La cota de Chernoff tiene una gran aplicabilidad en la teoria de las grandes desviaciones, de donde
deriva gran parte de la formalidad de la ingenieria de redes con calidad de servicio. Para verificarla
podemos partir de una relacion muy general,

e >u(x—a), s>0
donde u(x) es el escalon unitario, igual a cero para valores negativos de x e igual a 1 para otros valores
de x, como se aprecia en la Figura 68.

Figura 68. ¢*™* > y(x) para cualquier s>0
De donde podemos verificar las siguientes expresioneés;

P[X >a]= J.:O dF, (x)= j:u(x —a)dF, (x) < _E; e‘r(’m)dFX (x)=e“E [esx]

Como dicha desigualdad es valida para cualquier valor no-negativo de s, podemos minimizar con
respecto a s>0 para obtener la cota de Chetnoff.

Aunque tendremos oportunidad déwusar estas desigualdades recurrentemente, es interesante mostrar
un ejemplo sencillo para notar suypoder y sus limitaciones: Se quiere asegurar que, en promedio, de
cada mil paquetes no mas de uho experimente un retardo superior o igual a 100 ms. ;Cuéanto debe ser
el promedio del retardo delos paquetes para garantizar esta condicion? Como el retardo D es una v.a.
no negativa, aplica la=dé€sigualdad de Markov seglin la cual P[D>0.1]<10E[D]=0.001, por lo que
podemos ofrecer la<garantia de retardo maximo si disefiamos para un retardo promedio de 0.1 ms,
independienteniénte de la distribucién de D. Pero si el promedio resulta ser, digamos, de 0.2 ms,
(Cuanto debe-valer la desviacion estandar para garantizar la misma condicion? Segun la desigualdad
de Chebyshev, P[D>0.1] = P[D-0.0002>0.0998] = P[|D-0.0002[>0.0998] < V[D]/0.0998> = 0.001,
por do'que necesitamos que la desviacion estandar no supere los 3.2 ms, independientemente de la
distribucion de D (nétese que la positividad del retardo nos permitié la segunda igualdad, pues |D-
0.0002|>0.0998 significa que D>0.1 o que D<-0.0996, pero la segunda desigualdad es imposible por
la positividad del retardo).

Claramente, estas cotas pueden ser muy poco estrictas, en la medida en que el servicio que realmente
estemos ofreciendo puede ser mucho mejor a la garantia que ofrecemos. Si conocemos la distribucion
del retardo, podriamos hacer algiin disefio mas eficiente usando cotas de Chernoff. Por ejemplo, si
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sabemos que el retardo obedece a una distribucion normal®

con media 'y desviacion estandar /3,
basta con tener un retardo promedio inferior a 44.7 ms para asegurar que la probabilidad de superar
los 100 ms no sea mayor que 1/1000. En efecto, la cota de Chernoff resulta ser exp(s(g(90+5 us)-
9)/90), que se minimiza con s=9(1-10.)/10.2, 1o que conduce a una cota minima igual a exp(-9(10 -

1)%/(20042)), que es igual a 1/1000 cuando £=0.0447.

Para este ultimo caso podemos calcular exactamente la probabilidad de superar los 100 ms de retardo,
pues para variables N(u,6%) se puede calcular facilmente la cola de la distribucion mediante la fgncion
O[(x-w)/c] =1 - Fx(x), ampliamente tabulada o facilmente calculable numéricamente: Para unyretardo
promedio de 44.7 ms y una desviacion estandar de 14.9 ms, la probabilidad de superar 1e$ 100 ms es
0.000103 < 0.001. En este caso, atin la cota de Chernoff resulta ser poco estricta.

48. Distribuciones con Cola Pesada

Sea X una v.a. con CDF F. Se dice que X tiene una distribucion con cola pesada si

lime* (1-F(x))=o0 Yu>0, esto es, si el decrecinienio de la cola de la

distribucion (la probabilidad de que la variable tome,valores mayores a x para
valores grandes de x, P[X>x|=1-F(x)) es mas lentovque exponencial. Como un
decrecimiento hiperbdlico es mas lento que expanencial, a veces el concepto de
cola pesada se particulariza al caso en que 15Fx) toma la forma cx™ cuando x— o,
para 0<a<2 y c>0.

Notese como, por ejemplo, la distribucion, _exponencial tiene una cola que decae exponencialmente
répido:

Pr[X >x]:1—F(x) :J.oo/ie_i”du =e ™, x20

mientras que la distribucion Gdussiana tiene una cola que decae ain mas rapidamente:

Lj‘”e
\/ﬂ x

O(0)= Pr[X > x]=1—F(x) - g, Sle‘xz/z

Sin embargo, considere la distribucion de Pareto:

. b a+l b a
Pr[X>x]=1—F(x)=j %(—] du=(—] , X2b
x u

X

quediene exactamente la forma hiperbdlica mencionada en la definicidn, lo cual implica una forma
mucho mas lenta de decaer. Con esta distribucion podemos ver algunas de las caracteristicas
principales de las distribuciones con cola pesada. Por ejemplo, como se vio en la definicion 44(d),
notese que si a<2, la varianza de la distribucion es infinita y, si a<l, el valor esperado de la
distribucion también es infinito. Esta es una caracteristica fundamental de las distribuciones con cola
pesada: Una altisima wvariabilidad. En otras palabras, la cola pesada conduce a valores
extremadamente grandes con una probabilidad no despreciable, de manera que al tomar muestras de

26 Para una variable X~N(u,6%) no es dificil encontrar que E[e*Y] = exp(us+0o°s*/2). Ver definicion 53.
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una distribucién asi, la mayoria de ellas seran “pequenias” pero algunas pocas de ella tendran valores
muy grandes. A medida que el parametro a tiende a uno por la derecha, se reduce la velocidad con
que la media muestral tiende al valor esperado.

Podemos verificar la ubicuidad de este fendmeno analizando la longitud de los archivos en nuestro
disco duro. Invitamos al lector a que lea las longitudes de todos los archivos en su disco duro y
grafique las frecuencias relativas de los eventos 4(k) = {Un archivo tiene una longitud mayor que o
igual a 1024-(2" — 1) bytes y menor que 1024-(2*! — 1) bytes}, k € {0,1,2,...}. La Figura 69 muestra
el resultado obtenido en el computador portatil del autor. Del espacio ocupado en el discogfla mitad
la ocupan los 12118 archivos mas grandes (el 5.3% de los archivos) y la otra mitad la octipan los
218607 archivos mas pequeiios (el 94.7% de los archivos). Si esta distribucion caractetiza los archivos
que intercambian por internet, se empezaria a explicar por qué las caracteristicas,del trafico moderno
son tan variables. De aqui la importancia que tiene el estudio de este tipo de variables aleatorias en el
modelado de redes de comunicaciones. De hecho, muchas otras medidas en“estas redes, tales como
la duracion de una sesion TCP, la longitud de un periodo de silencio enina'conversacion VolP, o los
tiempos de actividad e inactividad de una sesidn http, tienen distribuciones con cola pesada. Las
conclusiones que se hagan sobre el desempefio de la red con base ennmuestras de este tipo de variables
aleatorias pueden ser equivocadas si no se hace un muy juicioso’estudio estadistico para determinar
la significancia de los resultados. Otras variables con cola<pesada incluyen el numero de personas
afectadas por un apagon, el tamaio de los incendios forestales, los eventos de congestion en cascada
del trafico aéreo, el impacto de meteoritos en la supetficie terrestre, las muertes en desastres naturales,
las variaciones del mercado de valores, el uso de las palabras del espafiol, la poblacién de las ciudades,
la riqueza de los individuos, la citacion de artiCulos cientificos, etc.

T T
—— Frecuencia relativa del tamario de los archivos
——&-— Fraccion ocupada del disco duro

i e
& o

Estimado de la Probabitidad
3
T

Existen 230725 archivos
1051 La longitud promedio es de 99131 bytes

La mitad de los archivos tiene menos de 2675 bytes

La mitad del disco la ocupan los 218607 archivos méas pequefios y la
otra mitad la ocupan los 12118 archivos mas grandes.

(esto es, el 5.3% de los archivos ocupa el 50% del espacio en disco)
6 M| M|

Ll Lol Lol

10 10 10° 10° 10’ 10° 10°

Tamaiio de los archivos (bytes)

Figura 69. Frecuencia relativa de la longitud de los archivos en un disco duro
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49. Distribucion Condicional

Sea (€2 F, P) un espacio de probabilidad donde se encuentra definida la variable
aleatoria X:QQ—>R y el evento BeF. La funcion de distribucion acumulativa
condicional de X dado B es Fx(x|B) = P({X<x}N\B)/P(B). Su derivada es la pdf
condicional de X dado B y, si X es discreta, las dreas debajo de los impulsos de la
pdf condicional es la pmf condicional de X dado B:
P[{X=x}nB]

P[B]

El evento condicional B bien puede estar definido en términos de la misma yjgriable

d
fX|B(x|B):ZFX\B(X|B) Pz =

aleatoria X aunque, en general, puede ser cualquier evento del espacio de
probabilidad original, (£, F, P).

Como se demostro en la definicion 18, Fiya(x|B) es una funcion de distribucion acumulativa con las
mismas propiedades que cualquier otra CDF:

(a) La CDF condicional es no-negativa: Fx(x|B)>0 VxR

(b) La CDF condicional es no-decreciente: si x1 < xz enitonces Fxp(x1|B) < Fxa(x2|B)
(c) La CDF condicional es acotada: Fxs(-o0|B)=.0y Fxs(0|B)=1.

(d) La CDF condicional es continua por la derecha: Fxz(x"|B) = Fxs(x|B).

Lo mismo podemos decir de las funciones eondicionales de densidad y distribucion de probabilidad:

(@) fxp(x|B)20 VxeR Pz >0

(b) Fyy(x|BY =" fy5(a|B)da Fus(x|B)= 3 Py
kix <x

© [ fysla|B)da=1 > P =1

En efecto, al condicionar en el evento B so6lo se ha restringido el espacio muestral de (£2.7 P) al
espacio (B, H=FB,0(-)=P(:|B)), de manera que los eventos A(x)={weQ:X(w)<x}xeR se
restringen, a) Ap(x)={weB:X(w)<x} con probabilidad Q(4s(x))=P(A(x)"\B)/P(B)=P(A(x))/P(B) =
Fxp(x(B).

A manera de ejemplo, supongamos que el evento B es {weQ : a < X(w) < b} o, en nuestra notacion
simplificada, B = {a < X < b}. ;Cuanto es Fxzg(x|B)?
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pPlo]
Fe(b)-Fy(a)
Pla<X<x] F,(x)-F,(a)

FX\B(X|B):P|:XSX|CZ<XSb:|:

Pla< X <b] Pla<X <b] Fy(b)—Fy(a)
Pla<X<b] F®-F@_, __,
Pla<X <b] Fy(b)—Fy(a)
Derivando respecto a x,
0 x<a
fX\a<X§h(x|a<X£b): be(X) a<x<b
[ fr(s)ds
0 x>b
0, en el caso de una variable discreta,
0 x,<a
P
Pa<x<p = ‘ a<x, <b
2P
a<x/§b
0 x, >b

Por ejemplo, si lanzamos un dado y sabemos que ¢ayoé un numero par, ;Cual es la distribucion de

probabilidad del nimero obtenido? P[X=k|X es.par] = P

impar.

[X=k]/(1/2) = 0.3 si k es par o cero si k es

Como un ultimo ejemplo, si X es gaussiana con media w2y varianza o2, jcuél seré su distribucion dado
que |X-4|<ko? Sabemos que P[IX=4'< ko] = P[u-ko < X < putko] = Fx(utko)-Fx(u-ko). Esta es la
misma probabilidad de que una variable gaussiana con media cero y varianza uno esté en el intervalo
[-k,k]. Si llamamos G(x) alasCDF de la variable V'(0,1), la pdf de X dado |X-g|<koes

exp(—(x—,u)2 /2(72)
fe (x]|X - 1| < ka)EX5 652G - 1)2r

sixe[u—ko,u+ko]

0 otro caso

que se conoce como la distribucion gaussiana truncada.

50.” _Momentos condicionales

Sea (2 F, P) un espacio de probabilidad donde se encuentra definida la variable

aleatoria X: Q2—R y el evento Be F. El n-ésimo momento condicional de la variable

aleatoria dado el evento B es E[X" |B] = J‘R x"dFX‘B (x|B). El n-ésimo momento

central condicional de la variable aleatoria dado el evento B es
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dl

primero momento condicional de X dado B.

B]= .[R(x—E[X|B])"dFX‘B(x|B), donde E[X|B] es el

Sea, por ejemplo, una variable aleatoria Gaussiana con media cero y varianza o2, X. ;Cudles seran el
valor esperado y la varianza condicionales de X dado que X>0? Por la definicion 49 sabemos que

0 x<0
FaroK[X >0 =4 L@ g
[, fi(o)ds

donde f,(x)=

1 xY
e_i(;j y J‘:fx(s)ds=l/2. Esto es,

1fxY
fXX>0(x|X>0):l\/§e 2(Uj , x>0
o\

1( X
E[X|X > O] =%\/%I:xe*5(”) dx

Esta integral se puede calcular facilmente haciendo el ambio de variable y = (x/0)*/2 de manera que

dy = xdx/ c*:
E[ X|X >0] =, /zjme_ydy 0|2
o T

ya que J‘ “dy=—e”’ ‘: =1. De,acuerdo con este resultado, podemos calcular

V[X|X>O]=l\/zjj(x—UM)ze;(zjzdx
V[X|Xx>0]== \fj i ozi

Como el integrando tiene simetria par con respecto a x=0, podemos integrar de -co0 a +oo y dividir por
2:

1
\N2rwo

En consecuencia

22

vix|x>0]=
JT

\/ﬁULoxe (jdx o

donde podemos reconocer la varianza de X en el primer término, o, de donde

V[X|X>o]=az(1—3j

JT

51. Memoria de una Distribucion
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Dada una variable aleatoria X con CDF Fx(x), podemos considerar la distribucion
condicional de la cola de la distribucion, P[X > x+s | X > s], esto es, cudl es la
probabilidad de que la variable sea mayor a x+s dado que ya sabemos que es mayor
a s. Si esta probabilidad depende de s, se dice que la distribucion tiene memoria. En
otro caso, la distribucion carece de memoria. La unica distribucion discreta sin
memoria es la geométrica. La unica distribucion continua sin memoria es la
exponencial.

Para ver la importancia de esta definicion, consideremos por ejemplo tres modelos diferentes para el
tiempo de transmision de un paquete:

1

— 08
Modelo 1: 7} es una v.a. uniformemente distribuida entre 0 y S: f,(£) =1 S

0xyotro ¢

Modelo 2: T, es una v.a. exponencialmente distribuida con parametro-a.Y,(f) = e ¥, ¢>0

a+l
(éj (>b
b\ x

. . .y r a
Modelo 3: 7 es una v.a. con distribucion de Pareto, con parametros’a, b: f;(¢) = —

La pregunta que nos haremos es simple: Si el paquete que,esta en servicio empezo6 a ser transmitido
hace 7segundos, (cuanto tiempo le falta para terminarsu transmision? Esta es otra variable aleatoria,
el tiempo remanente, cuya distribucion es la cola cofidicional de la distribucion original. Esto es, si T
es el tiempo de transmision y el paquete lleva 7 segundos siendo transmitido, lo que queremos saber
es con qué probabilidad faltan mas de ¢ segundos para terminar la transmision:

P[T>1+7]

P[T >7]

En el modelo 1 tenemos P[Z=s]”= max(0,min(1,1 — s/S)), de manera que P[T>t+7T>17] =
max(0,min(1,1 — #(S-7))). Esto es, la distribucion del tiempo remanente estd uniformemente

P[T >t#7|T>7]=

distribuida entre 0 y S—7, . deomanera que entre mayor tiempo hayamos esperado, menor tiempo nos
falta por esperar. De heeho el tiempo promedio de espera se reduce de S/2 a (S-7)/2, de manera que
el tiempo que falta§e acerca a cero a medida que 7 se acerca a S. Esta dependencia entre el tiempo
que hemos esperado y el que nos falta por esperar se conoce como la memoria de la distribucion
uniforme, que)es negativa porque entre mas hemos esperado menos falta por esperar.

En el modelo 2 tenemos que P[T>s] = ¢, de manera que P[T>t+1T> 1] = e ?/e**=¢* : El tiempo
qae¢ ,falta por esperar sigue siendo una variable aleatoria exponencial con parametro A,
independientemente de que ya hayamos esperado 1 milisegundo, 1 minuto 6 1 afio. De hecho,
originalmente el tiempo promedio de espera era 1/A y, después de esperar 7 segundos, el tiempo
promedio del tiempo que falta por esperar sigue siendo 1/A, independientemente de t. Esta propiedad
tan particular se conoce como la falta de memoria de la distribucion exponencial.

En el modelo 3 tenemos que P[7>s] = (b/s)?, de manera que P[T>t+dT> 1] = [7(t+7)]°. Esto es, la
probabilidad de que debamos esperar ¢ segundos mas dado que ya hemos esperado 7 segundos
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jaumenta con 7!, de manera que tiende a uno a medida que 7 tiende a infinito: entre mayor tiempo
hayamos esperado, mayor tiempo nos falta por esperar. De hecho, suponiendo que a>1, el tiempo
promedio que falta por esperar después de haber esperado t segundos pasa de ab/(a-1) a 7/(a-1), que
tiende a infinito si rtiende a infinito. Esta dependencia entre el tiempo que hemos esperado y el que
nos falta por esperar se conoce como la memoria de la distribucién Pareto. El hecho de que el
tiempo remanente aumente con el tiempo que llevamos es un efecto de la cola pesada de la
distribucion, una de las leyes de potencia que tienen grandes implicaciones en la ingenieria de trafico
en redes de comunicaciones.

Las distribuciones exponencial y geométrica son las tinicas distribuciones que no tienendnemoria. En
efecto, como necesitamos que P[T>t+7T>1] = P[T>t+7]/P[T>7] = P[T>t], sera™necesario que
P[T>t+1] se pueda expresar como el producto P[7>¢]P[T>1]. En el caso continugf\esto exige que la
cola de la distribucion sea de la forma P[T>f]=e**. En el caso discreto, esto exige que la cola de la
distribucion sea P[X>n]=p".

52. Funcion Caracteristica

Sea X una variable aleatoria. La funcion caracteristic@’de X es una funcion de los
reales en los complejos, definida de la siguiente manera

b (@)= E[ S e dF, (x)
donde j = \(-1).

Notese que, con excepcion del signo del exponente, la funcion caracteristica de una variable aleatoria
es la transformada de Fourier de su fuficion de densidad de probabilidad o, tratandose de variables
discretas, la transformada de Fouriéx.en tiempo discreto de su funcion de distribucion de probabilidad:

J. f(x)e’™dx  continua

¢X (w) = @

> pe™ discreta

k=—0
Posiblemente recordemos como ésta era una herramienta muy 1til en la soluciones de ecuaciones
diferenciales (0vde diferencia), asi como en el calculo de integrales (o sumas) de convolucion en
sistemas lineales. Pues bien, mas adelante encontraremos este tipo de ecuaciones en el estudio de
multiples variables aleatorias y, en ese sentido, la funcion caracteristica cumple un papel igualmente
importante. En esas operaciones, si recuerda bien, se operaba en el dominio de la frecuencia vy,
posteriormente, se retornaba al dominio del tiempo. Ese retorno se consigue mediante la formula
inversa de la funcion caracteristica:

i@ =o-] @ do

_ 1 7 —jkw
Py _EL”@((W)Q do
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Los cambios de signo en el exponente complejo con respecto a la transformada de Fourier y la
transformada inversa obedecen a una convencion muy simple: en teoria de sefiales los vectores suelen
ser columnas y en teoria de probabilidades los vectores suelen ser filas, lo cual exige cambiar el vector
que se transpone y se conjuga al calcular el producto interno representado por la transformada.

Como un ejemplo de la utilidad de la funcidon caracteristica, notese que si @ @) es n veces
diferenciable en el origen (w=0), los n-ésimos momentos de X resultan faciles de calcular:

0)

Como se puede demostrar facilmente al derivar la deﬁn1c10n 52.

E[X"]=/"

Por ejemplo, consideremos una variable aleatoria X exponencialmente distribuida con parametro A,
cuya funcion caracteristica es

ﬂ“ e(jw—/l)x " — ﬂ‘
jo—-A N\ A-Jjo

O, ()= /”LJ.: eV dx =

— , con lo cual VX]=—

Igualmente fécil es considerar una variable Y normalmente distribuida con pardmetros iy o*:

—u\ 2024 . )
D, (w) = j e dy = j e 20 dy=---
o~N2m T o~N2m T
w*c* -2 joug’ _(y-u—joc) ﬂ ]wa 2y? . wrc?
2 Jou—
e I dy|=e

aJ_

(este truco de completar €l cuadrado para obtener una integral conocida es muy tipico al trabajar con
la distribucion normal). De estos resultados se encuentran facilmente los momentos de la distribucion
Gaussiana:
o @*o? 5  We?
E[Y]= lie/wt— 5 iy E[Y]=- d-  jeu-
j dw

de donde V[Y]=c.

Por ultimo, veamos el caso de una variable de Poisson U, con intensidad p:

O, (jo)= Ze'wk IZ —ef'”z (p =e” exp(pe-’”’) =exp(p(e-"" —1))
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E[U]z%%exl)(p(e”"—l))‘ = pe’” exp(p(efw_l))‘ =p
=0 =0
E[U’]=- da;; exp(p(ej‘” —1))‘ = pe’” exp(p(ej‘” —1))(1+pe’”’)

=0 w=0

=p(l+p)
VU] = E[U] - E*[U] = p

Cuando se trata de variables continuas o de variables discretas, la funcion caracteristica (transforthada
de Fourier) se puede generalizar a la funcion generadora de momentos (transformada de Laplace) o a
la funcién generadora de probabilidad (transformada Z). En este capitulo las mencionaremos
brevemente aunque su utilidad principal se vera en los préximos capitulos al considerar distribuciones
conjuntas de multiples variables aleatorias.

53. Funcion Generadora de Momentos

Sea X una variable aleatoria continua. La funcion generadora de momentos de X es
una funcion de los complejos en los complejos definida de lassiguiente manera

M (s)=E[e" |= jR e dF, (x) = jR e £ (x)dx

Cuando s=j®, obtenemos la funcion caracteristica'dé la distribucion.

El nombre de Funcion generadora de momentos es facil de comprender:

5=0 ds”’

de manera que el n-€simo momento d¢ ¥ es la n-ésima derivada de la funcién generadora de

dnn M, (0)= Z; E[eu]

- = E[ X"e™ ]

-5 [x]

s=0

5=

momentos, evaluada en s=0.

Consideremos, por ejemplo;.la funcion generadora de momentos de algunas variables conocidas:

1. Exponencial(4): A (s) = E[eSX} = lf: A = 4 , s<A4

A—s
2. Gaussiana(1£0): Mx(s)=exp(s(u+0s/2)) -de la manera que se calculd @y w) en 52-

3. Pareto(a,h): M, (s)=E [eJ'XJ = ab’ j; e x“dx = a(=bs)'T'(-a,—bs), s<0

dende I'(u,v) es la funcion gamma incompleta inferior, I'(u,v) = J.we'xx”"ldx

sb sa
1 J-b s e’ —e

4. Uniforme(a,b): M ,(s) = E[e“X} =% e dx = b-a)
@ s(b—a

—a

54. Funcion Generadora de Probabilidad
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Sea X una variable aleatoria discreta que toma valores en los enteros no negativos,
con pi=Prob[X=k|, k=0,1,2,... La funcion generadora de probabilidad de X es una
funcion de los complejos en los complejos definida de la siguiente manera

X k
GX(Z):E[Z ]zZpkz
k=0
Cuando z=&"®, obtenemos la funcion caracteristica de la distribucion.

El nombre de Funcion generadora de probabilidad es facil de comprender. Considérese una vagiable
aleatoria discreta que toma valores en los enteros, de manera que px = P[X=k] para £=0,1,2,. .

d}’l dﬂ o0 o0 dn o0 k!
G, (0)=— z* = z* = " =n!
7 O O= g 2P 2P g et br
z=0 z=0 z=0
1 d"
pn !dzn GX()

de manera que la distribucion de probabilidad se puede obterer inmediatamente de la funcidén
generadora de probabilidad mediante diferenciacion y normalizacion.

También ocurren cosas interesantes cuando evaluamos enz=1:

G, (D=3 p, =1 %GX W)=Y kp, = ELX] %GX ()= k(k—1)p, = ELX(X ~1)]

@ GX(l):ik(k—l)---(k—nﬂ)pk —E[X(X -1)--(X —n+1)]

n
7
lo que indica que la funcioén generadegade probabilidad también es, de algin modo, una funciéon
generadora de momentos.

Consideremos, por ejempla;la funcidon generadora de probabilidad de algunas variables conocidas:

1. Bernoulli(p): GH2)=(1-p)+pz=1+p(z-1)

2. Geométrica(p): G, (z) = izk pra-p)=@1- p)i(zp)k =(1-p)/(1-zp), lepI<1

n

3. Binomial(n,p): G, (z)= Zi:zk (ijk(l—p)”'k = Z(Z](zp)k(l—p)”_k =(1+ p(z-1))"

o k o K
4. 7 Poisson(4): G, (z) = zzk 'D—'e’” _ e—pz (ka') —ePef = exp(p(z—l))
k=0 . k=0 °

La utilidad de las funciones caracteristica, generadora de momentos y generadora de probabilidades
se podra apreciar mejor al considerar variables aleatorias conjuntamente distribuidas, que es el tema
del siguiente capitulo.
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IV. Vectores Aleatorios Bi-dimensionales

55. Campo-c de Borel en el Plano, B(R?)

El campo-o de Borel del plano real, AR?), es el minimo campo-c que contiene a todos
los subconjuntos de la forma

A(xy) = {(a,b)eR?: a< x, b< y},V (x,y)eR2
Los subconjuntos de R* que pertenecen a AR?) se denominan “conjuntos de Borel”.

Ya vimos como los conjuntos de la forma (-0, x] resultaron fundamentales para pasarde espacios de
probabilidad arbitrarios (€2, F, P) a espacios mas faciles de manejar definidog{por una variable
aleatoria, (R, B(R), Fx(x)). De la misma manera, al trabajar con dos resultados¢tuméricos diferentes,
X1y X», asociados con un mismo experimento aleatorio (€2, F , P), podemos evitar el tener que
describir explicitamente el espacio de probabilidad original si construimosun nuevo espacio implicito
para el resultado (X;,X>) donde el espacio muestral esta dado por el\plano cartesiano R, el campo-
sigma de eventos es el campo-sigma de Borel de R?, y donde la medida de probabilidad esta dada por
una funcion de R? en R, Fxy(x,y)=P[{wcQ : Xi(®) < x1}N{meQ : Xo(®) < x2}, (x,y)eR?]. En este
caso hablaremos del vector aleatorio (Xi, X2), definidosen 56, y de su funcion de distribucion
acumulativa conjunta Fx x(x,y), definida en 57. Efectivamente, como es imposible pensar en asignar
probabilidades a cada elemento del conjunto poteficia de R?, nos limitamos a los conjuntos que
pertenezcan a ~AR?). Nuevamente, el campo sigma ZAR?) incluye puntos, lineas, curvas, poligonos,
circulos y otros subconjuntos razonables de R?. Limitdndonos a uniones numerables de este tipo de
eventos en R?, podemos construir el espaeio de probabilidad (R?, Z4R?), Fx«(-,)), sobre el cual
podremos aplicar toda la l16gica booleana sin llegar a inconsistencias.

La siguiente figura muestra un conjunto elemental de Borel, A(8,8), que es el producto cartesiano de
los intervalos {x < 8} x {y £8}. Con complementos, uniones contables e intersecciones contables de
estos conjuntos basicospedemos generar casi cualquier subconjunto imaginable de R,
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Figura 70. A(8,8) = {(a,h)eR*:a< 8,b< 8}



