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INTRODUCCION

Durante los afios 1930’s la topologia desarrollé algunas de sus mds importantes nociones. La primera
conferencia internacional sobre el tema de las variedades, tuvo lugar en Moscti en el afio 1935. Los Espa-
cios Fibrados fueron introducidos por H. Seifert (1907-1996). En 1950 las nociones de espacio fibrado y
fibrados vectoriales fueron centrales en el estudio de la Topologfa Algebrdica. En este afio en Bruselas, y
en 1953 en la Universidad de Cornell, hubo conferencias internacionales que centraron el estudio en estos
espacios.

W.S. Massey cit6 cinco definiciones de espacio fibrado que se dieron en la conferencia de la Universidad
de Cornell. Esta serie de definiciones competentes entre si desarrollé un gran interes en la comunidad
cientifica por investigar sobre estos temas.

El personaje principal en el desarollo de los espacios fibrados fué H. Whitney (1907-1989). La introduccién
de sus espacios de esferas y las aplicaciones entre las mismas fueron un gran motor del estudio de las
variedades.

Cuando se habla de variedades, se debe hablar de Henri Poincaré (1854-1912), quien sembré sus se-
millas de Topologia Algebraica en su tan celebrado articulo “Analisis Situs", y sus subsiguinetes cinco
“Complements". Su interés en los métodos topoldgicos lo aproximé al estudio cualitativo de los sistemas
dindmicos.

La definicién de plano de D. Hilbert (1862-1943) comienza con un sistema de coordenadas que satisfa-
ce algunas propiedades topolégicas. El uso de vecindades localmente euclideas es la base de muchos
refinamientos que eventualmente dieron pié a la definicién de variedad usada hoy en dia.

Por otro lado, las raices de las ecuaciones diferenciales se remontan a las raices del calculo mismo con
Leibniz y Newton. Por tal razén solo vamos a mirar los antecedentes de los sistemas dindmicos. El proble-
ma central en la teoria de las ecuaciones diferenciales es la existencia y la unicidad. Cauchy da su primer
resultado para funciones analiticas siguiendo algunas idas de Euler. A finales del siglo antepasado, G.
Peano(1858-1932) publica dos articulos en los cuales formula dos teoremas de existencia diferentes. Estos
teoremas usan las aproximaciones sucesivas como herramienta principal, asi como algunos resultados
expuestos por Hartman.

El desarrollo simultaneo de los sistemas dindmicos en variedades diferenciales se debe, en gran parte, a
S. Smale, quien formul6 y demostré una serie de resultados relacionados con este tema.
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El objetivo principal de esta monografi, es hacer una exposiciéon del Teorema de Existencia y Unicidad
para ecuaciones auténomas, de las variedades diferenciables y de la definicién de las ecuaciones diferen-
ciales en variedades, con algunos de sus resulados para puntos singulares hiperbélicos.

El desarrollo de las ecuaciones diferenciales es de vital importancia en todas las ciencias exactas, ya que la
gran mayoria de los modelos explicativos en estas, son soportados en las ecuaciones diferenciales. Aho-
ra bien, gracias a las nuevos desarrollos cientificos, los comportamientos cualitativos de los fenémenos
estdn tomando cada vez mas relevancia. Aqui es donde entran las ecuaciones diferenciales definidas en
variedades, jugando un papel protagénico en la investigacién contemporanea. Segdn S. Smale [?] algu-
nos de los grandes problemas para investigar en matemaéticas en este siglo, estan relacionados bien con
variedades; bien con Ecuaciones diferenciales ordinarias (EDOs). Ejemplos de estos son: La conjetura de
Poincaré, la finitud del niimero de singularidades relativas en mecanica celeste o la hiperbolicidad de la
dindmica 1-dimensional.

Proceder en la lectura de esta monografia supone un conocimien to previo de las equaciones diferenciales
y la geometria diferencial, ade- mds de algunos elementos de topologfa y analisis. La exposicion de los
contenidos se hard de manera formal sin pasar al exremo y su presentacion es estandar en la matemadtica
contemporanea. Se usara el simbolo "I para denotar fin de la demostracién.
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cAPITULO 1

ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

Este primer capitulo es como el primer ingrediente de una comida que solo consta de dos ingredienes:
Las ecuaciones diferenciales ordinarias auténomas y la variedades diferenciables. Las primeras estan
definidas en espacios de Banach y las segundas son localmente espacios de Banach.

En este capitulo se expondra la teria fundamental de las ecuaciones diferenciales ordinarias auténomas.

1.1. TEOREMA DE EXISTENCIA Y UNICIDAD

1.1.1. CAMPOS VECTORIALES

Definicién. Sean E un espacio de Banach, W C E un abierto contenido en [E. Cualquier aplicacién
f+ W — E es un campo vectorial en W. Consideraremos solo los campos de clase C" conr > 101 = oo.
Una curva integral de f por un punto xy € W es una aplicacién diferenciable x : (—a,a) — W cona > 0
tal que x(0) = py x'(t) = f(x(t)). Asumiendo que E = R" para alginn = 1,2, ...; f se puede interpretar
como la regla que asigna a cada punto de xy € W el vector f(xp) con base en x y tangente a la curva x(f)
como se ve en la Figura 1.1.

Ejemplo 1.1. Imaginemos un péndulo formado por una cuerda y un disco homogéneo de masa m. Dicha
cuerda tiene masa despreciable y es de longitud constante [?]. Ademds el movimiento del péndulo esta
contenido en un plano ortogonal al horizonte; la tierra ejerce sobre el disco una fuerza constante y supon-
gamos una fuerza de friccién proporcional a la velocidad del disco con constante de proporcionalidad
k> 0.

De lo anterior, podemos deducir que la trayectoria del centro del disco estd contenida en una circunfe-
rencia, y ésta estd dada por
T(0) = (rsenf, —rcosh);
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Figura 1.1: Tangente a x en xg

donde r es la longitud de la cuerda y 6 es el angulo formado en sentido anti-horario por la vertical y la
cuerda del péndulo, como se puede ver en la Figura 1.2. La cinemética del movimiento de rotacién, nos
brinda una relacién entre la velocidad angular y la velocidad lineal o del del disco [?] de la siguiente
manera:

o(t) = rw(t) = 0'(t).

Donde v es la velocidad lineal y w es la velocidad angular. Por lo tanto, sobre le disco se ejerce una fuerza
total dada por

G:= — (kr§’ + msen®),

por la Ley Fundamental de la Dindmica o Segunda Ley de Newton, podemos igualar el segundo miembro
de la ecuacioén anterior al producto de la masa por la aceleracién; esto implica que:

— (kro' + msen8) = mr’,

esto es equivalente a:

o] w
w'| T %sen@—%w'

Designemos con F(6, w) al segundo miembro de la igualdad anterior y restrinjamos el dominio de F a
W= (—m/2,7t/2) x (—mt/2,71/2). La gréfica del campo vectorial F se puede ver en la Figura 1.3.

1.1.2. EXISTENCIA Y UNICIDAD

Definicién. Una funcién f : W — E es de Lipschitz si existe una constante K > 0 tal que para todos
x,y € W se cumple la siguiente desigualdad

[f(x) = fy)] < Klx —yl.

Ademas f se dice localmente Lipschitz si cada punto de W tiene una vecindad Wy C W tal que la
restriccién de f a Wy es una funcién de Lipschitz. La constante de Lipschitz puede variar con el conjunto
Wo.



Figura 1.2: Equema de péndulo
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Figura 1.3: Campo vectorial de la ecuacion x" = F(x)
Lema 1.1. Si f es una funcion continuamente diferenciable, es localmente Lipschitz.

Demostracién. Como en [?]. Sean xy € Wy y b > 0 tal que B,(xy) C W. Definamos Wy := B, (x). Esto
implica que Df | Wy es una funcién continua en un compacto. Lo mismo sucederé con la funcién | | o Df

en Wy. Debido a que Wy es un compacto, esta tltima funcién adquiere un minimo y un méaximo alli. Sea
entonces K > 0 tal que

IDf(x)| < K.

W es un conjunto convexo [?], esto quiere decir que para todo par x,y € Wy y todos € [0,1], y +su € Wp.
Seanu:=z—-yy

g:10,1] = Wy
S Y+ su.
Definamos ahora una funcién auxiliar ¢ de la siguiente manera:
$:[0,1] = E
s ¢(s) = f(&(s)) = f(y + su).



Por lo tanto

1
= / Df(y + su)uds;
0
tomando valor absoluto a ambos lados, conseguimos la siguiente desigualdad:

1
)= £ = | [} DSty-+ s
1
< [ IDf(+sw)lulds

1

§/ Klu|ds
0

= K|z —y|.

o

El siguiente teorema, que usaremos como un lema, se conoce como el Criterio de Cauchy para la Conver-
gencia Uniforme y su demostracién se puede encontrar en [?].

Lema 1.2 (Teorema de la Convergencia Uniforme). La sucecién de funciones ¢, : [—a,a] — E converge
uniformemente en [—a,a] a una funcion definida en [—a, a] si y solamente si para todo € > 0 existe un entero N,
tal que para todos m,n > N y t € [—a, a] se cumple

1gn(x) — gm(x)| <e.

Que la sucesion de funciones g, converja uniformemente en I a g, quiere decir que para todo € > 0 existe un entero
N, tal que para todon > N, |gn(t) — g(t)| < eparatodot € I.

Ahora demostraremos el teorema mdas importante de esta seccién. Se conoce como el Teorema Funda-
mental de las Ecuaciones Diferenciales ordinarias para sistemas auténomos. Un sistema auténomo es tal,
que el campo vectorial no depende del tiempo. Seguiremos las ideas de [?]

Teorema 1.1 (Teorema Fundamental de las EDO). Sean [E un espacio vectorial normado, W un subconjunto
abiertode E, f : W — E una funcién continuamente diferenciable y xo € W; entonces existe algiin a > 0y una
tinica solucion x : (—a,a) — W, continuamente diferenciable, al problema de valores iniciales

x(0

x =

~—

(x). (L1)

~

Demostracion. Si x es solucion al problema de valores iniciales (1.1) también debe ser solucién a

() = xo + ./Otf(x(s))ds (1.2)



y viceversa. Si x es solucién a (1.2), es soluciéon también al problema de valores iniciales (1.1).

La idea de la demostracién es definir una sucesion de funciones con base en el hecho anterior y haciendo
uso del Criterio de Convergencia Uniforme de Cauchy encontraremos una funcién que satisface (1.1).
Esta idea es muy importante, puesto que serd usada en otras demostraciones.

Sean b, M, Wy y K como en el Lema 1.1. Sea a € RR tal que
0 <a <min b1
M’ K
y sea también | := [—a, a]. Definamos una sucesion de funciones de la siguiente manera:

Ll()(t) = X0

n(t)i=x+ [ Fluo(s))ds
e (6):= v+ [ flug(s))ds.

up(t) € Wp paratodot € Jytodo k € IN U {0}. En efecto: el argumento es por induccién sobre k. Para
k = 0 es claro ya que xg € Wp. Suponiendo para k, demostremos para k + 1:

et = ol =| [ o))
< [ Vfuets)as

g/ths
0
< M(t—0)
< Ma
<b.

Por lo tanto, el integrando esta definido. Ahora probaremos que existe una constante L > 0 tal que para
todo k € IN U {0}, se tiene:

i1 (1) — we(£)] < (Ka)"L.
Este hecho también lo demostraremos por induccién sobre k. Sea
L =méx{|u; —up | |t| <a}.

Para k = 0 es claro que |17 — up| < L; para k = 1 tenemos que:



Suponagamos ahora para k > 2 y demostrémoslo para k + 1:

U (1) —ug(£)] < /Ot |f(ux(s)) — f(ux—1(s))|ds
< /(:Kluk(s) — ug_1(s)|ds

t
< / K(aK)*1Lds
0

< (aK)(aK)*1L
= (aK)*L.

Ahora bién, haciendo « = aK < %K < 1, obtenemos que para cualesquiera r > s > N

|ur(t) —us(t)| = [usyp(t) —us(t)] paraalginp =1,2,...

Entonces:

w

+
T

iR

|ur(8) — us(£)] =

N/

(”17+1(t) - “W(t))

[}

INA
gk =

|ty 1 () — uy (1)

I
z

AN
D
L8
=
=
h

<€

para cualquier € > 0 prefijado siempre y cuando N sea lo suficientemente grande. A esta altura de la
demostracién, hemos probado que la sucesion uy esta bién definida y es de Cauchy. Estamos pues, bajo

las hipétesis del Lema 1.2. Por lo tanto, la sucecion uj, converge uniformemente a una funcén x : | — E.
De la identidad

e = 0+ [ Flu(s))as,

podemos encontrar x tomando limite a ambos lados de la igualdad anterior. Lo que implica que

t
x(t) = xo + klim /0 f(ux(s))ds por definicién de x
— 00
t
= xg9+ /0 (kh_)rilo f (uk(s))) ds por continuidad uniforme
ot
=x0+ /0 f(x(s))ds por continuidad de f.

Por lo tanto x : | — E satisface (1.2) y en consecuencia, x satisface (1.1). Hemos probado asf la primera
parte de la demostarcién. La existencia. Debemos demostar ahora la unicidad. Para esto, supongamos
x,y : ] = W dos soluciones al problema de valores iniciales (1.1). Sea Q := max;¢ |x(t) — y(t)|. Este



maximo es adquirido en algtin punto t* € J. Entonces
Q= |x(t") —y(t")]
ot*
~| [ e v enas
J0

< [ 156D — flys)s

< [ Ix(s) — ys)las
<akKQ

Como aK < 1, entonces la desigualdad Q < aKQ es imposible a menos que Q fuera igual a cero. Es decir

X =y. S

Ejemplo 1.2. Retomemos el Ejemplo 1.1. Como F y W cumplen las hipétesis de Teorema 1.1, entonces, exis-
te una tnica solucién, x(t) = (0(t), w(t)), que satisface el problema de valores iniciales x(0) = (6p, wo)
y (0',w') = F(6,w) con (6, wyp) prefijado en W. Una solucion de la ecuacion x’ = F(x) lucird como en
la Figura 1.4. El comportamiento independiente de 6 y w se puede ver en la Figura 1.5. En la que el eje
horizontal representa el tiempo.

@\

Figura 1.4: Solucion a la ecuacién x’ = F(x)

1.2. PROPIEDADES POSTERIORES

Proposicién 1.1. Sea f como en el Teorema 1.1. Dos soluciones diferentes de x' = f(x) no se puden interceptar.
Ademds, si una solucion de esta ecuacién se corta a si misa, ésta debe ser periddica.

Demostracién. Sean ¢ : I; — R" y ¢ : [ — R" dos soluciones de x’ = f(x) tales que ¢(t1) = P(t2).
Definiendo x(f) := ¢(t, — t; + t), encontramos que:

X'(t) =¢'(ta—t1 +1)
= f(p(a—t1+1))
= f(x(1)),



es decir, x es solucion de la ecuacion diferencial x’ = f(x). Pero x(t1) = ¥(t2) = ¢(t1). Por el Teorema
1.1, x y ¢ coinciden cerca de t;; por lo tanto ¢ = .

Supongamos ahora que una solucién ¢, del problema de valores iniciales se corta a si misma. En otras
palabras, existe t; € I, tal que ¢(t1) = ¢(t1 + wp). Definamos P(t) := ¢(t + wp) como ¢(t1) = P(t1).
Entonces ¢ = 1, ya que ¢ también satisface x’ = f(x). Deducimos, entonces, que si una curva se corta a
si misma, necesariamente ésta debe ser periédica. d

El Teorema 1.1 nos dice que existe una tinica solucién al problema de valores iniciales (1.1) en algin
intervalo (—a,a), pero no nos dice qué tan grande se puede tomar este intervalo. La verdad es que existe
un intervalo maximal en donde la solucién estd definida.

LR

Figura 1.5: Comportamiento independiente de 6 y w

Ejemplo 1.3. Consideremos el problema de valores iniciales

Xy =x3 x1(0) =1 (1.3)
xXh =2+ x; ! x2(0) = 1.

Integrando la primera ecuacién por variables separables obtenemos que x; () = (1 —¢t)~!. La segunda
ecuacion queda convertida en una ecuacién diferencial lineal de primer orden no homogenea asi:

xXh(t) —x(t) =1—¢.

Por cualquier método de resolucién de ecuaciones diferenciales lineales podemos llegar a que x3(t) =
et +t, de donde

(x1(t), 22() = (1= 1) e +1)

La gréfica de esta solucién se ve en la Figura 1.6 Es claro que para | = [—a,4] si 0 < a < 1, la solucién
es continuamente diferenciable. Pero esto se puede extender puesto que para (—co,1) la solucién sigue
teniendo esta propiedad en ese intervalo. Este es precisamente el intervalo maximal de esta solucién para
el punto (1,1).



Figura 1.6: Solucién maximal a la ecuacién (1.3)

Lema 1.3. Sean W un subconjunto abierto de IE que contiene a xq, f una funcion continuamente diferenciable
yup : I1 = Wyuy : I = W soluciones del problema de valores iniciales (1.1) en los intervalos 11 e Ip
respectivamente. Bajo estas hipdtesis, sity € I = Iy N Ip, u1(t) = up(t) paratodot € I.

Demostracion. Como uq y uy son dos soluciones al problema de valores iniciales (1.1) y en virtud de la
Propocisién 1.1, u; debe coincidir con u; en una vencidad de ty.

Sea J la union de todos estos intervalos donde u; y u, coinciden. Entonces J es el intervalo mds grande
en donde estas soluciones coinciden. Claramente J C I. Vamos a probar ahora, la contenencia I C J.
En caso de que esta contenencia no se tuviera, J serfa un subconjunto porpio de I. Haciendo uso de este
hecho y de que I e J son intervalos, existe un t; € 9(J) que esta en I. Por la continuuidad de 11 y uy, los
siguientes limites existen y son iguales:

Iim uq(t) = lim uy(t) = u

t—tg 1) t—to 2(t) 0

Aplicando nuevamente el Teorema 1.1, encontramos que u; y uy deben coincidir en algtn intervalo Iy =
(to — €,to + €) que a su vez debe estar contenido en I. Entonces, 11 y u; deben coincidir en el intervalo
JU Iy C I. Esto es una contradiccién gracias a la maximalidad de J. Por lo tanto, I = J, y u; y u coinciden
enl = Il N 12. BY

Teorema 1.2. Sea W un subconjunto abierto de un espacio de Banach E y supongamos que f € C*(W). Entonces
para cada punto xo de W existe un intervalo abierto maximal I(xo) en el que el problema de valores iniciales (1.1)
tiene una tinica solucion x.

Demostracion. Por el Teorema 1.1 el problema de valores iniciales 1.1 tiene una tinica solucién en algtn
intervalo abierto (—a,a). Definamos («, 8) como la unién de todos los intervalos abiertos I, tales que el
problema de valores iniciales 1.1 tiene una solucién en I. Definimos la funcién x(t) en («, B) del siguiente
modo: Dado un t € (a, B) existe un I que contiene a este ¢ tal que el problema de valores iniciales (1.1)
tiene una solucion u(t) en este I. Para este t € (a, ) definimos x(t) = u(t).

Esta x estd bien definida. En efecto, si t € I} N I; donde las I; e I; son dos intervalos abiertos tales que el
problema de valores iniciales (1.1) tiene soluciones u; y u en I e I, respectivamente. Por el Lema 1.3, u4
y uy coinciden en I N I.



Esta x asi definida, es una solucién del problema de valores iniciales (1.1) en («, B). (¢, B) es claramente
abierto ya que él es unién de intervalos abiertos. oS

Vamos a dar ahora una demostracion alternativa que usa el Lema de Zorn [?].

Demostracion. Sea @ el conjunto de todas las soluciones al problema de valores iniciales (1.1). En este
conjunto establecemos una relacién de orden parcial de la siguiente manera: ¢ < ¢ sii ¢ es una extensién
de ¢; sea (¢;) una cadena en ®. Vamos a encontrar una cota superior a esta cadena de la siguiente manera:
La funcién ¢ definida a continuacién nos servira.

¢: | (dom(¢y)) = W
pied
s — ¢i(s)

siempre y cuando s € dom(¢;) para algun i en los subindices de la cadena. Esta funcién estd bien definida
por el Lema 1.3 y es una cota superior para esta cadena. Por el lema de Zorn este conjunto ® tiene
elementos maximales y por el Teorema 1.1 este intervalo es tnico. oS

Definicién. Elintervalo (&, 8) del Teorema 1.2 es llamado el intervalo maximal de existencia del proble-
ma de valores iniciales (1.1).

Teorema 1.3. Sea W un subconjunto abierto de un espacio de Banach E que contiene a xo; sea f € C*(W) y sea
(a, B) el intervalo maximal de existencia del problema de valores iniciales (1.1). Supongdmos ademds que p < oo.
Entonces dado cualquier conjunto compacto K C W, existe un t € («, B) tal que x(t) ¢ K.

Demostracion. Ya que f es una funcién continua en un conjunto compacto K, existe un ntimero positivo
M tal que |f(x)| < M para todo x € K. Sea x(t) la soluciéon del problema de valores iniciales (1.1) en
su intervalo maximal de existencia («, f), supongamos que § < co y que x(t) € K para todo t € («, ).
Primero mostraremos que lim,_,g- x(#) existe. Sia < t; < f, < p entonces

)
[x(t) = x(12)| < [ 7 F(x())1ds < Mltz — 1|
1
Por lo tanto, cuando t; y ¢, se aproxioman a 8 por la izquierda entonces
|x(t2) = x(t1)[ = 0.

Como estamos en un espacio métrico completo, el limite anterior existe. Sea este x1. La compacidad de K
nos garantiza que x estd en K C [E. Definamos ahora una funcién u(t) en («, p] asi

u(t) = {x(t) parat € (a,B)

X1 parat=p.

Esta u(t) asi definida es diferenciable en («, ]. Por otro lado

ot
u(t) = xo+ /O F(u(s))ds
lo cual implica que u/(B) = f(u(B)), es decir, u(t) es una solucién al problema de valores iniciales (1.1)

en (a, B). La funcion u(t) es llamada la continuacién de la solucioén x(t) en («, B]. Ya que x; € W, por el
Teorema 1.1, el problema de valores iniciales
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tiene una tnica solucién x (t) en un intervalo (f —a, f + a) para algun a > 0. Por el lema 1.3 xq (t) = u(t)
en (B—a,B)yx1(B) = u(p) = x1. Por lo tanto, si definimos

o(t) = {u(t) parat € (a, B]
x1(t) parate [B,B+a),

v(t) es una solucién al problema de valores iniciales (1.1) en («, B + a). Pero esto contardice la maximali-

dad de (a, B). A

El enunciado del teorema anterior se puede resumir diciendo que las soluciones “escapan”de compactos,
siempre y cuando el intervalo maximal esté acotado superiormente. Un resultado similar, cuya demos-
tracién también es similar es el siguiente:

Corolario 1.1. Sea W un subconjunto abierto de un espacio de Banach E que contiene a xo, sea f € C1(W) y sea
(«, B) el intervalo maximal de existencia del peroblema de valores iniciales (1.1). Supongdmos ademds que & > —oo.
Entonces, dado cualquier conjunto compacto K C W, existe un t € («, p) tal que x(t) ¢ K.

Otras dos consecuencias del Teorema 1.3 se enuncian a continuacién. La primera no es mds que la con-
trarreciproca de este teorema. La segunda nos dice que las soluciones del problema de valores iniciales
(1.1) tienden a al frontera de W cuando el tiempo tiende hacia el infinito. Estos corolarios al Teorema
1.3 serdn de suma importancia cuando estemos tratando campos vectoriales definidos sobre variedades
compactas, como lo son la esfera o el toro.

Corolario 1.2. Sean W un subcunjunto abierto de |E con xo € W, f € CY(E) y [0,B) el intervalo maximal
semiabierto derecho de la solucién x(t) del problema de valores iniciales (1.1). Supogamos ademds que existe un
conjunto compacto K C W tal que x([0, B)) C K. Entonces p = oo.

Claramente este corolario tiene un enunciado dual para el intervalo semiabierto izquierdo («, 0]

Corolario 1.3. Bajo las hipétesis del Teorema 1.3. Si B < oo y si lim x(t) cuando x — B~ existe, entonces:

x1:= lim x(t) € 9(W).
x—p~

Demostracién. Sea u(t)la extensionde x a [0, B] y sea K := u(][0, B]). K es compacto por ser la imagen de un
compacto por una funcién continua. Si x; € W entonces K C W. Por el Teorema 1.3 existe un t; € (0, B)
tal que x(t1) ¢ K. Esto es una contradiccién y por lo tanto x; ¢ W. Como x(t) € W para todo t € [0, B).
Esto quiere decir que x1 no tiene mas opcion que pertenecer a W entonces x; € (W — W) = oW. d

Vamos a estudiar ahora la continudad en las condiciones iniciales. Para poder garantizar lo anterior,
necesitamos unos hechos cuyas demostraciones siguen las ideas de [?].

Lema 1.4. Sea u : [0,a] — R continua y no negativa. Supongamos que C > 0y K > 0 son tales que
t
u(t) < C+/ Ku(s)ds
0

para todo t € [0, a]. Entonces

para todo t € [0, a].
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Demostracion. Supongamos primero que C > 0, sea
t
U(t) :=C +/ Ku(s)ds > 0;
0

entonces u(t) < U(t). Diferenciado U encontramos que U’ (t) = Ku(t)

u'(t)  Ku(t) < KU(t)

awm - ouw S ouw o~

Por lo tanto
2 (log (1)) < K,
dt
integrando:
log U(t) <logU(0) + Kt
Aplicamos exponencial en ambos lados de la desigualdad anterior, obteniendo asi:

u(t) < U(t) < CeXt,

Si C = 0, aplicamos el argumento anterior a la sucesién {%} Esta sucesion es de términos positivos y
tiende a 0. Esto prueba el lema. Y

El anterior lema se conoce con el nombre de Desigualdad de Grownwall. El siguente lema es una de-
sigualdad que serd usada para la demostracién de la continuidad en las condiciones iniciales.

Aclaracion. Notaremos con x(t,y) la solucién a la ecuacion diferencial x” = f(x), con la condicién inicial
x(0) = y. Y notaremos con x'0 (¢, y) la solucién a la ecuacion diferencial x’ = f(x) con x(to) = y.

Lema 1.5. Sean W C E un subconjunto abierto, f : W — E con constante de Lipschitz K. Sean x"(t,y) y
x0(t, xq) soluciones a x' = f(x) en el intervalo cerrado [to, t1]. Entonces, para todo t € [to, t1]:

%' (t,y) — x'0(t,x0)| < |y — xoleXt

Demostracion. Definamos
o(t) == |x"(t,y) — x0(t,x0).
Puesto que
¥0(t,y) — X (£ x0) —x0+/ X0 (1 1)) — F(x'0 (£ x0))] ds,

tenemos ;
v(t) <o(tg) + | Ko(s)ds.
Jtg
Aplicamos el Lema 1.5 a la funcién u(t) := v(ty + t) para obtener:
o(t) < v(tg)eKt=h),

lo cual es la conclusién de la proposicién. !
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Lema 1.6. Sea f : W — E una funcion localmente Liptschitz y K C W un conjunto compacto. Entonces f | K es
Liptschitz.

Demostracion. Supongamos lo contrario. Entonces, para todo n € IN podemos encontrar x, y v, tales que
[f CGen) = f(yn)| > nlxn — ynl-

Como K es compacto, podemos escoger dos subsucesiones de {x,} y {y,} tales que x,, — x* € Ky
Yn, — y* € K. Ahora bien, como

[ =yt < f (o) = £ (Y|
< (f Con) |+ 1F ()]
= nI:IZM,

x* = y* cuando ny — oo. Por hipétesis, podemos escoger una vecindad de x* lo suficientemente pequeia
tal que para todo xp, y yp, en esa vecindad exista un n; > K > 0 para el cual se verifica la desigualdad

|f(x”k) _f(y”k)| < K|x”k _ynk‘

-1
S nk |x'rlk - }/nk‘
lo cual es absurdo. "

Teorema 1.4 (Continuidad en las Condiciones Iniciales). Sea f una funcion continuamente diferenciable y sea
x'0(t, o) definida en [to, t1]. Entonces existe una vecindad U C E de yq y una constante K > 0 tal que si zo € U,
existe x'0(t,zg) también definida en [to, t1] tal que para todo t € [to, t1] satisface

%10t yo) — x'9(t,20) | < K|z — xoleKI0) y

yhﬁn;o x(t,y) = x(t,x0)
uniformemente para todo t € [tg, t1].

Demostracién. Por compacidad de [tg, t1], existe un € > 0 tal que x € W siempre que |x — x(t,10)| < e.
El conjunto de tales puntos es un subconjunto compacto A de W. Por lo tanto f | A es una funcién de
Lipschitz, con constante de Lipschitz k.

—k|t;—to]

Sea 0 > 0 tal que 6 < min (e, €e ) Podemos afirmar que si |zg — yg| < J, entonces existe x(t,zg)

definida en [to, t1]. En efecto: Primero que todo zy € W puesto que |zo — yo| < €. Por lo tanto, existe
una solucién en el inervalo semiabierto maximal derecho [ty, B). Debemos probar que § > t;. Para esto
supongamos que B < f1. En tal caso, por la Proposicion 1.5, para todo t € [tg, B)

|x'0(t, 29) — x"0(t,yo)| < |z0 — yole 110!

S ek‘tlftl)‘ S €.
Esto quiere decir que x'0(t,z) pertenece enteramente al conjunto compacto A. Por el Teorema 1.3 [ty, B)

no puede ser el intervalo maximal semiabierto derecho. Por lo tanto x'0 (¢, z;) esta definido en todo [to, t1].
La desigualdad se sigue inmediatamente de la Proposicion 1.5 y el limite se deduce de la desigualdad. "X
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Definicién. Sean E, f y W como en el Teorema 1.1. Dado x € W, existe por el Teorema 1.2, un inter-
valo méximal I(x) € R y una tnica solucién, ¢, del problema de valores iniciales (1.1). Para indicar la
dependencia de ¢(t) en x escribiremos

SeaY={(t,x) e Rx W/ te€I(x)},lafuncién
p: Q=W
(£, x) = ¢t x) = 1 (x)
serd el flujo de la ecuacion diferencial x’ = f(x). También podemos escribir ¢;(x) en cambio de ¢(t, x).

Teorema 1.5. La funcion ¢ tiene la siguiente propiedad:

Ps+1(x) = ¢s(Pr(x))

en el sentido que si uno de los dos lados estd definido, el otro también y son iguales.

Demostracién. Como en [?]. Supongamos primero que s,t > 0y que ¢s(¢¢(x)) estd dfinido. Esto significa
que t € I(x) y que s € I(¢(x)). Supongamos I(x) = («,B). Entonces & < t < f; primero que todo
mostraremos que 5 > s + t. Definamos para este fin la siguiente funcién

yi(a,s+t] =W

o) sia <r<t
VH}’“)_{wr—t,cpt(x)) sit<r<tdts

Entonces y es una solucién y y(0) = x. Por lo tanto s + ¢ € I(x). Ademads

Pst(x) = y(s +1) = ¢s (1 (x)).

El resto de la demostracién sigue las mismas ideas. Y

Las demostraciones de los dos teoremas siguientes siguen las ideas de [?]

Teorema 1.6. () es un conjunto abierto de R x Wy ¢ : QO — W es una funcién continua.

Demostracion. Sea (tg,x9) € Q. Podemos tomar t > 0y ¢(-,x) definida en [0, to] y por lo tanto en un
intervalo [—e, fop + €] con € > 0. Por el Teorema 1.4 existe una vecindad U C W de x, tal que la curva
solucion ¢ (-, x) esta definida en [—e¢, ty + €] para todo x € U. Por lo tanto (—¢,fy+¢€) x U C Q, lo que
prueba que () es abierto.

Por el mismo teorema ¢ es continua, ademas diferenciable en G, donde G = (—¢, tg + €) x U. Pero (g, xo)
es un punto arbitrario de (2 y por lo tanto ¢ es continuamente diferenciable en Q. S

Teorema 1.7. La funcion ¢y envia U sobre un conjunto V en el que ¢p—; estd definida y ¢p—; envia V sobre U. La
funcion compuesta ¢_; o ¢y es la identidad en U y la funcion compuesta ¢t o p—; es la identidad en V.
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Demostracién. Sea xo € Uy fijemos ty € I(xg) conty > 0y yo = ¢, (x0). ¢(+, x0) estd definida en [0, to].
Supongamos que —ty < s < 0, entonces s + ty € [0, ty]. Definamos la siguiente funcién:

h: [—to,O] — W
s ¢(s+to, x0) = ¢s(yo)-

esta funcion es una solucién a x’ = f(x) tal que h(0) = y. Esto quiere decir que —ty € I(yo). Por lo tanto
¢+ estd definida en ¢;(U) = V. La afirmacién acerca de las compuestas es obvia gracias al Teorema 1.5.
Para demostrar que V es abierto, sea V* D V el subconjunto mas grande de W en el que ¢_; esta definida.
V* es abierto por lo que () es abierto, y ¢_; : V* — W es continua porque ¢ también lo es. Por lo tanto, la
imagen inversa del conjunto U bajo la funcién ¢_; es abierta. Pero esta imagen inversa es precisamente

V. oS

El siguiente teorema es una recopilacion del capitulo.

Proposicién 1.2. Si ¢(-, x) estd definida en R para todo x € W, entonces, ¢ es un sistema dindmico. Es decir:

1. ¢ € CH(W)

2. (g, 0, ¢0) es un grupo abeliano de difeomorfismos; donde

Ap = (Pr)ter

O Q[(P X Ql(p — Q[‘P
(P, Pps) = Pt oPs = Psis.
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CAPITULO 2

VARIEDADES DIFERENCIABLES

El segundo ingrediente de nuestra “comida.®t4 expuesto en este capitu- lo. Las variedades diferenciales
son localmente espacios de Banach y estos se manejan de manera transversal en esta monografia. Apro-
vechando lo anterior, lo engorroso del lenjuage de las variedades diferenciales se subsanaré en el tercer y
altimo capfitulo. Por ahora usaremos el lenguaje de variedades, en el que las cartas estan notadas con le-
tras mintnsculas griegas como ¢, o 6. Las definiciones y propiedades que se expondrén en este capitulo
siguen las ideas de [?].

2.1. DEFINICIONES Y EJEMPLOS

2.1.1. VARIEDADES TOPOLOGICAS

Definicién. La siguientes son unas definiciones relativas a variedades topolégicas:

1. Un encaje de un espacio topodgico X en un espacio topolégico Y es una funcién continua y uno a
uno que define un homeomorfismo de X sobre f(X) C Y.

2. Una familia § de conjuntos del espacio topolédgico X se dice localmente finita sii cada punto de X
tiene una vecindad que intersecta a lo mas un nimero finito de miembros de J.

3. Sean § y & dos cubrimientos del espacio X. Decimos que § es un refinamiento de & y lo notamos
§ < 8, sii todo miembro de § estd contenido en algiin miembro de &.

4. Un espacio topolégico X es paracompacto sii todo cubrimineto a- bierto de X tiene un refinamiento
abierto localmente finito para X.

5. Sea E un espacio de Banach. Una [E-variedad topolégica o una variedada modelada en E es un
conjunto no vacio, paracompacto y de Hausdorff X, tal que para todo x € X existe un U € V(x)
homeomorfa a un conjunto abierto de E. Una vecindad de estas es una vecindad coordenada de x.
Cuando el espacio [E = R”, decimos que X es una variedad topolégica n- dimensional.
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Proposicién 2.1. Un conjunto no vacio, paracompacto y de Hausdorff, es una E-variedad topoldgica sii todo punto
x € X tiene una vecindad abierta V en X, tal que ella es homeomorfa a E.

Demostracion. Ya que E es un subconjunto abierto de si mismo, la suficiencia de la proposicién es obvia.
Probemos entonces la necesidad.

Para esto, sea x un punto cualquiera en la [E-variedad topolégica X. Por la definicidon, existe una vecindad
U de x junto con una inmersién

i:U—E

tal, que i(U) es un subespacio abierto de E. Sea y = i(x). Entonces i(U) es una vecindad abierta de y en
E. Por lo tanto, existe un 6 > 0 tal que la bola abierta B;(y) est4 contenida en i(U). Sea V = i~ [Bs(y)].
Entonces V es una vecindad abierta de x en X que es homeomorfa a E. El homeomorfismo que envia a
Bs(y) en E es

Bs(y) — E
ox

X
6% — [|x|2

La proposicién anterior nos muestra que una [E-variedad topolégica se comporta localmente como E.

Proposicién 2.2. Toda vecindad Y de un punto x de una [E-variedad topoldgica X, contiene una vecindad V de x
en X, tal que ella es homeomorfa a B1(0), donde B1(0) es la bola cerrada de radio 1y centro en 0 definida con la
norma de E.

Demostracién. Ya que X es una E-variedad topolégica, existe una vecindad abierta U de x en X junto con
una inmersién i : U — E tal que i(U) es un subespacio abierto de [E. Sea y = i(x) y

W = Unint(Y).

Entonces, i(W) es una vecindad abierta alrededor de y en E. Por lo tanto, existe un 6 > 0 tal que la bola
cerrada

Bs(y)

estd contenida en i(W). Sea V = i~![Bs(y)]. Entonces V es una vecindad de x en X homeomorfa a
B (0). e

Corolario 2.1. En el caso en que E = R", toda variedad topoldgica n-dimensional es localmente compacta.

Demostracion. La demostracion de este corolario se deduce inmediatamente de la proposicién anterior y
del hecho de que en R", B1(0) es compacta. oY

Ejemplo 2.1. Los siguientes ejemplos son de [E-variedades topologicas:

1. El espacio E. Para cada punto en este espacio podemos tomar como vecindad a él mismo y como
homeomorfismo la funcién idéntica.
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2. Cualquier subconjunto no vacio y abierto Y de una E-variedad topo- I6gica X es una E-variedad topologica
. Para cada punto x € Y existe una vecindad V en X, tal que ella es homeomorfa a un subconjun-
to abierto de [E. Tomemos como vecindad para Y el conjunto V NY. Este conjunto es claramente
homeomorfo a un conjunto abierto en E bajo la funcién inclusién.

3. El producto topoldgico de una E-variedad topolégica y una B-variedad topologica es una (IE x B)-variedad
topolégica. Sitomamos una vecindad V para x en X y una vecindad U parayen Y, la vecindad U x V
nos sirve como vecindad coordenada para (x,y) en X X Y con el producto de los homeomorfismos
deU — EyV — B como el homemorfismo que nos hace a U x V una (E x B)-variedad topologica.

2.1.2. ESTRUCTURAS DIFERENCIABLES

Definicién. Las siguientes definiciones son relativas a cartas locales, donde X denota una E-variedad
topolégica.

1. Una carta en X es un encaje
¢:U—E
de un subconjunto abierto no vacio U de X a E, tal que ¢(U) es un subconjunto abierto de E.
2. El subconjunto abierto U de X es el dominio de la carta ¢, en simbolos,
U = dom(¢).
La imagen de ¢ se define y serd notada por
img(¢) = p(U).

Estos conceptos de dominio e imagen no son exclusivos de las cartas y pueden ser generalizados de
manera natural a cualquier funcién.

3. Paratodo enteroi = 1,2, ..., sea
pi: R" — R
(i’l,..., tn) — pi(tl,..., i’n) = 1.

Esta funcién p; es la proyeccién natural de la i-ésima coordenada de R". Por lo tanto, cuando
E = R", ¢; = p; o ¢ es lai-ésima funcion coordenada con respecto a la carta ¢. Por su parte t; = ¢;(x)
es la i-ésima coordenada del punto x con respecto a la carta ¢. Los n nameros reales (f1, ..., t;) son
las coordenadas locales del punto x con respecto a ¢. En una [E-variedad topodgica, podemos decir
que ¢(x) son las coordenadas del punto x en X con respecto a ¢.

Puede existir la posibilidad de que un puto x € X esté contenido en la interseccién de los dominios de
dos cartas diferentes. En este caso, es de vital importancia preguntarse cudl es la relaciéon entre estas dos
coordenadas. Para eso necesitamos una definicién preliminar.

Definicién. Un atlas de clase C en la [E-variedad topolégica X es una coleccién « de cartas en X que
satisfacen las siguientes dos propiedades.

1. El dominio de las cartas en « cubren la [E-variedad topolégica .

2. Para cualesquieradoscartas¢p: U - Ey¢p:V = EenaconUNV # @ la funcién
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@ 9] p(UNV) = E
ter plo (1))
para todo t € (U N V) es de clase C*.
La funcién [, ] es la funcién conectora de las cartas ¢ y 9. Ya que [¢, P][¢(x)] = 9(x), la funcién f, 4
es tambien la transformacién del cambio de coordenadas del sistema ¢ al 1.
Puesto que la funcion [¢, | es por lo menos continua siempre, tenemos la siguiente propieadad.
Proposicién 2.3. Toda [E-variedad topoldgica tiene un atlas de clase C°.
Vamos a notar con el simbolo 2¥(X) al conjunto de todos los atlas de clase C¥. Si k # 0 este conjunto

puede ser vacio. Definimos en este conjunto una relacion de equivalencia de la siguiente manera & ~
sii (a U B) € AX(X).

Proposicién 2.4. La relacién definida anteriormente, es una relacién de equivalencia.
Demostracion. La reflexividad y la simetria son evidentes; falta de- mostrar la transitividad. Para esto
supongamos que & ~ By B ~ 7.Sean ¢,1p € a Uy, queremos ver que la segunda condicién de la

definicién de atlas se cumple, puesto que la primera es de trivial demostracién. Para eso escojamos 6 € B.
Ahora bien por ser 6 un encaje, podemos hacer

poy = (pob o (6oy ).
Por lo tanto ¢ o i es de clase CF y por ende & U 7y es un atlas. 4

Definicién. Los elementos del conjunto 2A¥(X)/ ~ son llamados estructuras diferenciables de clase C*
en la [E-variedad topolégica X.
La siguiente proposicién es evidente gracias a la continuidad inherente de los atlas.

Proposicién 2.5. Cualquier par de atlas de clase C° en una E-variedad topolégica son equivalentes.

De las Proposiciones 2.3 y 2.5 se deduce el siguiente corolario
Corolario 2.2. Existe una tinica estructura de clase C° en una E-variedad topolégica.

En el caso en que k # 0, una E-variedad topolégica puede no tener ninguna estructura diferenciable o
puede tener demasiadas. Supongamos que o € 2*(X)/ ~, definamos entonces

P‘U:U"‘

xeor

Lema 2.1. La coleccion py € A*(X).

Demostracion. La primera condicién de atlas es facil de verificar. Miremos cémo se demuestra la segunda.
Para esto consideremos dos cartas ¢ : U — Ey ¢ : V — E en la coleccién . Por la definicién de .,
existena € oy B € 0 con

pca Ppep.
Ya que a ~ f3, el lema queda probado. oS
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Lema 2.2. Paratodown € 0, g ~ a.

Demostracion. Ya que py Ua = pg y por la definicién de ~, tenemos que py ~ a oS

Definicién. i, es un atlas en la estructura diferenciable o. Ya que i, contiene todo atlas a en o, py es el
atlas maximal en la estructura diferenciable ¢. Por la unicidad de p,, podemos identificar la estructura
diferenciable ¢ con su atlas maximo p,-.

Una E-variedad diferenciable de clase C¥, es una [E-variedad topolé- gica junto con una estructura
diferenciable ¢ de clase C* en X. Cuando E = R" decimos que X es una variedad diferenciable n-
dimensional de clase C*. Si k = 0, X es una E-variedad topolégica y si k = o, X es una [E-variedad
suave.

La siguiente proposicién es evidente:

Proposicién 2.6. Todo atlas diferenciable de clase C* en una E-varie- dad difernciable X es también un atlas
diferenciable de clase C" para todo h < k.

Ejemplo 2.2. Los siguientes son ejemplos de [E-variedades diferenciales

1. El espacio E. La funcién identidad es claramente una carta en la [E-variedad diferenciable X. La co-
leccion {i} es un atlas de clase C®. El atlas maximal definido por la estructura diferenciable definida
por esa coleccion, es el conjunto de todas las cartas de clase C*.

2. Cualquier subespacio abierto de una E-variedad diferenciable de clase C* es una E-variedad dife-
renciable de clase C¥.

3. Laesfera S" en el espacio R"*! es una [E-variedad diferenciable , puesto que para todo punto x € S,
la proyeccion estereografica
¢x: (8" —x) > R"

es una carta en S". La coleccién
a={¢x | x€5"}
es un atlas de clase C¥ para todo k.

4. El producto topolégico de una [E-variedad diferenciable con una B-variedad diferenciable, ambas
de clase C¥, es también una (IE x B)-variedad diferenciable de clase C.

2.1.3. FUNCIONES DIFERENCIABLES

Definicién. Sean X una E-variedad diferenciable de clase C¥ con una estructura diferenciable ¢ y sea Y
una B-variedad diferenciable de clase C¥ con estructura diferenciable 1, donde k es cualquier miembro
del conjunto

K=1{0,1,2,..,00,w}

entendiendo que co < w. Consideremos cualquier funcién arbitraria f : X — Y.Seah € Ktal que h < k.
La funcién f : X — Y se dice de clase C¥ sii para toda carta ¢ € p¢ y toda carta ¢ € py con

W = dom(¢) N f~"(dom(y)) # @
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la funcién

fop : 9(W) — B
p = fop(p) =07 (p))]

para todo p € W es diferenciable.

Proposicion 2.7. La funcion f : X — Y es de clase C* sii & contiene un atlas « en X y 1y contiene un atlas B en
Y, tal que para toda carta ¢ € a y toda carta p € B con

W = dom() N £~ (dom(y)) # @
la funcion fpy es de clase ck.

Demostracién. Supongamos que f es de clase C"; entonces, para toda carta ¢ en el atlas maximal pg y toda

carta i en el atlas maximal p;; la funcién fpy es de clase C". Por lo tanto, podemos tomar a = Hey B = py-
La necesidad de la proposicién esta demostrada. Solo falta la suficiencia.

Para tal fin, sea p una carta cualquiera en y; y sea ¢ una carta cualquiera en ;. Debemos ver que la
funcién f, es de clase C". Entonces

0ofop =00y ofpopop .

Las funciones 8 o "1 y ¢ o p~! son de clase C", pues ellas pertenecen a Jg Y My Tespectivamente. Por lo
tanto, la funcién fg es de clase C" puesto que ella es una composicién de funciones de clase C". S

El conjunto Ck(X, Y) es, como era de esperarse, el de todas las funciones f : X — Y de clase Ck. Cuando
Y = IR notaremos a este conjunto por C¥(X) o F¥(X). Es claro que el conjuto C*(X) es un lgebra de clase
sobre el cuerpo de los ntimeros reales.

Definicién. Podemos generalizar la nocién de diferenciabilidad a subconjuntos abiertos no vacios de X.
Simplemente se toma como estructura diferenciable a la estructura diferenciable de X pero restringida a
este subespacio. Més generalmente podemos decir que una funcién f es de clase C* en un subconjunto
cualquiera sii existe una extencién de esta funcién a un subconjunto abierto de X de clase CF. Cuando
una funcién es C*, decimos que ella es suave. Cuando es C, decimos que es analitica.

La siguiente proposicién es evidente
Proposicién 2.8. Si f € CK(A,Y), f € C"(A,Y) para todo h < k.
Corolario 2.3. Toda funcién de clase C" es por lo menos continua.

Proposicién 2.9. La funcion idéntica en una variedad de clase C* es de clase CF.

Demostracion. Sea ¢ una estructura diferenciable para la variedad X, la identidad

poyp™l =gorop

se mantiene para cualesquiera ¢, i € jig. Esta identidad garantiza que 1 € CK(X, X) oS
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Proposicién 2.10. Sean f : X — Yy g: Y — Z dos funciones de clase C", la fucion go f : X — Y es de clase
ch.

Demostracion. Utilizamos para esta demostracion la identidad

yofogog l=ypofoh ofogop .

donde ¢, ¢ y 0 son cartas de los atlas maximales de las estructuras diferenciables de X, Z y Y, respectiva-
mente.

Definicién. Siuna funcién f : X — Y es de clase CK, ysi f~1: Y — X existe y es de clase C¥, entonces se
dice que f es un difeomorfismo de clase C* y que los espacios X y Y son difeomorfos. Definimos ahora
el conjunto

dif(X) = {f : X - X | f esdifeomorfismo de X en X}.

Proposicion 2.11. (dif(X), o, ) tiene estructura de grupo.
Demostracion. Esta demostracién se sigue inmediatamente de las Proposiciones 2.10 y 2.9 d

Vamos ahora a ver dos proposiciones que usaremos cuando estemos encontrando la base del espacio
cotangente en dimension finita.

Proposicién 2.12. Para cualesquiera dos niimeros reales a y b con 0 < a < b, existe una funcion f : E — R tal

que
)1 sifx|| <a
flx) = {0 si x| > b

y0 < f(x) < 1para todo x € E.

Demostracion. Sean a = a® y B = b*. Consideremos la funcién suave definida por:

¢:R—R
exp (i - i) site (ap)
te () = B=p i
0 en otro caso.
Definamos ahora la funcién @ : R — R por:
I p(0)de
P(x) = 5
I ¢(t)dt

esta funcidn tiene la propiedad que

1 six<a=a?
0 six>pB=1"%

ademds, 0 < ®(x) < 1 para todo x € R. Por consiguiente, la funcién f : E — R definida por

f(x) = @([lx[?)

satisface las condiciones de la proposicion. oS
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Proposicién 2.13. Si V es una vecindad de un subconjunto compacto A de una E-variedad diferenciable X de
clase C", entonces para todo h < min{k, co} existe una funcion f : X — R de clase C¥, que satisface las siguientes
condiciones:

1. Paratodox € X,0 < f(x) <1.
2. Paratodox € A, f(x) = 1.

3. S(f) =cl{xe X | f(x)£0}C V.

Demostracién. Sea p € A un punto cualquiera. Seleccionemos una carta ¢, en el atlas maximal de la
estructura diferenciable ¢ de X. Podemos asumir que ¢, (p) = 0. Ya que el conjunto abierto ¢, (dom(¢,) N
V') contiene al origen de [E, podemos escoger un b, > 0, tal que By, (0) C ¢p(dom(¢p) NV). Sea ap =

by /2. De acuerdo con la Proposicion 2.12, existe una funcién de clase ch
frE—R,

tal que

0 si|x|| >b,

ﬁm—{lﬁwm%

y 0 < fp(x) < 1 paratodo x € E. Definamos la funcién g, de la siguiente manera
gp: X—R
x)) six € dom
XH&MZ{?mm» (¢p)

si x € dom(¢p)°.

Entonces, es claro que g, es de clase C". Hagase esto para todo p € A. Dado p € A, definimos

Wy = {x € dom(¢p) | [¢p(x)]| < ap}.
Puesto que A es compacto, existe un conjunto finito de puntos F = {p1, ..., pu } de A tal que
Ac |Jw,.
peF

Definimos una funcién f de la siguiente manera:

f:X—-NR
m

x o f(x) =1 T —gp (%)),

i=1

esta f asi definida, cumple todas las hipétesis de la proposicién. ed

Las siguientes tres proposiciones son de facil demostraciéon

Proposicién 2.14. Sea X una E-variedad de clase C* con & como su estructura diferenciable. Toda carta ¢ en el
atlas maximal pg es de clase CK. El espacio E es tratado como una E-variedad. Por lo tanto, en dimension finita las

i-ésimas funciones coordenadas de la carta ¢ también son de clase CF.
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Demostracién. Sea ¢ una carta en el atlas maximal jig. La diferenciabilidad de ¢ estd garantizada por la
siguiente identidad

topoyt=goy™
el

Proposicién 2.15. Sean X y Y variedades finito-dimensionales. Una funcién f : X — Y es de clase C* sii para
toda funcién A : V. — R de clase C* en cualquier vecindad abierta y no vacia V de Y, la funcion k = Ao f es de
clase Ck.

Demostracion. La nesecidad de la proposicién es evidente por la Pro- 2.10. Pasemos ahora a demostrar la
suficiencia.

Sila funcion k es C* para toda funcién A, en particular lo seré para las funciones coordenadas de foy- Esto
equivale a decir que la funcién f es diferenciable.

Proposicién 2.16. Cualesquiera dos estructuras diferenciables & y i en una E-variedad X de clase C* son iguales
sii la funcion idéntica en X es un difeomorfismo de clase CK de (X, &) sobre (X, 17).

Demostracion. Si las dos estructuras diferencibles son iguales, es claro que la funcién idéntica es un di-
feomorfismo de (X, ¢) en (X, 7). Ahora bien, si la idéntica es un difeomorfismo de (X, ¢) en (X, 1), sea
¢ € pg entonces la funcion

yop l=yorog

es de clase C¥; por lo tanto, ¢ € py- La demostracién de la otra contenencia sigue las mismas ideas. "X

2.1.4. ESPACIOS TANGENTES Y COTANGENTES

Definicién. Sea X una variedad n-dimensional de clase C*. Sea x € X. Una funcién localmente Ck en el
punto x de X es una funcién de clase C¥
f:uU—NR

definida en una vecindad abierta U € V(x) en X. Con
Lx(X)

notamos el conjunto de todas las funciones localmente C* en una vecindad de x. En Ly(X) podemos
definir una suma y un producto de manera natural punto por punto.

Ly(X) con la suma y el producto asi definidos, no es un élgebra. Atn mds, no alcanza a ser un espacio
lineal, puesto que la suma no estd bien definida. Es decirsi f, g, h € Ly(X) con

f+g=0

no necesariamente implica que f = —g. Para solucionar este problema, definimos una relacién de equi-
valencia ~, en Ly(X) de la siguiente manera:

Definicién. Sean f,g € Ly(X). Decimos que f es equvalente bajo L a g, y notamos f ~, g sii f coincide
con g en una vecidad abierta de x contenida en la intersecciéon de sus dominios. La clase de equivalenia
de una funcion f serd notada con su correspondiente letra mayuscula F o por [f], . Estas clases de equi-
valencia son los gérmenes de las funciones localmente C¥. El conjunto de todos los germenes serd notado
asi:

Gx(X) = Le(X)/ ~, .
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Lema 2.3. Si f1 ~, foy g1 ~ g2 in Ly(X), entonces

afy +bg1 ~ afa+bg  fig1 ~, f28

para todo a,b € R.

Demostracion. Sea Wy C dom(f1) N dom(f) el abierto donde coinciden f; y f,. De manera anéloga,
definamos Wq para g1 y g2. Entonces, es claro que en el conjunto abierto W = Wy N W, las funciones f141
y f282 coinciden. Lo mismo sucedera para las funciones af; 4+ bgy y af2 + bg

Gracias al Lema 2.3 podemos definir en G, (X) producto escalar, suma y producto, de la siguiente manera
Definicién. Dados cualesquiera F,G € Gx(X),a,b € R, f € Fy g € G definimos
aF +bG = [af + bg],
FG = [f g}L‘

La demostracion de la siguiente proposicion sélo hace uso de la definicion de algebra, de G, (X) y del
lema 2.3

Proposicién 2.17. Gy (X) es un dlgebra asociativa y conmutativa. Ademds, ella tiene una vinica unidad 1 = [1],,
donde 1 es la funcion de valores reales definida por

1:X—>R

x—1(x) =1.

El siguiente lema es evidente de la definicién de Ly (X)

Lema 24. Si f ~, g, entonces f(x) = g(x), por tal razén tiene sentido la igualdad

donde f € Fy F € Gy(X).
Definicién. Un vector tangente de X en el punto x, es una funcién
v:Gy(X) > R

que satisface las siguientes condiciones

1. v es un funcional lineal en el espacio Gy (X); es decir, para cualesquiera a,b € Ry F, G € Gx(X)

v(aF +bG) = av(F) + bv(G)

2. v es una derivada; es decir, para cualesquiera F, G € Gx(X)

v(FG) = v(F)G(x) + F(x)v(F)
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Usaremos el simbolo
T (X)

para denotar el conjunto de todos los vectores tangentes a X en el punto x. Este conjunto, con la suma y
el producto por escalar definidos de manera natural, es un espacio vectorial, llamado el espacio tangente
a X en el punto x. Vamos a definir ahora el espacio vectorial de los vectores cotangentes de la siguiente
manera. Sea

Ky(X) = {F € Gx(X) | paratodov € Tx(X), v(F) =0}
= (] ker(o)

veT(X)
El espacio espacio cotangente a X en el punto x, es el espacio vectorial definido por
T3 (X) = Gx(X)/Kx(X).

La clase de equivalencia del germen F la notaremos con su respectiva letra cursiva F, de la misma manera
para los demads letras.

A continuacién supondremos que X es una variedad n-dimensional y vamos a determinar la estructura
de los espacios tangentes y cotangentes. Para tal proposito, vamos a considerar un carta arbitraria ¢ :
U—R"deXconx el

Definicién. Vamos ahora a definir un conjunto de n vectores tangentes de la siguiente manera:

d
Frs 30-(F) = Dilf 097 (0(x)).

Por las propiedades de las derivadas parciales, podemos deducir inmediatamente:

Proposicién 2.18.

d
3 € Tx(X).
Lema 2.5. La unidad 1 del dlgebra Gy (X) pertence al subespacio Ky (X).
Demostracion.
v(1) = v(u)
=1(x)v(1) + 1(x)ov(1),
esto quiere decir que ¢ € Ky(X) el

De acuerdo con la Proposicién 2.14 las i-ésimas funciones coordenadas de la carta ¢ son funciones de
clase Cken Ly (X).

Lema 2.6. Para toda funcién f € Ly(X), existe un abierto

W C dom(f) Nndom(¢)
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de x junto con n funciones de clase C

fi:W—=R
tales que
]
filx) = 54, (F)

paratodoi =1,..,nyparatodoy € W

Demostracion. Consideremos la funcién

g:¢(W) =R

b (fog™ (),
con W' = dom(¢) Ndom(f). Seaa = ¢(x) = (a1,...,an) € R". Gracias a que dom(g) es abierto en R”,
existe un & > 0 tal que Bs(a) C dom(g). Por lo tanto, las derivadas parciales D;(g) son de clase C*.
Definimos ahora una funcién
8i: Bs(a) = R
1
b i(6) = [ IDA(@) (b1, bt 04+ Ay = ), 8151, )N

Aplicando el teorema fundamental del calculo en R, obtenemos

=

(b —a;)gi(b)
i=1

|
™=

Il
-

1
(b; — a;) /0 (Di(2)] (b1, oo By, @ + Ab; — 05), @41, o 1) dA

[g(bll cees bi/ ai+1/ ey ul’l) - g(bll 3 bl’fl/ Aiyeeey ai’l)]

I
™=

|
e
= =
=
|
oo}
—~
i)
~—

Por lo tanto, tenemos

Sea W = ¢~ 1[Bs(a)] C dom(¢) Ndom(f) y sea
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fi:W—=NR
v gi(o(y)).

o

Y

Es claro por la definicién de =% que fi(x) = a%i(P ). Por otro lado, si y es un punto arbitrario de W,

9¢;
entonces b = ¢(y) € Bgs(a). Obtenemos asi lo siguiente

~—

fly) =1 (b)
=g(a)+ ) (by —ay)gy(b)

Lema 2.7. Para todo v € Ty(X), tenemos

Demostracion. Sean v € Ty(X) y F € Gy(X). De acuerdo con el Lema 2.6 y con la definicién de las

operaciones en G(X), tenemos que

™=

F= f(x)e+ ) llgil, — ¢i(x)dlfil,

1

Por el Lema 2.5 y la definicién de vector tangente, obtenemos

o(F) = Y olgi] fi(x) = 3 0[],

LAa. (F)
i-1 i 9¢;

Puesto que la igualdad anterior es valida para todo F € Gy (X), el teorema queda demostrado.

Lema 2.8. Los vectores tangentes

son linealmente independientes.

Demostracién. Observemos primero que de la definicién de a%. obtenemos
1

i[ ] = 1 sii=j
a¢i¢“_ 0 sii#].

Sea v € Ty(X) con la siguiente combinacion lineal:

L0
v=) aj—
Koy
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Siv = 0, entonces para todo j = 1, ..., 1, tenemos que

0= v[¢]]L =v= Z”iaT,,[gbi}L = 4aj
i=1 !
Esto quiere decir que los vectores a%i son linealmente independientes d

Teorema 2.1. El espacio tangente Ty(X) de cualquier variedad n-di- mensional X en un punto arbitrario x, es
un espacio lineal n-dimensional sobre el cuerpo de los niimeros reales. Para cada carta de clase CX, los n vectores

tangentes
d )”
<a4’i i=1

Ahora vamos a determinar la estructura del espacio T (X). Para tal fin definamos la siguiente funcién

constituyen una base para de Ty (X).

Definicion.
dy : Ly(X) = TEH(X)
fedd(f) =1L =F

donde [F], = F 4 Ky(X) es la clase de equivalencia del germen F. El vector cotangente dx(f) es la dife-
rencial de la funcién localmente de clase C f.

Lema 2.9. El dlgebra F¥(X) estd contenida en Ly(X) y [F*(X)], = Gx(X).
Demostracién. Para la primera parte del lema, simplemente escogamos una f € FX(X). Esta f es una

funcién localmente C¥, gracias a que podemos tomar como vecindad a toda la variedad X. Es decir.
dom(f) = X.

La segunda parte del lema requiere un poco mds de trabajo. La primera afirmacién del lema nos garantiza
la contenencia [F], C Gy(X). Para la segunda contenencia, sea F € Gy(X). Por el Corolario 2.1, X es
localmente compacto. Es decir, existe una vecindad compacta A de x contenida en dom(f). Por ser X
un espacio paracompacto y Hausdorff, es regular y por ser paracompacta y regular, es normal. [?]. Por
lo tanto, existe una vecindad V de A tal que cl(V) C U. De acuerdo con la Proposicién 2.13, existe una
funcion localmente Ck, g € Ly(X), tal que

glA)=1  g(V)=0

Definamos una funcién  : X — R tomando

_ ) fysly) siyel
hy) = {o siy e (cl(V))°

Entonces, h € F¥(X) y como f = h en A, entonces [h], = [f], = F. X

La siguiente proposicion es evidente, gracias a que | |, es sobreyectiva.

Proposicion 2.19. Todo vector cotangente es la diferencial de una funcion en F¥(X). Es decir d[F¥(X)] = T (X).
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Consideremos m funciones f; € Ly(X). Sea a; = f;(x) € R. Sea también ® € L,(IR"). Entonces existe una
vecindad x en X tal que

W C [ Jdom(f;)
y que t = [f1(w), ..., fu(w)] € dom(P), siempre que w € W. Definamos la funcién
f:W—=R
w - f(w)
Lema 2.10. La diferencial de f en el punto x de X estd dada por

m

de(f) = )_[Di®](a)dx(fi).

i=

—_

Demostracion. Como f, f1, fa, ..., fn € Lx(X), entonces ¢ € Ly(X), donde

=

8 = f— ) [Di®l(a)dx(f)-

1

Puesto que dy = [ ], o[ |,, es suficiente mostrar que el germen G € G(X) estd en Ky(X). Para tal fin,
debemos demostrar que v[G]| = 0, para todo v € Ty(X).

Sea ¢ una carta arbitraria para x € X, entonces obtenemos 7 vectores tangentes a%, € Ty(X). Gracias al
1
Lemma 2.7, es suficiente mostrar que

9
0P
para todo j = 1,..., n. Para este proposito, sean Y = ¢(dom(¢p) N W)y

(Gl =0

hi:Y - R h:Y —>R
tes f(¢ (1)) t= fp~' (1))

para todoi = 1,...m. Sea también

De acuerdo con la definicién de a%_, tenemos que
]

ad d
%(F) _bj %(E’) Cij
Esto implica que
d

3771'(6;) =b; — l;[Dicp](a)Cij-

Ya que h(t) = ®[hyi(t),...,hu(t)] para todo t € ¢(dom(¢) N W), tenemos que

b =

hgE

[Di®](a)cij.

i=1
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Lo anterior implica que

3, (©) =0

Esto demuestra el lema. B¢
Corolario 2.4. Para dos funciones f,g € Ly(X) y cualesquiera a,b € R tenemos que
dy(af +bg) = adx(f) + bdx(g)
dx(fg) = g(x)dx(f) + f(x)dx(g).
Por lo tanto, F(X) es isomorfo a Ty (X).

Demostracion. La demostracion es directa de la definicién de dy. Demostremos la primera igualdad del
corolario

dy(af +bg) = (aF + bG) + K (X)

= a(F + K«(X)) +b(G + K« (X))

= adx(f) + bdx(g)
Para demostrar la segunda igualdad se debe demostrar que

(FG = f(x)G = g(x)F) € Kx(X).
Entonces sea v € Ty (X)
0(FG = f(x)G = g(x)F) = v(FG) — f(x)v(G) — g(x)v(F)
=0.
Esto ultimo demuestra la segunda igualdad. S
Corolario 2.5. Para toda f € Ly(X), tenemos que
d

- (F)dx(¢)-

Wi M:

Demostracion. Definamos la siguiente funcién
g:¢(W) = R
b g(t) = fe7H(H),
donde W = dom(¢) N dom(f). Entonces, para todo w € dom(¢) N dom(f), tenemos que:
f(w) = g1 (w), ..., fu(w)]

Podemos deducir, entonces que

dx(f) [Dig](9(x))dx (i)

2
i

I

I
—

(F)dx(¢)

Il
I
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Lema 2.11. Los n vectores cotangentes (dx(¢;))"_, son linealmente independientes.
Demostracién. Supongamos que a1, ..., 4, son nimeros reales tales que
n

Z aidx(gbi) =0.

i=1
Consideremos la funcién

n
f=) aipi € Le(X).
i=1

Puesto que

dx(f) = iﬂidx(@) =0.

Esto quiere decir que v(F) = 0 para todo v € Ty(X). En particular, para v = 3%1-' Como
] )1 sii=j
£[¢I]L - {0 sii 7&]’

obtenemos entonces que

Lo cual demuestra el lema. 54

Resumiendo, tenemos que

Teorema 2.2. El espacio cotangente Ty (X) de cualquier variedad n-dimensional X en un punto arbitrario x es un
espacio lineal n-dimensio- nal sobre el cuerpo de los niimeros reales. Para cada carta ¢, los n vectores cotangentes
(dx(¢i))i son una base para el espacio Ty (X).

Vamos ahora a estudiar la dualidad entre Ty (X) y T; (X). Para eso utilizaremos los siguientes lemas, el
primero de ellos es de trivial demostra- cién, y por lo tanto la omitiremos.

Lema 2.12. Para dos cualesquiera gérmenes F, G € Gy(X), tenemos que [F], = [G], sii v(F) = v(G).

Lema 2.13. La funcion x definida por
r T (X) = (Te(X))
F = «(F)
donde

K(F): Te(X) > R
v v(F),

para todo F € F, es biyectiva y lineal.
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Demostracién. Demostremos primero la linealidad. Seana,b € R, F,G € T;(X), F € Fy G € G. Entonces

[k(aF + bG)](v) = v(aF + bG)
= av(F) + bv(G)
= alx(F)](v) + b[x(9)](v)
= [ax(F) +bx(G)](0)
Para demostrar que « es biyectiva, supongamos que «(F) = 0. Entonces v(F) = 0 para toda v € Ty(X).

Esto quiere decir que F € Ky(X) y por consiguiente 7 = 0. Esto muestra hasta el momento que x es una
funcién uno a uno. Pero, por la Ecuacién Dimensional [?], x debe ser sobre. Y

Definiciéon. Usaremos la notacion
<9, F >=0(F)=F(v),

para referirnos al nimero real [x(F)](v). Sea ¢ una carta arbitraria para x € X. Entonces
0 1 sii=j
A (o)) =
<a¢i x(¢’)> {0 sii# ]

9 d
(%...a¢n) (de(@1), - -~ du(dn))

Son dos bases duales. Para sintetizar lo visto en esta seccion, enunciamos el siguiente teorema:

Por lo tanto

Teorema 2.3. El espacio tangente Ty (X) y el cotangente T;(X) de una variedad n-dimensional de clase C¥X son
mutuamente duales. Es mds, para cada carta ¢ de x € X, las siguientes son bases duales:

b d
(a(m e a¢n> (dx(¢p1), - - dx(Pn)) -

En lo que queda de la seccién, vamos a dar una interpretacion gemétrica de los vectores tangentes y
cotangentes, claro estd, en dimension finita.

Definicién. Una curva diferenciable de clase C¥ en x contenida en X, es una funcion de clase Cka : [ — X
donde I es un intervalo abierto que contiene al 0, tal que #(0) = x. Para cualesquiera a y  en I'y(X),
a ~ Bsii

(foa)y = (foPo

Para cualesquiera f,¢ € L,(X) notaremos la clase de equivalencia de « con su correspondiente letra
mayuscula latina A, 1o mismo para  y las demads. En el conjunto I'y(X), definimos la suma y el producto
por escalar de la siguiente manera

A+B={r | (fer)o=(foa)y+ (fop)o}
aA={7 | (fer)o = (af oa)o}

La demostracién de que este conjunto con las operaciones asi definidas es un espacio lineal, es directa.

Proposicién 2.20. Los conjuntos T'x(X)/ ~. y Tx(X) son isomorfos.
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Demostracion. Definimos la funcién
C:Te(X)/ ~p = Ta(X)
A = (A)
donde
(A): Gx(X) =» R
Fr—(fo oc)f).

Es facil ver que esta funcién esta bien definida. Por lo tanto nos centraremos en la demostracién de la
“isomorfidad"!. Sean entonces A, B € T'(X) ya,b € R

ag(A)F +b{(B)F = a(foa)y+b(f o B)o
= (af oa+bfoB)y
= ((aA+DB)
Hemos demostrado hasta el momento que la funcién { es lineal. Para ver que ella es uno a uno, supon-
gamos, como era de esperarse, que {(A) = 0 lo cual quiere decir que (f o a); = 0; por lo tanto A = 0.

Tenemos, pues, una transformacién uno a uno y lineal. Ella debe ser sobre y por lo tanto un isomorfis-
mo. 4

Gracias a la proposicién anterior, podemos encontrar los vectores de la base de I'y(X). Simplemente
observando que

&(t) = ¢~ 40,...,t,..,0) € ! (;ﬂ)

donde t ocupa la i-ésima posicién

Definicién. En el conjunto Ly (X) definimos una relacion de equivalencia de la siguiente manera: f ~, ¢
sii

(foa)y=(goa)

para toda a € T'»(X). Sus clases de equivalencia serdn notadas con una tilde, asi: [f],. = f.

Podemos ver que la siguiente proposicion es andloga a la anterior y su demostracién solo usa las defini-
ciones pertinentes.

Proposicion 2.21. El conjunto §(X)/ ~, es isomorfo al espacio Ty (X), bajo el isomorfisno
@ : Fx(X) = T (X)
fr dx(f)
y los vectores de la base de Fx(X) estdn dados por ¢;, donde ¢ es una carta para x € X.

Proposicion 2.22. Sea I un interalo abierto que contiene al 0. Consideremos una curva de clase CK « : I — R”.
Sea o = (ay,...y,). Entonces, el vector tangente a w en el punto «(0) eata dado por

o p)
;txi(O)aT)i.

1Si es que esta palabra existe
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Demostracién. Esta curva a tiene un representante en Ty (X) dado por {(A). Ahora bien,

0(A) 1 Gy)(R") = R

F (foa).
Puesto que {(A)[¢;], = «}(0), entonces
n , a
LA = Y aj(0) = (F),
i=1 Pi
lo cual demustra la proposicién. B

2.1.5. DIFERENCIAL DE UNA FUNCION DE CLASE Ck

Definicién. Sean X una [E-variedad diferenciable de clase C* y Y una B-variedad de clase C¥. f : X — Y
una funcién diferenciable de clase C*. Definimos la siguiente funcién:

Le(f) : Ly(Y) = Lx(X)
g g =gof
donde y = f(x).

El siguiente lema es evidente, ya que su demostracién s6lo usa las definiciones pertinentes.

Lema 2.14. Para cualesquiera g,h € Ly,(Y)y a,b € R, las siguientes afirmaciones son verdaderas:

1. Ly(f)(ag +bh) = aLy(f)(8) + bLx(f)(h)
2. Le(f)(8h) = La(£) () Lx(f) (h)
3. f ~y g entonces Ly(f)(g) ~, Lx(f)(h).

Gracias al tercer hecho de Lema 2.14, L, ( f) induce una tnica funcién

f# = Gx(f) : Gy(Y) — Gx(X)
G — [Lx(f)(9)],

Lema 2.15. La funcion Gy(f) es un homeomorfismo de Gy (Y) sobre Gy (X). Ademds, Gy(X) lleva la unidad de
Gy(Y) en la unidad de Gy(X).

Demostracion. La primera parte del lema es una consecuencia inmediata del lema 2.14. Para la segunda
parte del lema, sea 1, la unidad del algebra Gy(Y) ; entonces

Gx(f)(y) = [Lx(f) (1)),
[1y ofl,
[

L,

X

35



Lema 2.16. Para todo germen G € Gy(Y'), tenemos

Demostracion.

Gx(f)(G)x

Definicién. Definimos la siguiente funcién:

fo=Tu(f) : Te(X) = Ty(Y)
V> Uy

donde

v.: Gy(Y) = R
G = 0(Gx(f)(G))

Esta funcion se llama la diferencial de f en el punto x € X.

Lema 2.17. v, esta bién definida.

Demostracién. Para demostrar esto, solo debemos ver que v. € Ty (Y). En efecto:

v.(aG 4+ bH) = v(Gx(X)(aG + bH))
= v(aGx(f)(G) + bGx(f)(H))
= av.(G) + bv.(H)
0.(GH) = v(Gx(f)(FG))
= v(Gx(f)(G)Gx(f)(H))
FIG))Gx(f)(H)(x) + Gx(f)(G)(x)v(Gx(f)(H))
H(y) + G(y)v«(H)

= v(Gy
= v*(

(
)

Lema 2.18. La funcion f. es lineal.

Demostracién. Seanv,w € Ty(X) y a,b € R. Entonces, para toda G € G,(Y), tenemos que

(a0 + bw) (Gx(f)(G))
av(Gx(f)(G)) + bw(Gx(f)(G))
(avy + bw,)(G)

(av 4 bw)+(G)
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Lema 2.19. Gy (f) envia la subdlgebra K, (Y) de G (Y) en la subdlgebra K, (X) de Gy (X).

Demostracion. Sea G € Ky(Y'). Debemos probar que Gx(f)(G) € Ky(X),seav € Tx(X). De acuerdo con el
Lema 2.17 v, € Ty(Y). Puesto que G € Ky(Y), v+(G) = 0. Por la definicién de v., tenemos que

v(Gx(f)(G)) = v+(G) = 0.
Ya que esto es cierto para todo v € Ty(X), es claro que Gx(f)(G) € Ky(X). Esto prueba el lema. Y
Definicién. La funcién Gy (f) induce una tnica transformacion lineal
fr=T(f) : Ty (Y) = Ty (X)
G = Gx(f)(G) + Ku(X).

Esta funcion se llama la codiferencial de f en el punto x € X.

El siguiente teorema recoje los lemas anteriores y su demostracién es directa.

Teorema 2.4. Las transformaciones lineales f. y f* son duales. Esto es, para todo v € Ty(X) y toda G € T;(Y),
tenemos que

< fu(v),G >=<0v,f(G) >.
Demostracion.

< f+(v),G > =<v,,G >
= «(G)(v4)
=0,(G

M

Debido a que las funciones f; y f* son duales entre si, una estd determinada por la otra. Ahora vamos
a intentar deducir informacién de la funcién f a partir de su diferencial. Para tal fin, sean ¢ una carta
para x € X y ¢ una carta para y € Y. Suponemos a X modelada en R", y Y modelada en R". Sea
U = ¢[dom(¢) N f~1(dom(p))], la funcién

g:U—R"
te p(f(@71(1)).

Esta funci6n es claramente de clase C*y su dominio es abierto.

Lema 2.20. Para todoi =1, ...,m, se cumple que

- (55) = LPs) 5
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Demostracion.

(o) 0= () o

84,1 [hofl,
= Di(ho fop™)(¢(x))
= Dj(hoyp~ ' og)(¢(x))
= V(ho ll’_l)w(y)Di(g)lP(y)

Por lo tanto, la matriz m x n
A = (Di(8)))ij

es la matriz de nimeros reales que representa la transformacién f. con respecto a las bases

(3 3) (3 3)
o 30r ) \agr o,

de Ty (X) y Ty(Y). Por lo tanto, el rango de la matriz A no depende de la escogencia de las cartas ¢ o 1,
puesto que la definicién de f. nunca las utiliza. Este rago serd el rango de la transformacién f. Por otro
lado, es claro que la matriz A’ es la matriz jacobiana de la funcién g en el punto ¢(x). Asi el rango de
D(g)y(x) es igual al rango de la matriz A [?].

Teorema 2.5. Si f. es de rango k, entonces existen ¢ y 1 cartas de clase C¥para x € X y y € Y respectivamente,

tales que
¢i(z) = ¢i(f(2))
paratodoi=1,2,..,kytodoz € (dom(¢) N f~1(dom(¢p)).

Demostracion. Sean ¢ y § cartas arbitrarias para x € Xyy € Y. Sea W = $[dom(¢p) N f~!(dom(y))],
definamos la funcién

g:W—-R"
e p(f(PH(D)
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Gracias a la transformacién f, es de rango k, también lo sera la matriz
A = (Di(g)))-
Por lo que, sin perdida de generalidad, podemos asumir que
det((Dj(gi))ij) # 0

para i,j = 1,.., k. Esto quiere decir que existe una vecindad abierta Z C W de ¢(x) € R™ tal que la
funcion de clase Ck

E:Z—R"
tr [1(8), s &k (1), b1y vos ]
es un encaje. Sea U = ¢~ !(Z) y definamos una funcién
$:U—R"
2= &(9(2))-

Entonces ¢ es una carta de clase C¥ para x € X con ¢;(z) = ¢(f(z)) parai = 1,..., k. Esto completa la
demostracién del teorema.

Definicién. Una inmersiéon de un espacio topolégico X en un espacio topolégico Y es una funcioén f :
X — Y, tal que para todo punto x € X, existe una vecindad U de x tal que la restriccién f | U es un encaje
deUenY.

Corolario 2.6. Si la diferencial f, es inyectiva, f es una inmersion; si es sobre, f es una funcion abierta y si es
biyectiva f es un difeomorfismo de clase CF.

2.2. UN EJEMPLO CLASICO: EL TORO.

Definicién. Sea D el subgrupo de R? que consiste de todos los vectores (a1,a;), donde ay,a, € Z. El
toro T? es el grupo cociente R?/D. Si v es un vector de IR?, la clase de equivalencia v + D seré llamada el

reticulo en R? definido por v.

Proposicién 2.23. El conjunto T? es homeomorfo al conjunto T2, donde T? = o*(R?) y
0" (c1,¢2) = ([a+ beos27er] sen27cy, [a + b cos 27tcq] cos 27tcy, bsen 27tcy ),
Para algunos a y b prefijados en R tales que 0 < b < a, es claro que T3 es una variedad diferenciable.

Demostracion. Demostremos primero que o*(u) = *(v), sii, u y v estdn en el mismo reticulo. En efecto,
si

([a 4+ bcos2mtuq] sen27tuy, [a + b cos 27tuq | cos 27y, bsen 27ty )
= ([a+ bcos2mv1] sen 27y, [a + b cos 27tv1] cos 27tvy, bsen 27tv1 ),

entonces 27101 = 27Uy + 27tn y 27wvp = 27uy + 27tm para m y n en Z; de donde (v1,v2) = (u1,y2) + D.
Es decir, u y v pertenecen al mismo reticulo.

Ahora bien, si u y v estan en el mismo reticulo, es facil ver que sus imagenes bajo ¢* coinciden.

Como o* : T? — T3 es uno-uno, sobre y continua ella y su inversa, tenemos que T7 es homeomorfo a
3. X
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Figura 2.1: El Toro

Proposicién 2.24. El conjunto T2, Figura 2.1, es difeomorfo a S' x S'. S! es la circunferencia de radio 1 en R?.

Demostracion. S! se cubre con las siguientes cuatro parametrizaciones:

donde cada ¢;, i = 1,2, 3,4, tiene como dominio (—1,1). Para cubrir S x S! necesitamos dieciseis para-
metrizaciones con dominio en (—1,1) x (—1,1) dadas por

P1(xy) = (e1(x), 91(y))  Pa(x,y) = (93(x), ¢1(y))
v3(x,y) = (@1(x), 92(y))  Palx,y) = (93(x), 2(y))
s(x,y) = (@1(x), 93(y))  Pe(x,y) = (93(x), @3(y))
(%, y) = (p1(x), @a(y))  Ws(x,y) = (93(x), paly))
o(x,y) = (@2(x), 91(¥))  $10(x,¥) = (@a(x), 1(y))
P11 (%, y) = (2(x), 92(v))  Y12(x,y) = (@a(x), 92(y))
P13(xy) = (@2(x), 93(y))  Y1a(x,y) = (pa(x), @3(y))
P15(x,y) = (2(x), pa(y))  Y16(x,y) = (@a(x), 94(y))

m(x,y,z,w) = (x,2), parayy, Y3, Poy P11

T (x,y,z,w) = (y,w), para e, Ps, P14y P16
m3(x,y,z,w) = (x,w), parays, Pz, P13y P15
m(x,y,z,w) = (y,z), paray, Pg, P10y P12

Definamos A := { (x,y) /y >0, x>+ y*> > a®y x> +y?> < b*},
x:(1,1)x(-1,1) - A

o ([0 (5 D)
(5)e (5 m(+5)
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y definamos también

8:A— T?

(o) - (y \/az— (m—b)z> |

Las funciones 71, x y ¢ son difeomorfismos.

Sea ¢ := 8o xom : C; — Cy, donde C; y Cp son subconjuntos de S! x S!'y T7 respectivamete, tales con-
juntos hacen de ¢ un difeomorfismo. Los otros quince difeomorfismos se construyen de manera analoga
para cubrir, de esta forma, todo S! x S! y todo T2. Concluimos asi que: S' x S! es difeomorfoa T3.  ¥K

Corolario 2.7. T?, T? y T2 := S' x S! son la misma variedad y la notaremos indistintamente como T?.

2.2.1. PLANOS TANGENTES, INMERSIONES Y SUBVARIEDADES EN EL TORO

En el resto del capitulo, vamos sélamente a considerar variedades finito dimensionales.

Lema 2.21. [?]

1. Sif: X — X'yg:Y — Y soninmersiones. Entonces, f x g también lo es. f x g es la funcién definida de
la siguiente manera:

fxg:XxY—=XxY
(x,y) = (f(x),8(y))-

2. Si f es una inmersion, su restriccion a cualquier subvariedad de su dominio es una inmersion.

3. Cuandodim X = dimY, f : X — Y es un difeomorfismo local.

Demostracion. 1. Como

Q;ﬁ
—
~—
S~—
o
1

Ty (f X &) = [

entonces

como f y g son inmersiones, tenemos

Z1 = w1y 22 = wWy.

De lo anterior, deducimos que T, ;) (f x g) es uno-uno y ,por lo tanto, f X g es una inmersion.
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2. Supongamos que f : Y — X es una inmersién y sea Q C Y una subvariedad de Y. Designemos con
t: Q — Y lainclusion canénica ((x) = x.

por tanto,

entonces f | es una inmersién, ya que f también lo es.

3. Sea x € Y, por ser f una inmersién, Tx(f) : Tx(Y) — Tf(y)(X) es uno-uno. Por la Ecuacién Dimen-

sional [?] Ty(f) es también sobre. Por el Teorema de la Funcién Inversa [?] f es un difeomorfismo
local.

M

2.2.2. LA CURVA DE KRONECKER
Proposicién 2.25. [?]

1. La funcion

g:R! = &t
g(t) ¥ (cos2rt, sen27tt)

es un difeomorfismo local.

2. G := g x g es un difeomorfimo local de R* en T?. Si L es una linea de R?, G |1 es una inmersion. Si L tiene
pendiente irracional, G es uno-uno y L es denso en T2.

Demostracion. 1. Como

Ti(g) = (—2msen27t, 27t cos 27tt)
entonces T;(g)(x) = T¢(g)(y) implica
(—27mx sen27t, 27tx cos 27tt) = (—27y sen 27t, 271y cos 27tt)
xsen2mt = ysen2mt y xcos2mt = ycos 27t
sen2mt(x —y) =0y cos2mt(x —y) =0,
encontrando que: x = y;

ya que si sen 27t = 0, entonces cos 27tt #0 y reciprocamente. Por lo tanto, T; ( g) €S uno-uno y por
ende sobre. Por el lema anterior, G es difeomorfismo local.
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2. Ya que g es inmersién, por el lema anterior, G también lo es. Pero como R? y S! x S! tienen la misma
dimensién, nuevamente por el lema, G es un difeomorfismo local. Como L es una subvariedad de
R?, G |1 es una inmersién. Supongamos ahora que L tiene pendiente irracional 7. Definamos

fiR' 5 R?
t > (t,mt).

Supongamos que

G(f(t)) = G(f(s)), entonces,
G(t,mt) = G(s, ms) en otras palabras

cos 271t = cos 27ts

sen27tt = cos 27ts . .
lo que implica
cos 27tmt = cos 27tms

sen27tmt = sen 27tms

2t = 2ms + 27tn, esdecir, t —s =n
2mtmt = 27tms + 2k, es decir, m = ﬁ

Cuando ky t —s = n son enteros distintos de cero, la funcién no es uno-uno. Pero como la pendiente

es irracional, la igualdad m = % nunca seria valida. Esto quiere decir que, necesariamente, t = s
y, por tanto, G |1 es uno a uno. Veamos ahora que L es densa en T2 [?]. En efecto. Llamemos S a la
imagen inversa de L por G. Una recta con pendiente irracional la podemos ver como el conjunto de

todas las parejas (x1, x2) € R? tales que x, — mx; = 0. El conjunto
G US)={(t+pmt+q) | pge ZyteR}.
Este conjunto es el de todas las lineas rectas en IR? cuya ecuacién es de la forma
xp—q—m(x;—p)=0

donde p y g son enteros. Si probanmos que G~1(S) es denso en IR?, habremos probado que L es
denso en T2.

Ya que las lineas descritas anteriormente son paralelas la una de la otra, serd suficiente mostrar que
su interseccién con el eje i es densa en dicho eje. Estas intersecciones con dicho eje tienen la forma
(0,9 — mp). Debemos probar que si y es cualquier nimero real y € cualquier nimero real positivo,
existen enteros p y q tales que |g — mp — y| < €.

Vamos a suponer que el caso y = 0 es vélido. Demsotraremos el caso general. Supongamos que
podemos encontrar enteros q; y p; tales que |q1 — mp1| < €. Entonces, c; = g1 — mp; es un numero

irracional y por tanto, c¢1 no es nulo.

Sea k el mas grande entero que no excede a i/ c1. Entonces haciendo g = kq; y p = kp1, se sigue que

lg —mp —y| = |key —y| = |c1]

k—y‘ <l|e1| <€,
1

de esta forma, nuestra afirmacion esta demostrada.
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El caso y = 0 se deduce facilmente de un teorema concerninte a la aproximacién de ntimeros irra-
cionales por ntimeros racionales, teorema debido a Kronecker: Teorema 2.6.[?].

M

Teorema 2.6. Sea m un niimero irracional. Entonces existe una suse- cién de enteros p1, pa, ... ¥ 1,492, - - - tales
queq; 2 i—2y

< 1

=2
i

=

parai=2,3,4,...

Figura 2.2: La curva de Kronecker

Demostracion. Definamos la sucesién de niimeros irracionales myg, 11, ... y la sucesion de enteros Iy, [, ...
de la siguiente forma: my = m, I; es el entero méas grande que no excede a m;_1,y

1

m=——.
mi_1 —1;

Ya que 0 < m;_1 —I; < 1, se sigue que m; > 1y, por tanto, l;;1 > 1 parai = 1,2,3... Definamos entonces
dos sucesiones de enteros p1, p2, ... Y 41,42, ... como sigue: my =1, my =1, 11 =0, np =1,y

Piv1 = lLipi +pi—1
giv1 = Ligi +gi—1

para i = 2,3... Se pueden probar, por induccién, los siguientes hechos:

g;i > 1—2 paratodoi

pia _pi _ (1)
qdi-1  4qi qi—149i

parai=2,3,..
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. 1\
m— Pi _ (=1 parai=2,3,..
9 qi(gimi—1+qi-1)

Habiendo probado lo anterior y de las desigualdades m;_1 > 1y g;_1 > O parai = 2,3,

qi(qimi—1 + qi—1) = ﬂlz

Por lo tanto

... se sigue que

B

Definiciéon. La subvariedad L anterior, se conoce con el nombre de Curva de Kronecker. jEs una subva-
riedad de dimensién menor que el toro, pero densa en éste!. Esta subvariedad puede ser apreciada en la

Figura 2.2.
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CAPITULO 3

EDOS EN VARIEDADES

En este capitulo mezclaremos nuestros dos ingredientes. Esta mezcla debe ser cuidadosa. Se hara de la
siguiente manera: gracias a que las ecuaciones diferenciales estdn definidas en espacios de Banach y las
variedades son localmente espacios de Banach, lo natural es definir estas ecuaciones localmente. Esto
quiere decir que los posibles hechos globales que se tengan en EDOS no necesaria o inmediatamente se
tendran en variedades.

Un punto x en una variedad, tiene una vecindad coordenada y una carta ¢ que lo identifica difeomorfa-
mente con un tnico punto en el espacio de Banach, en el que la variedad estd modelada. Por eso, podemos
atrevernos a decir que x es un punto del espacio de Banach y que cuando este espacio es de dimensién
finita, x tiene unas coordenadas (x1, ..., X, ). Por esta razon, en este capitulo vamos a cambiar nuestro len-
guaje. En este orden de ideas notaremos, en algunos casos, las cartas igual que los puntos de la variedad.
A pesar de ser un aparante error, tecnicamente es correcto y su extrema formalizacién no es dificil

3.1. CAMPOS EN VARIEDADES

3.1.1. PRIMEROS EJEMPLOS

Ejemplo 3.1. Consideremos una particula de masa m = 1g, atada a un hilo de longitud 1. Se hace girar con
movimiento circular uniforme. Suponiendo ausencia de rozamiento, cosa que no es posible en la realidad,
sobre la particula actuara una fuerza total dirigida hacia el centro de la circunferencia (fuerza centripeta).
De lo anterior, y por la ley fundamental de la dindmica, encontramos que:

2.,
ax]

F=—
ot?
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pero, por la condicién de ser F una fuerza centripeta, tenemos también que

F = —Xj de donde
aZx]
+xj= 0.

Parai =1,2,...,n estas ecuaciones diferenciales representan a los n osciladores armonicos, los cuales se
pueden escribir como 2n ecuaciones de orden uno al hacer el cambio de variable

ou;
] — .
=,

paraj =1,2,...n. Laecuacién diferencial anterior se tranforma en:

- -/ - -
X1 X1

Xn { 0, In] Xn 3.1)

U Uy

Un Up |

donde 0, y I, son la matriz nula y la matriz idéntica de orden 7 respectivamente. Obtenemos asi un
campo de vectores definidos en R?".

Si deseamos estudiar trayectorias que presenten un valor fijo para la energia, por ejemplo 1 Ergio, vemos
que

Ec = mv?

(VG =)
:Zﬁ+2ﬁ

= H(xll“‘xn/u]/-..un)HZ = 1.

2

Las trayectorias pertenecen, entonces, a g2n—1,

Si).a; =1, dondelos a; > 0, entonces el toro T" esta definido por

X2+ u?

i j=aj paraj=1,...,n

este toro estd contenido por trayectorias contenidas en $>"~1. Por lo tanto, la ecuacién (3.1) induce un
campo de vectores en el toro T".

Ejemplo 3.2.
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El problema de los dos cuerpos estd modelado por las siguientes ecuaciones

ax]‘

at i

au]- x]- . 12
-~ = —————"—=5 para j=12
EECEER

En este caso, se pretende estudiar el campo de vectores anterior en la variedad
Xt = {(x11x2/x31x4) eER*/x1 £00x # O}

la cual es homeomorfa a R® x S!. En efecto, el conjunto X? definido por {(x,y) / x # 0oy # 0} es
homeomorfo al cilindro R x S'[?] a traves del homeomorfismo

_ X y 1 )
hxy) = <\/x2+y2’\/x2+y2'2log(x Ty ))

y h_l(x,y,z) = (xe*,ye?).

A continuacién daremos algunas definiciones basicas de flujos en una variedad y estudiaremos el com-
portamiento local de las trayectorias. Dicho comportamiento local mostrard que debemos restringirnos
a situaciones “genéricas", siguiendo la formulacién del teorema fundamental de la teoria cualitativa ge-
nérica de los flujos. Al hacer esto, estamos inclinados a mirar el concepto de estabilidad estructural que
desarrolla el papel mds importante en la teoria cualitativa.

Definicién. Un fibrado vectorial de clase CK sobre una variedad diferenciable X es una funcién

m:X—X

de una F-variedad X diferenciable de clase C* sobre X, que cumple las siguientes condiciones:

1. Para todo x € X, la imagen inversa 77~ !(x) = F, es un espacio de Banach. Si y es otro punto de X,
IFy es un espacio de Banach isomorfo a IF;.

2. Para cada x € X, existe una vecindad abierta U de x € X, junto con un difeomorfismo
T Y(U) - UxFy

tal que la relacién conmutativa
poT =1y

se mantiene en el diagrama y que la funcién

T Y(x) = Fy
e~ Tx(e) = q(z(e))

es una transformacioén lineal biyectiva.

En la definicién anterior, 7177 es la funcién definida por 7t en 77~ (U) y

p:UxF—U q:UxF—TF
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son las proyecciones naturales.

Si 77 es un fibrado vectorial de clase C¥ sobre la variedad diferenciable X, el espacio FF se llama el espacio
total de 7. Para cada x € X el espacio 77~ 1(x) es la fibra en el punto x . La vecindad U es la vecindad
descomponedora de x y el difeomorfismo 7 es la funcién descomponedora.

Ejemplo 3.3. Los siguientes ejemplos corresponden a fibrados vectoriales

1. El fibrado producto X x B. Consideremos el producto topolégico X x B y la proyeccién natural
m:XxB— X,

donde B es un espacio de Banach. Es claro que X x B es una variedad diferenciable modelada en el
espacio [E x B. En este ejemplo, E es el espacio de Banach donde la variedad estd modelada. Esto
quiere decir que la primera condicién de fibrado vectorial se satisface. En efecto: 7t es una funciéon
de clase C* y para cada x € X la imagen inversa

1l (x) =xxB
adquiere la estructura lineal de B.

Para ver que la segunda condicién también se satisface, tomemos U = X. El difeomorfismo identi-
dad
T:7 Y (U) - UxB

es la funciéon descomponedora. Por lo tanto, 7 es un fibrado vectorial de clase C.

2. El fibrado tangente T(X). Consideremos el conjunto

T(X) = | Tx(X)

xeX

de todos los vectores tangentes en X. Definamos una funcién

7 T(X) = X
v (v) =x

siempre y cuando v € Ty(X). Para cada x € X, la imagen inversa

(%) = Te(X)
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es un espacio lineal isomorfo a E.

Sea ¢ una carta para X y supongamos a X una variedad de dimensién finita. Entonces

(2430,
LI

es una base para Ty(X), con x € dom(¢). Por lo tanto, cada vector tangente v € 77~ !(dom(¢))
puede ser expresado por

Definamos una funcién

Tp: 0 (dom(¢p)) — dom(¢) x R"
(g H(U) X [‘:1 (U), ees @n(Uﬂ
74 es claramente biyectiva, y por lo tanto, induce una topologfa en 77~ !(dom(¢)) de la siguiente

manera: Un subconjunto W de 77! (dom(¢)) es abierto sii 75(W) es abierto en dom(¢) x R". Ya
que

T(X)= |J 7 '(dom(¢))
P<is

donde i, es el atlas maximal de X. Por esta razon, podemos definir en T(X) una topologia de
la siguiente manera: W en T(X) es abierto sii W N 77~ ! (dom(¢)) es abierto en 77~!(dom(¢)) para
toda ¢ € py. En este orden de ideas, T(X) se convierte en una variedad topoldgica y 7y en un
homeomorfismo. Cada carta ¢ € p define una funcién

¢* : 7 (dom(¢)) — R" x R"
0= ¢(71(v))) % [E1(0), s Eu(V)]]-

Esta ¢* es una carta para T(X) y la coleccién

a={¢" | ¢€po}

es un atlas en T(X). Este atlas hace de T(X) una variedad diferenciable de dimensién 2n. Es fécil
verificar que
7 T(X) = X

es un fibrado vectorial para X con 7y como la funcién descomponedora para cada carta ¢ € p-.

3. El fibrado cotangente T*(X). Si en la construccion del fibrado tangente, remplazamos Ty(X) por
TiH(X) y a%, por d(¢;), obtenemos un fibrado vectorial 7t sobre X con T*(X) como variedad di-
ferenciable de dimensién 2n.

Definicién. Sea 7 un fibrado vectorial de clase CF sobre una variedad diferenciable X. Una seccién
transversal de 7t de clase C* es una funcién de clase CF

v:X—=F
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tal que 77 0 7y es la funcién idéntica en X. Sea I'(7r) el conjunto de todas las secciones transversales de 7, ya
que 7 (x) es un espacio lineal sobre el cuerpo de los nimeros reales para todo x € X, podemos definir
en I'(77) las siguientes operaciones: Sean a, p € I'(77) y a,b € RR. Entonces la funcién

(ax+bp): X — F
x = afa(x)] + b[B(x)]

es claramente una seccion transversal de 7.

De la definicién anterior, obtenemos la siguiente proposicién

Proposicion 3.1. T'(71) es un espacio lineal sobre el cuerpo de los niimeros reales.

3.1.2. FLUJOS, TRAYECTORIAS Y SINGULARIDADES

Definicién. Las siguientes son las definiciones de flujo y trayectoria:

1. Sea X un [E-variedad de clase C¥. Un Flujo o campo vectorial es una aplicacién

VX = T(X)
x— V(x) € Ty (X),

tal que la composicion 77 o V' es la funcién idéntica en X.

Para cualquier v € Ty(X) y cualquier f € Ly(X) usaremos la notaciéon abreviada

Un campo vectorial V es de clase C¥ sii para cada funcién f € F¥(X),
fV : X — R
x = V(x)(f)
es de clase CK.

2. Una curva integral del flujo V en X es una curva 7 : (a,b) — X, tal que en cada punto y(f),
t € (a,b), su vector tangente es igual al flujo en ese punto, es decir,

D) _ y(a(r). 62)

3. Una trayectoria de V' es un subconjunto de X constituido por los puntos de una curva integral de X.
Siy(a) = y(c) para algun ¢ € (a,b], se dice que la trayectoria es cerrada o también 6rbita cerrada.

Se dice que la Ecuacién (3.2) define en coordenadas locales una ecuacién diferencial en X y el parametro
t, llamado como es usual, “tiempo". Vemos, por lo tanto, que localmente estamos en la misma situacién
que en el caso de ecuaciones diferenciales definidas en espacios euclideos.

La demostracién de la siguiente propoposicién es inmediata.
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Proposicién 3.2. Las secciones transversales de 7t son precisamente los campos vectoriales definidos en X.

Aclaracién. Sea ¢ una carta para x € X. Es claro que U = dom(¢) es una variedad diferenciable y Ty (U)
puede ser claramente identificada con Ty (X) para todo x € U. Tenemos entonces que

T(U) = 71 (U) = {Tx(X) | x € U}.

Definicién. Un punto ordinario o punto regular de un flujo V es un punto tal que V(x) # 0;si V(x) =0
se dice punto singular.

En el caso en el que el espacio B es de dimension finita, tenemos la siguiente proposiciéon
Proposicion 3.3. Para toda carta ¢ de clase C* en una variedad n-dimensional X, los n vectores tangentes

92 .9
S 3

son campos vectoriales de clase C*.

Demostracion. Debido a que los vectores a%, pertenecen al espacio Ty(X), sélo nos falta demostrar que

ellos son de clase C*. En efecto, notemos con f; a la funcién

fi=fa.

9¢;

La demostracién quedard completa cuando comprobemos que la funcién f; es de clase C¥. Para tal fin
definamos la funcién

g :img(¢) - R
ter g(t) = f(@7(1).
Claramente g es una funcién de clase C¥. Como
fi(x) = Di(g)(¢(x)) = (Di(g) 0 9)(x),

f; es la composicién de dos funciones de clase C. Esto quiere decir que la funcién f; es de clase CK. ¥

Ahora, sea V un campo de vectores de clase C¥ definido en una vecindad coordenada U para una deter-
minada carta ¢. Fijemos un punto x € U. Ya que los vectores

o2 9
S 3

son una base para el espacio tangente Ty (X), entonces existen n nameros reales a;(x), ..., a,(x) tales que

Vix) = iui(x)aii.

Gracias a que esto se cumple para todo x € U, la asignacién x — a;(x) define una funcion a; en la
vecindad coordenada U paratodoj=1,..,n.

Proposicién 3.4. Para todo j =1, ...,n, la funcién a; es una funcion de clase ck.
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Demostracién. Por la Proposicion 2.14, la funcién coordenada ¢; es de clase Ck. Ya que
0
8771'(4)/') = 0jj

es cierta para todo x € U, tenemos que

1 d
v(¢j) = gaiaﬁﬂ(%) =aj.

Puesto que v es un campo de vectores de clase C, esto implica que cada a; es de clase C*. d

Por ejemplo, si x es un punto singular de X, la curva y(t) = x para todo t € R es una trayectoria C® y el
punto x es una trayectoria de X, la tinica que pasa por ese punto.

Discutiremos a continuacién la siguiente pregunta: ;Cudl es el comportamiento de curvas integrales de
X en una vecindad de x € X?

Se considerara primero el caso en el que x es un punto regular. Tenemos la intuicién que las trayectorias
son como “paralelas”, pues no se interceptan, formando asi un “tubo". Se trata de formular en una varie-
dad el teorema clasico de existencia, unicidad y diferenciabilidad de las soluciones de una EDO respecto
a sus datos iniciales.

3.1.3. TEOREMA DEL FLUJO TUBULAR

Definiciéon. Sean: X una variedad C* de dimensién m, x € X,
V:X—T(X)

un flujo o campo en X ysea Q = {(y1,...,yn) | |¥/| <1, j=1,...,m} cubo en R™. Un flujo flujo
tubular (F,y) en x es una vecindad F de x en X, junto con un difeomorfismoy : U D F — R™, U
vecindad coordenada, el cual aplica F sobre Q y la derivada y. lleva V sobre el flujo (1,0,...,0) en Q. El
conjunto F se llama a menudo tubo.

Teorema 3.1 (Teorema del Flujo Tubular). En todo punto regqular x € X de un flujo V de X, existe un flujo
tubular.

Demostracion. Sea ¢ : D — R™ un sistema de coordenadas de x con dominio, de tal manera que de
acuerdo con la Ecuacién (3.2), X estd representado por las coordenadas locales por

. i .
xz:aait:vz(xl,._.,xm) i—1...n (3.3)

Supongamos ¢(x) = 0 € R™ y consideremos la ecuacién anterior en el conjunto x(D) C R™. Como x es
regular de V, podemos suponer, por ejemplo, que

vi(,...,00>0
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En la Ecuacion (3.3) cambiamos el parametro ¢ por T de tal manera que

T
— =X,
ot
por lo tanto la Ecuacién (3.3) se escribe:
Ixl
X
T
22 _ v
or V1
: (3.4)
ax'ﬂl Vm
ot VT
estas ecuaciones son validas en una vecindad N C x(D) del origen, donde
vl (xl,...,xm) > 0.
La primera ecuacién en (3.4) muestra que x! desempefiara el papel del tiempo t.
Consideramos ahora la solucién a (3.4):
xl =«
x2 =2 (xl;x(l,,...,xom)
(3.5)

x™ = x™ (xl;x(l),...,xg’) ,

1

esta solucién pasa por xg = (x,...,x0") € N cuando x! = x{.

Por continuidad podemos hallar un real « > 0 y una vecindad del origen N; C N pequefia, para los
cuales |x1 — x(1)| <a,x0E€ Ny (xl, .. .,xm) € N. Usamos ahora el hecho de que la transformacién

g:R" 1 5 R

(x%,...,xf)”) — (xz,...,x’”>

definida para todo |x! — x}| < a por (3.5) es un difeomorfismo debido al Teorema 1.2, es decir

dg
Tm#o.

En (3.5) las &/ son funciones de clase igual a la del flujo V, que es también la clase del difeomorfismo
anterior. Por el teorema de la funcién inversa, obtenemos que para xg en una vecindad N, C Nj del
origen podemos invertir g y obtenemos

xozfj (xl,...,x'") paraj=23,...,m
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de manera que las f/ son funciones diferenciables, constantes a lo largo de las trayectorias de V y no
constantes en ningtn abierto. Tales funciones se llaman integrales primeras de V. Hacemos el siguiente
cambio de variable para (x!,...,x") € N,

f:R"™ - R"
(xl,...,xm) — (yl,...,ym).

El origen es punto fijo para f en una pequefia vecindad G de x debido a que y' = x! = 0y a que el flujo
(3.5) en este punto es la identidad por Teorema 1.2.

En una pequena vecindad G de x en X tenemos entonces el sistema de coordenadas
y:G—R"
g y(q) = f(x(q))
y cambiando escalas en las coordenadas de tal manera que y(G) D Q, el flujo tubular buscado es entonces

F=y1Q).

En coordenadas y' la Ecuacién (3.3) se convierten en:

oo
oxl ot
> of% (x2,...,x™) o
oxl ox! N
ay™  of* (x%,...,x™) 0
oxl ox! -
es decir, y, transforma VenY = (1,0,...,0). Y

El tubo asi obtenido puede ser muy pequefio a lo largo de las trayectorias. Este problema tiene tiene
solucién en este caso particular.

Teorema 3.2 (Teorema del Flujo Tubular Grande). Sea v(t),0 < t <1, un arco no cerrado de una trayectoria
de un flujo Ven X, y(t) # y(¥') si t # t', entonces existe un flujo tubular (F,y) con -y C F.

Demostracién. Del Teorema 3.1 y del hecho de que v = (¥(t))y<;<; €s un compacto, por ser imagen de
un compacto por una aplicacién continua, todo punto de 7y estd contenido en el interior de un flujo que
intercecta a y en un conexo, es decir, en un arco.

Escojamos una coleccién finita ¢ de esos tubos, de tal manera que sus interiores cubran -; podemos
suponer también que los tubos de € después de ser afinados si es necesario, son tales que si dos de ellos
se intercectan, su interceccién sea conexa y contenga un arco de 7.

Sean Fy, ..., Fy los tubos de € y denotemos con [a1, B1], . .., [ak, Bx] los intervalos cerrados de [0, 1] corres-
pondientes. Por la hipétesis hecha sobre v podemos adimtir que sacando los elementos superfluos de
¢, los intervalos ([a;, ;])¥_; estdn ordenadaos, es decir, [w;, B;] intercepta a [a;_1, Bi—1] v a [@iy1, Bit1] si
l1<i<kcona; =0ypr=1
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Sea y, el sistema de coordenadas asociado a F; y para € > 0 sea Q1 (€) el subconjunto del cubo correspon-
diente Q definido por |y]l | < €j=2,...m.Entonces, para € pequefio toda trayectoria de V por y; ' Q (¢)
atravesard los tubos F;. Designemos por o (y; 1Q;(e)) el natural de 78 1Q;(e), es decir, la unién de todas
las trayectorias que pasan por un punto de y; 1Q;(e). Escribamos

F=0(y;'Que)) N (UE).

F D 7y para demostrar el teorema, falta ver que F es un flujo tubular. Sea Q = Q1 (¢€) x [0, 1] y definamos
una aplicacién y : F — Q asi: x € F estd caracterizado por x(0) donde la trayectoria de V por él, alcanza

la base y; 'Q1(€) y por el tiempo ¢ que lleva ir de x(0) a x. Si T es el tiempo que latrayectoria permanece
en F, definimos

y:F—=Q
t
x = y(x) = (1n(0), 1),
es claro que (F,y) es un flujo tubular s

El teorema anterior aclara el comportamiento de las trayectorias de X en vecindades de un arco de tra-
yectoria. Aunque el arco sea largo, si el no es cerrado y sin sigularidades podemos aclarar su comporta-
miento.

3.1.4. GRUPO DE DIFEOMORFISMOS GENERADOS POR UN FLUJO

Sea V un flujo en X y V;(x) la trayectoria pasando por x para t = 0, donde t estd en cierto intervalo
abierto.

Proposicién 3.5. Si X es compacto, el anterior intervalo es R.

Demostracion. Por la contrarreciproca del Teorema 1.3. Y

Corolario 3.1. Para todo t en R, la aplicacién x — Vi(x) es difeomorfismo de X sobre X. Estos difeomorfismos, al
iqual que en el Teorema 1.2, constituyen un grupo abeliano. Denotamos con (V;)ier al grupo de difeomorfismos
generados por X.

Se dice entonces que un flujo es equivalente a la “accién"del grupo abeliano IR sobre X. Esto implica
generalizaciones, de manera que podemos hablar de la accién de R? sobre X; en general de la accién de
un grupo de Lie G sobre X.! No haremos esto en general; veremos esto en el caso G = R, El caso general
estd lejos de nuestro alcance.

3.1.5. EQUIVALENCIA LOCAL DE TRAYECTORIAS

El teorema del flujo tubular implica que las trayectorias de un flujo tengan estructura de variedad en
una vecindad de un punto regular, de manera que dos de estos puntos se consideran como equivalentes
desde el punto de vista geométrico. Precisemos esta nocién de equivalencia local.

1Un grupo de Lie es un grupo que a su vez es una variedad. En un grupo de Lie la operacién y la inversién son compatibles con
la estructura de variedad
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Definicién. Sean V; y V; flujos en X, x,y € X. V; y V, se dicen localmente equivalentes en x e y res-
pectivamente sii existe U una vecindad de x, W una vecindad de y y H : U — W homeomorfismo de
U sobre W, el cual lleva trayectorias de V; sobre trayectorias de V;. Esto quiere decir que con y = H(x)
y x' = Vi(x), entonces y' = V,(y). Si el homeomorfismo preserva la parametrizacion, se dice que los
sistemas x' = V;(x) y ¥’ = V2(y) son conjugados. Vamos a estudiar el caso en el que el campo V; es igual
a la derivada del primero en la vecindad de un punto singular.

Proposicién 3.6. Dos puntos regulares son localmente equivalentes
Demostracién. Sean p y q dos puntos regulares de un flujo V. Para p existe un flujo tubular (F,y) y para

q existe un flujo tubular (G,z). Haciendo & = y oz~ ! definida en un conjunto adecuado, tenemos el
homeomorfismo deseado. 4

Para puntos singulares, la situacién se complica. En el caso de dimensién dos, tenemos los cuatro casos
que se ven en la Figura 3.1; los casos (c) y (d) son equivalentes.

Figura 3.1: Flujos en R?

Exigir en la definicién difeomorrfismo y no homeomorfismo complica las cosas, aumentaria el namero
de tipos posibles.

Veamos que la variedad de comportamientos posibles en una vecindad de una singularidad es inmensa:
el caso mds simple es cuando X es de dimensién 1, X = R. Un flujo en IR, es caracterizado entonces poor
una funcién diferenciable X : R — R. Una singularidad es entonces un punto donde X se anula.

Pero se sabe que dado un compacto K C R existe una funcién diferenciable, la cual tiene como conjunto
de ceros K, luego a esta funcién le podemos asignar un flujo teniendo a K como conjunto de singularida-
des. Como la estructura de K en la vecindad de uno de sus puntos puede ser muy complicada, asi sera
el comportamiento de las trayectorias en la vecindad de una singularidad.

En dimensién m > 1, admitiendo inclusive que la singularidad es aislada las posibilades son numerosas.
Por ello, se deben hacer restricciones sobre los fltjos que vamos a considerar.
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3.2. PUNTOS SINGULARES

En esta monografia solamente trabajaremos puntos singulares hiper- bélicos.

3.2.1. LINEALIZACION

Definicién. Sean X una variedad modelada en un espacio de Banach y V un campo vectorial definido
sobre la variedad X. Un punto xp € X es un punto de equilibrio o punto critico de x’ = f(x) sii V(xg) =
0.

En el caso en el que X es una variedad de dimensién finita y x un sistema de coordenadas definida sobre
un abierto que contiene al 0, podemos definir punto hiperbdlico. Un punto de equilibrio es un punto
hiperbélico sii ninguno de los valores propios de la matriz A = DV/(xg) tiene parte real igual a 0. El
sistema lineal ¥’ = Ax es la linealizacién de la ecuacién x’ = V(x) en x.

Aclaracion. Si xg = 0 es un punto de equilibrio de ' = V(x), entonces V(0) = 0y por el Teorema de
Taylor [?]

V(x) = DV(0)x + %DZV(O)(x, X) 4o

Se sigue que la funcién lineal DV (0) es una primera buena aproximacioén a la funcién V(x) cerca de 0. Si
xo es un punto de equilibrio de la ecuacion diferencial x’ = V(x) y V; es su flujo, entonces tenemos que
Vi(x0) = x¢ para todo t € R. Por lo tanto, xg es un punto fijo del flujo ¢;.

Daremos una clasificacién de los puntos de equilibrio, de acuerdo con los signos de las partes reales de la
matriz DV (0).

Definicién. Sea xp un punto de equilibrio de la ecuacién x’ = V(x) es un sifén o atractor sii todos los
valores propios de la matriz DV (x() tienen parte real negativa; este punto es una fuente sii todos los
valores propios de la matriz DV (xp) tienen parte real positiva y es una silla sii es un punto de equilibrio
hiperbolico y ademds la matriz DV (x() tiene por lo menos un valor propio con parte real negativa y por
lo menos un valor propio con parte real positiva.

Ejemplo 3.4. Retomando el Ejemplo 1.1 del Capitulo 1 en el que tenfamos
o] w
W' |~Lsenf— Ew|-

La segunda parte de la igualdad anterior la notaremos como V (6, w). La derivada de esta funcién en el
punto (0,0) tiene sus valoeres propios con la parte real negativa. Por lo tanto en el punto (0,0) tenemos
un sifén.

3.2.2. TEOREMA DE HARTMAN-GROBMAN

Ejemplo 3.5. Consideremos la funcién continua H : R? — R definida por

X1
H(x)= ¥+ xi
X3 + %
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L =

Solve[{yl==xl,y2==x2+x1"2, y3==x3+x1"2/3}, {x1,x2,x3}] ]
o=

2
2 -yl + 3 y3
{{x1 —> y1, %2 —> -yl + y2, x3 > ————————}}
3

< s

|39542EK Bytes Free

Figura 3.2: Programa Mathematica for Windows

Haciendo uso del programa Mathematica for Windows, (ver Figura 3.5) podemos encontrar la funcién
inversa

es decir

1 n 2
HoW) = | 2=y
Y3 —3h1
Ahora, haciendo uso del mismo programa, demostraremos que la funcién H anteriormente definida,
envia el sistema no lineal

V(x)=|—x2+ x%
X3 + x%

en el sistema lineal x' = DV(0)x. Esto quiere decir que si y = H(x), entonces y’ = DV(0)y. En efecto,
con algunos calculos vemos que

-1 0 O
DV()=|0 -1 0
0 0 1
también tenemos que
x{ —X1 —]/1 -1 0 0 yl
Y= |2uxj+x5| = |- —x|=|-n|=|0 -1 0| |y
Zyyx) 4 x4 1x2 + x5 Y3 0 0 1| |ys

En el ejemplo anterior, no explicamos cdmo se consigui6 el homeomorfismo H. Tampoco sabemos si ese
homeomorfismo existe para todos los casos. Para resolver estos problemas, vamos a utilizar un resultado
que se conoce con el nombre de Teorma de Hartman-Grobman. Para la demostracién de este teorema
necesitamos un teorema que usaremos como lema y cuya demostracién se encuentra en [?].

Lema 3.1. Sean ¢! un flujo hiperbélico lineal, A un operador lineal de R™ en si mismo. Entonces R" tiene una
descomposicion en suma directa
E=E®E"

donde cada uno de los sumandos es invariante bajo el operador A. El flujo inducido sobre E® es una contraccién y el
flujo inducido sobre E* es una expansién. Esta descomposicién es iinica.
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Aclaracion. Recordemos que en los flujos lineales es lo mismo tener los autovalores con parte real siempre
negativa, que ser una contraccién. Del mismo modo, en estos flujos da igual tener todos los valores con
parte real siempre positiva que ser una expansion. Los espacios E° y E* son llamados los subespacios
estable e inestable del flujo lineal hiperbélico et/

Teorema 3.3 (Teorema de Hartman-Grobman). Sea W un subcon- junto abierto de una variedad X modelada
en R". Sea x : W — IR" un sistema de coordenadas en W tal que p € W es un punto de X cuyas coordenadas
son (0, ...,0). Sea también V € C(W), con V; notaremos el flujo del sistema no lineal x' = V(x). Supongamos
que el punto 0 es un punto de equilibrio y que la matriz A = DV (0) tiene todos sus valores propios con parte
real diferente de cero. Entonces existe un homeomorfismo H de un conjunto abierto Uy de 0 sobre un subconjunto
abierto Up que también contiene al cero tal que para todo xo € Uy, existe un intervalo abierto Iy C R que contiene
al 0 tal que para todo t € Iy

Ho Vt(xo) = eAtH(xo);
H envia trayectorias de V cerca del origen en trayectorias de A cerca del origen. Es mas H preserva la parametriza-

cion.

Demostracion. Vamos a dar s6lamente una idea de la demostracién. Consideremos el sistema x’ = V(x)
conV € CY(W), V(0) =0y A = DV(0). Primero que todo vamos a suponer que la matriz A est4 escrita

en la forma
P 0
0 Q

donde los valores propios de P tienen parte real negativa y los valores propios de la matriz Q tienen parte
real positiva. Sea V; el flujo del sistema x” = V(x) y escribimos la solucién

x(t,x0) = Vi(xo) = z§i5§§3§]

donde

Xp = |:y0

Zo_

Yo € ESy zg € EY. Definimos ahora las funciones
Y (y0,20) = y(1,y0,20) — €"o
Z(yo,20) = z(1,y0,20) — %20

Entonces Y(0) = Z(0) = DY(0) = DZ(0) = 0.Y como V es de clase C!, Y y Z son funciones continua-
mente diferenciables. Por lo tanto

IDY (yo, 20)|| < a
IDZ(yo, 20) || <
en el conjunto compacto | yo|2 + \ZO|2 < s%. La constante a puede ser escogida tan pequefia como que-

ramos, escogiendo el s lo suficientemente pequefio. Hacemos Y(yo,20) ¥ Z(yo,20) dos funciones infi-
nitamente diferenciables que son iguales a Y(yo,20) y Z(vo,20) para |yo|* + |z0[* < (2)? y cero para
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lyo|? + |z0/*> > s3. Unas funciones asi, existen por el Teorema 2.13. Entonces por el Teorema del Valor

Medio tenemos que
Y (o,20)| < ay/1yol? + |20[* < a(lyol + |20]) 'y

1Z(yo,20)| < ay/|yol® + 201> < a(|yo| + |zol)

para todo (yo,29) € R". Ahora hacemos B = e’ y C = ¢9. Se puede asumir sin dificultad que
b=|B|<1 y c=|CY <1

Para

definamos la transformacion

es decir L(x) = e?x y localmente T(x) = V(x).

Para continuar con la demostracién, necesitamos el siguiente hecho: existe un homeomorfismo Hy de un
conjunto abierto Uy sobre un conjunto que contiene al origen Uy tal que

HyoT = Lo H,.

Vamos a probar esta afirmacién haciendo uso de las aproximaciones sucesivas. Para x € R", sea

o) = [xty5)

Entonces H o T = L o H es equivalente al par de ecuaciones

B®(y,z) = ®(By + Y(y,2),Cz + Z(y,2))
CY¥(y,z) =¥YBy+Y(y,z),Cz+ Z(y,z)). (3.6)

Primero que todo, definamos las aproximaciones sucesivas para la segunda ecuacién por

Yo(y,z) =z
¥ii1(y,z) = C "¥r(By + Y(y,2),Cz + Z(y, 2)). (3.7)

Se sigue entonces, por un argumento de induccién, que las funciones ¥y son continuas y satisfacen
¥4 (y,z) = z para |y| + |z| > 2s¢. Ahora, probaremos por induccién sobre j = 1,2...

¥i(y,z) —¥j-1(y,2)| < M (ly| + |z])°
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donde r = c[2méax(a, b, c)]° con 6 € (0,1) escogido lo suficientemente pequefio para que r < 1, es posible
gracias a que ¢ < 1,y M = ac(2s9)'~ /. Primero que todo para j = 1
[¥1(y,2) — ¥o(y,2)| = |C™"¥o(By + Y(y,2),Cz + Z(y,2)) — 2|
=|CYCz+Z(y,z)) — 2|
=|Cc'Z(y,2)|
< lIc 12y, 2)
< ca(ly| + |z])
< Mr(Jy| + |2])°.
Gracias a que Z(y,z) = 0 para |y| + |z| > 2s¢. Y asumiendo que la hipotesis de induccién se mantiene
paraj=1,2,... tenemos pues
[¥ii1(y,2) = ¥y, 2)| = [CT ¥k (By + Y (y,2), Cz + Z(y, 2))
—C " 1(By + Y(y,2),Cz+ Z(y,2))|
< le™ ¥k (By + Y(y,2),Cz + Z(y, 2))
—¥k1(By +Y(y,2),Cz+ Z(y,2))|
cM[|By + Y (y,2)| + |Cz + Z(y,2)|)°
cMr[bly| + 2a(ly| + |2]) + clz[}?
cMr*[2méx(a, b, )]’ (|y| + |z|)°
cMr(Jy| + |2[)°.

ININ TN

Por lo tanto, la sucesiéon ¥ es una sucesién de Cauchy de funciones continuas y, entonces, converge uni-
formemente a una funcién continua ¥. También tenemos que ¥ (y,z) = z para |y| + |z| > 2sy. Tomando
limites en la Ecuacién (3.7) encontramos que ¥ satisface la segunda ecuacién de (3.6). La primera ecuacién
de (3.7) la podemos escribir de la siguente manera:

B@(B 'y +Yi(y,2),C 2+ Zi(y,2))

donde las funciones Y7 y Z; estdn definidas por la inversa de T, quien existe si la constante a es lo sufi-
cientemente pequefia y estd definida de la siguiente manera:

) _ [Bly+Yi(y,2)
T\ (y,2) = {c—lz+ Zi(;j//z)}

entonces, la ecuacion (3.2.2) puede ser solucionada para ®(y, z) por el método de aproximaciones sucesi-
vas, exactamente como lo hicimos antes con ®y(y,z) = y gracias a que b = ||B|| < 1. Obtenemos asi la
funcién continua

Hlo ) = [y 3

Entonces se sigue como en [?] que Hy es un homeomorfismo de IR” sobre R".

Definamos ahora una familia uniparamétrica de funciones L' y T* defi- nidas por

Li(xo) = eMxg  T'(x0) = Vi(x0).
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Definamos 1
H:/ L~SHyT*ds.
0

Se sigue, entonces, que existe una vecindad del origen para la cual

1
L'H = / LI=SHT*~dsT!
0
1—t
- / LSHyT*dsT!
—t

0 1-t
= [/ L—SHOTSds+/ L‘SHOTsds] Tt
—t JO
1
:/ L SHyT°dsT!
0
= HT'

y puesto que Hy = L~'H,T, entonces

0 0
/ LSHyT*ds — / L1 H, T+ ds
—t —t

1
/ L—SH,T°ds
1-t
por lo que H o T" = L'H o lo que es equivalente

Ho Vi(xg) = e“tH(xp)

y se puede mostrar como en [?] que la funcién H asi definida es un homeomorfismo en R”. Esto termina
con la idea de la demostracién del teorema. ed

Ejemplo 3.6. Retomemos el Ejemplo 3.5, en el que se defini6 el campo V. Este campo lo podemos reescribir
de la siguiente manera:

n 5
V(y1,y2,2) = |¥2 +yzl
z+ %1

El homeomorfismo H en el Ejemplo 3.5 sali6 como por arte de magia. La demostracién del Teorema 3.3
nos brinda una forma de llegar a este homeomorfismo. Para esto volveremos a usar el paquete Mathema-
tica for Windows, puesto que los cédlculos son bastantes dispendiosos. La solucién que pasa por el punto
(y1,Y2,2) para t = 0 estd dada por

_n
yl(t)—?
2 b2 4 ot
—V1°+e +e
) -
20 3t,2 4 3t
Z(t)z y1-+ery1c+e’z

332t

63



Entonces, en el contexto de la prueba tenemos que

el 0
B_[O el] C=e¢e

ademads tenemos
0
Y(y1,92,2) = (—1+e)y?
(32

(—1+e)(1+e+e?)y?
Z(yllyZIZ) _ ) 382 )yl

Las aproximaciones sucesivas, como en la demostracién del Teorema 3.3 nos brindan

Yo(y1,¥2,2) =z

2 2
R4
Vi) =5 — 55 +2
2 2
" ou
Ya(y1,92,2) = 6 T2
2 2
R ou
Yayr,y22) =5 — 55 +2
2 2
.
Yalyya2) =5 — 335 +2
2 2
¥ A
‘Yﬂ(yllyZIZ) = ? — 363;1 +z
De lo anterior deducimos que cuando n — co
2
Fu(y1,v2,2) = ¥y1,y2,2) = 3 +2.

Ahora vamos a encontrar la funcién ®. Los primeros términos de sus aproximaciones sucesivas estan
dados por

Pl v22) = |
o(y1,¥2,2) V2
W
D1 (y1,Y2,2) = 2
K-St
n
Dy (y1,Y2,2) = 2
yi— Z% tY2
v ]
DP3(y1,Y2,2) = 2
Y Vi~ @+
v
D, (y1,y2,2) = [ 2 ,
! V- d
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entonces, cuando n — co tenemos

_ W
@ 7 7 @ 7 7 - .
n(Y1,y2,2) = ©(Y1,Y2,2) [y% —l—]/z]

De lo anterior, encontramos que

Zyl
HO = ]/12+]/2
y%—l—z

por lo tanto

1
H:/ L5 Hy T ds
0

Zyl
— y12+y2
y3f1+z

Ejemplo 3.7. Es pertinente traer a colacién nuevamente el Ejemplo 1.1. En este ejemplo el sistema asociado
a la matriz jacobiana en el sifén (0,0) es, por el Teorema 3.3, localmente equvalente al sistema no lineal
x’ = F(x). Por lo tanto todas las soluciones cercanas al (0,0) tienden a este punto pero nunca lo son
gracias al Teorema 1.1. Nos encontramos asi con la Paradoja del Péndulo [?]: La realidad nos dice que el
péndulo se detiene en algiin momento y la teoria nos dice que este nunca se va a detener a menos que
siempre haya estado en esta posicion. Esta paradoja es un buen contraste entre el mundo de las ideas y la

realidad.

Otro resultado importante es el Teorema de la Variedada Estable que estudiaremos en la siguiente seccién.

3.2.3. TEOREMA DE LA VARIEDAD ESTABLE

El teorema de la variedad estable bdsicamente establece que existe una subvariedad S inmersa en la
variedad original, tal que, todas las soluciones de un flujo V, que pasan por los puntos de esta variedad,
tienden a cero cuando el tiempo tiende a infinito. Del mimsmo modo, existe una subvariedad U, tal que
todas las soluciones que pasan por los puntos de U tienden a 0 cuando el tiempo tiende a —co

Vamos a retomar el ejemplo que estudiamos en la seccién anterior

Ejemplo 3.8. En el Ejemplo 3.5 se definié un campo de vectores V, cuyas soluciones estdn expuestas en el
mismo ejemplo. Sean S y U las vaiedades definidas por las parametrizaciénes

2
¢S(X,y) = (x/y/ -X /3)
¢u(x) = (0,0,x).
No es dificil ver que estas variedades asi definidas cumplen las condiciones que enunciamos al principio
de este capitulo. Lo interesente es preguntarse: ;De dénde salieron estas parametrizaciones?. Para dar

una respuesta satisfactoria a esta pregunta, debemos observar la demostra- cién del teorema que tiene el
mismo nombre que esta seccién.
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Teorema 3.4 (Teorema de la Variedad Estable). Sea W un subcon- junto abierto de R" que contiene al origen;
sea V un campo definido sobre W y sea V; el flujo del campo V. Supongamos que V(0) = 0y que DV (0) tiene k
valores propios con parte real negativa y n — k valores propoios con parte real positiva. Entonces, existe una variedad
diferenciable S de dimension k tangente al subespacio estable E° en 0, tal que para todo t > 0, V;(S) C S y para
todoc € S,

lim V(c) =0;

t—o0

y también existe una variedad diferenciable U de dimensién n — k tangente al subespacio inestable U en 0, tal que
para todo t <0, V(U) C Uy para todo c € U,

tgl;noo Vt(C) =0.

Demostracion. Solo daremos una idea de la demostracién. Sean A = DV(0) y V(x) = V(x) — Ax. Ade-
mas, existe una matriz C invertible tal que

B = C'AC = diag(P, Q),

donde los valores propios de la matriz P, Ay, ..., A, tienen parte real negativa y los valores propios de la
matriz Q, ~Ak+1, ..., Ay tienen parte real positiva. Consideremos ahora la funcién G definidad por G(y) =
By — C~'V(Cy) y consideremos el sistema

y' =By +G(y).
Sean ahora
a(t) = diag(e™,0) B(t) = diag(0,e?").

Entonces, a’ = Ba, B’ = BBy eB! = a(t) + ().

La demostracion de este teorema también hace uso de las aproximaciones sucesivas. Para esto se define
la sucesion de funciones

ug(t,a) =0
upi1(t,a) = a(t)a + /Ot a(t —s)G(un(s,a))ds
fKWﬁUfQGWMa@Ma

Una vez definida esta sucesion, se debe demostrar que ella estd bien definida y que es de Cauchy. Asi,
esta sucesion convergerd uniformemente a una funcién u(t,a) para todo t > 0y todo a lo suficientemente
pequerio. La parametrizacién de la variedad S es dada por

(PS(xll e .Xk) = (ui(ol X1y eeer Xfes 0/ rO))?:l

La demostracién de que S es tangente al subespacio tangente en 0, se encuentra en [?]. Para la demostra-
cién de los hechos respectivos a la variedad inestable, se siguen las mismas ideas pero con el sistema

¥y = —By—G(y),

la variedad estable para este problema serd la variedad inestable U que buscamos para el problema ori-
ginal. oS
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Vamos a retomar el ejemplo del inicio de esta seccion.
Ejemplo 3.9. En este ejemplo
A = B =diag(-1,-1,1)
U(t) = diag(e !,e7!,0) y
V(t) = diag(0,0,¢").

Por lo tanto, tenemos que

1u(0,aq,a2,0) = (0,0,0)
u1(0,a1,a2,0) = (a,a2,0)

Ll3(0, ai,ay, 0) = (al/a21 T)
—g?

u4(0,a1,a2,0) = (ay,az, T)
—g?

un(0,a1,a2,0) = (a1, az, T)'

Lo anterior demuestra que la primera parametrizacién del Ejemplo 3.8 es correcta. Lo mismo sucede para
la parametrizacion de la variedad inestable.

Definicién. Sea V; el flujo del sistema no lineal x’ = V/(x). Las variedades estables e inestables globales
en 0 estan definidas por

W2 (0) = [ J Vi(8)

t<0

w(0) = |J vi(u)

t>0

respectivamente. Se puede demostrar que estas variedades son tnicas y que son invariantes bajo el flujo
Vi.

Aclaracion. Si originalmente estdbamos trabajando bajo una variedad X, las variedades definidas ante-
riormente no son necesariamente subvariedades de la variedad original.

Vamos a terminar esta monografia con un resultado sobre campos de- finidos en en la esfera S2. Se trata
del Teroema de Poincaré-Bendixon.

3.3. TEOREMA DE POINCARE-BENDIXON

En esta seccién vamos a seguir las ideas de [?]
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Definicién. Sea X una variedadad diferenciable e clase Ck. Sea tam- bién p € X. El conjunto w(p) es
el conjunto w-limite de p de los puntos q € X, tales que existe una sucecién t, — oo con Vi, (p) — 4.
Anélogamente definimos el conjunto a-limite de p como el conjunto de todos los g € X tales que existe
una sucesion t, — —oo con V;, (p) — q.

Aclaracion. Observemos que el a-limite del campo V, es el w-limite del campo —V y visceversa. Si f estd
en la misma orbita de p, es claro que w(p) = w(p). Definimos, entonces el w-limite de la 6rbita de p como
el w-limite de p. Intuitivamente a(p) es donde la 6rbita de p nace y w(p) es donde la orbita muere.

Ejemplo 3.10. En nuestro ejemplo del final del segundo capitulo sobre las curvas de Kronecker, que eran
subvariedades densas del Toro, tenemos que estas subvariedades son las trayectorias de los campos defi-
nidos por

X(u,v) = (1,m)

donde m es un ntimero irracional. En este ejemplo es calro que si tomamos un punto en una de estas
trayectorias, el conjunto w-1imite de el sera todo el toro.

Vamos a estudiar ahora las propiedades de los conjuntos w-limites. Las propiedades de los conjuntos
«-limites serdn totalmente andlogas gracias a la aclaracién de arriba.

Proposicién 3.7. Sea V un campo de una variedad compacta X y sea p € X. Entonces

1. w(p) #D

(
w(p) es cerrado
(

(

w(p) es invariante por el flujo de V, es decir w(p) es una union de drbitas de V.

)
)
)
)

. w(p) es conexo.

Demostracion. Sea t, — oy p, = V4, (p). Como X es compacta, p, posee una subsucesion convergente,
cuyo limite pertenece a w(p), entonces, w(p) # @. Supongamos ahora que g ¢ w(p). Entonces, existe una
vecindad U(q) disyunta de {V;(p) | t > T} paraalgun T > 0. Esto implica que los puntos de U(q) no
pertenecen a w(p) y, por lo tanto, w(p) es cerrado. Sea ahora g € w(p) y § = Vs(¢q). Tomemos t, — co con
Vi, (p) — gq. Entonces, Vi, 15(p) = VsV, (p) converge a Vi(q) = 7y, por lo tanto, § € w(p). Esto muestra
que w(p) es invariante por el flujo. Supongamos que w(p) no sea conexo. Podemos entonces escoger
abiertos Uj y Uj tales que w(p) C U3 U, w(p)NUy # @, w(p) NUy # Dy cl(Uy) Necl(Up) = @. Como
la orbita de p se acumula en los puntos de U; y Uy, dado T > 0, existe t > T tal que

Vi(p) € X — (U1 NUz) =K.

Luego existe una sucesion t;, — oo con V, (p) € K. Pasando a una subsucesion, si es necesario, tenemos
que V;,(p) — g para algun g € K. Esto implica que

g€ w(p) CUiNly,

lo cual es absurdo. 54

Lema 3.2. Consideremos un segmento . C S? transversal a V. La rbita positiva por un punto p € S%, O+ (p),
intersepta a ¥. en una sucesion mondtona: esto es, si p; es la i-ésima interseccion de O4(p) con X, entonces p; €

[pi-1, piv1] C T
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Figura 3.3: Para el Lema 3.2

Demostracion. Consideremos la trayectoria p;_1, p; y el segmento [p;_1, p;] C Z. Esa curva limita un disco
D y como X es transversal al campo, el cual apunta al interior de D, la 6rbita positiva de p; estd contenida
en D. De este modo p; € [p;i_1, pii1]-

B

Corolario 3.2. El w-Ilimite de una trayectoria <y intersecta a X mdxi- mo en un punto.

Demostracion. Supongamos que w(vy) contiene dos puntos q; y 42 en X. Sea p, una sucesién de inter-
secciones de 7 co X. Entonces, existen subsucesiones de p; convergiendo a q; y g2, lo que contradice la
monotonia de p;, oS

Lema 3.3. Si el w-limite de una trayectoria -y no contiene singularidades, entonces w(-y) es una 6rbita cerrada. Si
p € 7, las orbitas por puntos préximos a p tienen esta misma orbita cerrada como w-limite.

Demostracién. Sea q € w(7y). Mostraremos que la 6rbita de q es cerrada. Tomemos x € w(q), x no es una
singularidad. Consideremos una seccién transversal > que contiene a x. Por el lema anterior, la 6rbita
positiva de g intersepta a X seguido de una sucesién monétona g, — x. Como g, € w(y), se sigue del
colorario de arriba que g, = x para todo n. Por lo que la 6rbita de g es cerrada. Tomando ahora un
segmento transversal que contenga a g concluimos que w(+y) se reduce a la 6rbita de 4. La segunda parte
de la afirmacién es inmediata.

M

Lema 3.4. Sean py y py singularidades distintas del campo contenidas en el conjunto w-limite de un punto p € S2.
Existe en él mdximo una orbita v C w(p) con la propiedad de que (y) = p1 y w(7y) = pa.

Demostracién. Vamos a hacer la demostracion por absurdo. Siendo asi, existen dos 6rbitas 1,72 C w(p)
tales que a(7;) = p1y w(7i) = p2,i =1,2.

La curva C; formada por las 6rbitas 71, 72 y por los puntos p1, p, separa a S en dos discos. Uno de ellos
contiene al punto p como se muestra en la figura 1. Sean X1 y X, segmentos transversales a V por los
puntos q1 € 71y g2 € 72 respectivamente. Como 1, 72 C w(p), la érbita positiva de p intersecta a X en
un punto 4 y en seguida intersepta X en u punto b. Consideremos la curva C, determinada por los arcos
arc(ab) C O(p),arc(bgy) C X, arc(qapz) C ¥2,arc(paqi) C 1, arc(gia) € Xy y por el punto p,. Tenemos
que C separa S? en dos discos A y B. La érbita positiva del punto b esta completamente contenida en el
disco A, lo que es una contradiccién pues 1, 72 C w(p). oS
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Figura 3.4: Para el Lema 3.3

o1 al /g

¥l p2

¥

Figura 3.5: Para el Lema 3.4

Teorema 3.5 (Teorema de Poincaré-Bendixon). Sea V un campo de- finido sobre la esfera S* con un niimero
finito de singualridades. Sea w(p) el conjunto w-limite de p € S?. Entonces ocurre una de las siguientes opciones:

1. w(p) es una singularidad.

2. w(p) es una érbita cerrada.

3. w(p) esta constituido por un niimero finito de singularidades p1, ..., pn y Orbitas regulares tales que, si -y C
w(p), entonces a(y) = p; y w(y) = pj-

Demostracion. Si w(p) no contiene singularidades, entonces, por el Lema 3.3 w(p) es una 6rbita cerrada.
Si w(p) no contiene puntos regulares, entonces w(p) es una unica singularidad, pues V tiene un ntimero
finito de singularidades y w(p) es conexo.

Supongamos, entonces, que w(p) contiene puntos regulares y singulares. Sea y una trayectoria regular
contenida en w(p). Afirmamos que w(7y) es una singularidad. Si w(7y) posee algun punto regular g tome-
mos el segmento transversal a V que pasa por el punto 4. Como v C w(p), tenemos, por el Corolario 3.2
que 7y intersepta a X en apenas un punto. Por el Lema 3.3 7y es una trayectoria cerrada y w(p) = 7. Esto

70



es un absurdo, pues w(p) posee singularidades. Por lo tanto, w(7) es una singularidad. Andlogamente,
a(7y) es una singularidad

Figura 3.6: Para el Teorema 3.5

K

Ejemplo 3.11. Sea V un campo en S? como la Figura 3.11. Los polos norte y sur son singularidades y el
Ecuador es una 6rbita cerrada. Las otras 6rbitas nacen en el polo y mueren en el Ecuador

Figura 3.7: Para el ejemplo 3.11
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