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Introduccidn

Este escrito se presenta como notas del Seminario de Investigacién del Doctorado en Ciencias Matemati-
cas de la Universidad Nacional, dirigido por los profesores Alfonso Castro y Francisco Caicedo. En este
seminario se estudian algunos métodos de la Teorfa de Puntos Criticos y de la Teoria de Morse que se
presentan en Bahri& Lions [3], Bahri & Berestycki [2]y Castro & Clapp [6]. La articulacién de la lectura
del texto escrito viene dada por [3] realizando algunos cdlculos, representaciones e interpretaciones de
los detalles y los implicitos.

La tematica principal concierne con la existencia y multiplicidad de resultados para las ecuaciones lineales
elipticas no lineales. En [2] se propone un método de perturbacién usando el lema de deformacién. En [3]
se utiliza la Teoria de Morse para ampliar estos resultados.
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cAPiTULO 1

Preliminares

1.1. Notacion

El problema que estudiaremos es la existencia de multiples soluciones del siguiente problema con valores
en la frontera. También conocido como problema perturbado

—Au = |u|P"tu — f(x,u)
(p) u |SQ: 0

Donde Q) es un abierto acotado de R"”, conn > 2, u € Hé(Q), Au=Y7, agl_ui, ylaf: QxR — Res
una funcién de Caratheodory. Es decir, f es medible en la primera variable y continua en la segunda. La

funcién f y su potencial F(x,s) = fot f(x,s) ds deben cumplir las siguientes acotaciones
|f(x,t)] < g(x)+C|t|Tenc.t.p.de Q
para algunos C > 0y g € L', (Q2), ademas
|F(x,t)] <a(x)+b(x)[t|]* enc.tp.de Q
paraalgunos0 <a <2,a€ L1 (Q)yb e Li(Q)

Sobre los exponentes, p, g, &, f, y su conjugado p’ recaen algunas condiciones que mostraremos a conti-
nuacion.

1.1.1. Condiciones sobre los Exponentes

Uno de los resultados de este documento, es que si

n+2(1—-ua)

1
<P< n—-2 '
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el problema (p)tiene infinitas soluciones. Esta conidicién se puede apreciar ver en el archivo Hipotesis
sobre el p. Cuando el valor de « es 0, se puede observar que a medida que la dimensién n aumenta los
posibles valores para p disminuyen. De hecho, cuando #n es mayor que 6, los posibles valores de p estdn
restringidos al intervalo (1,2). En este caso (¢ = 0), un resultado de multiplicidad esta expuesto en [2]. Si
n = 2, es claro que p puede ser cualquier valor mas grande que 1. A medida que « aumenta su valor los
valores posibles para p son cada vez més reducidos. En el caso limite (¢ = 2) no hay valores admisibles

para p.

2
El exponente g estd definido como g := L—FZ Notemos que, como se dijo arriba, a medida que la dimen-

sion crece, el exponente tiende asintéticamente a 1. En el casoen que n = 2, g = co y sin > 2, entonces
q<

2
El exponente r viene dado por r := n7—§]—12 A diferencia de g, a medida que la dimensién aumenta, el valor

de r también aumenta, pero de manera asintética hacia 2. Sin > 2, r > 1E]y a partirden =9, r > q pero
siempre r < 2. Podemos observar también que el # coincide con el conjugado del exponente critico del
teorema de inmersién de Sobolev para L2[9].

Sobre el B recae una condicién més general. Si tomamos a B’ como su exponente conjugado, debemos
garantizar que
2n

Que en el caso a = 1 coincide con el exponente critico del teorema de inmersién de Sobolev para L2. Para
a =00n =2, p = oco. Una cuenta sencilla muestra que si p’ esté en el intervalo de arriba, entonces

< 2n
p n(2—a)+2a
B 2n
2n —a(n—2)
2n
|
” 2n

Este ultimo hecho establece las relaciones entre B y 8.

1.1.2. La Energia de los Problemas

Con respecto al problema (p), existe el problema impar asociado (i), llamado asi por la parte no lineal
impar |u|P~1u.

—Au = |ulP~ty
() ulan = 0.
y por su puesto el problema homogeneo (h)

Au=0
(h) ulaq = 0.

TErratum en [3} p- 1028, 1. 15]
2Erratum en [3} p- 1028, 1. 16]
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Estudiar las soluciones de (i) y (h) brindara informacién sobre las soluciones de (p).

Informalemente hablando, en los métodos variacionales se suele encontrar la energfa total del problema
o el funcional asociado al mismo. Por la Ley de la Conservacién de la Energfa, se sabe que la Energia es
constante en un sistema. Por esta razén al derivar la energia, en dénde hay solucién, la derivada de la
energia debe ser cero. La interpretacién matemadtica consiste en que cuando el funcional asociado alcance
un valor extremo, entonces su derivada se va anular en ese punto y el cuando se anula, la derivada
coincide débilmente con la ecuacién original.

Nota 1 ((i) tiene buena energia). El funcional asociado a (i) estd bien definido. Es de clase C?, satisface PSﬂ
y viene dado por

1 1
Z(0) =5 [ IVl dp— g [ el

Demostracion. Vamos a verificar primero que el funcional Z estd bien definido. Para esto basta ver que la
norma en H}(Q) de u se puede identificar con la norma de Vu en L?(Q) [4) ch. IX]. Ademds, el ségundo
término en la definicién de Z corresponde a la norma de u € LF1(Q), que por ser Q acotado, por el
Teorema de Inmersién de Sobolev y por las restricciones hechas sobre p tenemos que

2n
n—2"

p<p+1<2t:=
lo que implica que
H(Q) C L (Q) — LFTH(Q) C LP(Q).

En otras palabras si u € H}(Q) la integral correspondiente al segundo término de la definicién del fun-
cional existe. Es mas, el funcional Z se puede reescribir como

1 2 1 1

I(u) = 5 [IVulliz(0) = PES] lull
1 2 1 p+1
=5 Il ) — 1 [l 1

Tomemos ¢ € H& (Q)), primero calcularemos la derivada del primer término del lado derecho de la ecua-
cién que define 7 y lo llamaremos Z;. Luego calcularemos la derivada del segundo término a través de la
derivada de Gateux. A este segundo término lo llamaremos 7,. Para Z; tenemos

_1 20y - L f 2
Ti(u+¢)~Tiw) = 5 [ IVu+9)IPdn—5 [ 1Vl dp
:/QVu-Vq)dy+o(4>)
De donde (Z{(u),¢) = — [ V¢Vudy. Para el segundo término, realizamos la siguiente cuenta
1
tpPtld ]
|l gl ap

07 t —0=0; | ——
Lo (u + tP)|1=0 t{p—l—l
1
p+1/nat [|u+t¢>\ L:Od‘u ;TCD?

t=0

= [ [+ tolr -+ to)g] _ an
= /Q \ulPYup dy.

3PENDIENTE
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En vista de que 7 es C!-Gateux, es C! [1} p. 77]. Esto quiere decir que
(T'(u),9) = [ Vo Vudp— [ [ulugdp

Ahora, cuando (Z'(u),¢) = 0 para toda ¢ € H}(Q), tenemos la igualdad en distribuciones dada (i).

Para calcular la segunda derivada realizamos el cdlculo segtin las indicaciones de [5) p. 107]
(T +9),9) = (Tiu+9),4) = [ 9Agdy
= | V¢ -Vidu.
| Ve Vydy
Lo anterior implica que
Hw)(@)W) = [ Vo-Vydn
Por otro lado
0 (T(u+19),9) o = [ 3 [lu-+ 1ol (u+t)y] _ an
= p—1
/Q [l -+t~ gy o H
—p [ JulP gy
p [ ul gy an

Es decir, que la segunda derivada de Z viene dada por

T'(u)(9)(y) = [ Vo Vypdu—p [ [ul" oy du

y la forma cuadrética asociada es
(1.1) T'(w)p® = [ V9P du—p [ julr g dp.

Es necesario comprobar ademas que Z"” estd bien definida®} De este modo queda probado que el funcional
7 es el funcional asociado al problema (i) y que Z € C>(H}(Q), R). v

Nota 2. 0 es un minimo de Z

Demostracion. Basta notar que
77(0)p? = / V- Vipdy >0
JO

y que
(Z'(0),¢) = 0.

v

Parte de la idea para encontrar las soluciones al problema (i) es definir un funcional sobre la bola unitaria

5= {ueH)Q) | [lullyn =1}

4PENDIENTE



INTRODUCCION

y encontrar sus puntos criticos, que como veremos mds adelante, coinciden con los puntos criticos del
funcional Z. Dicho lo anterior, sea

J:S— 1R
v — maxZ(Av).
A>0

Nota 3 (J también es muy bueno). El funcional J estd bien definido. De hecho el A estd determinado
de manera tnica. Al igual que Z, es de clase C?, satisface Pf]y los valores criticos positivos de J y de T
coinciden.

Demostracion. Para demostrar que J esta bien definido vamos a realizar directamente el calculo de 7.
Para esto es necesario que calculemos primero Z(Au), conu € S.

A2 2 AP+l
I)\u:—/ Vul|*du — /u”“d
Ay =7 J IVl dn =2 | el
A2 2 A1 p+1
= 7 ||MHH3(Q) - ﬁ HM| p+1
2 p+1
=
2 p+1 P
y definimos para u € S fijo
fu:RT - R
AZ Ap+1
/\ ~ = . a4Vu
2 p+1
donde N, = |[u||” 1 £ 0 por estar en S. Ahora por un argumento de célculo elemental [13, ch 11] vemos
p+1 p p g

que la funcién f, es infinitamente derivable y que su primera derivada es estrictamente positiva, es decir
1

fu es estrictamente creciente, en el intervalo (0, N, "); y f; es negativa, f, estrictamente creciente, en el
1

intervalo (N, ”,0). Este hecho describe el comportamiento de la f, en su dominio, de tal modo que si

1

Av:=N, ",

en Ay, f, adquiere un tnico maximo absoluto y por lo tanto el funcional J estd bien definido. Notemos
que la funcién A definida por

A:S— H}(Q)
ur— Au= A u
es de clase C? (por lo menos) y que J = Z o A, lo que hace de J un funcional de la misma clase. Es

importante tener presente que J' (1) estd definida sobre el espacio tangente a S en u notado por T, (S) [1}
ch. 2].

Ahora vamos a demostrar que los valores criticos de los dos funcionales son los mismos. Para eso vamos a
realizar el célculo de T (u). Sea

SPENDIENTE
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¢ € Tyu(S)

(T'(u), ¢) = (Z'(Au), (N1, 9))
— (T (Au), (A )+ M)
= (A, @) (T'(Au),u) + Ay (T'(Au), §) .

Como Z'(Au) = 0 en Ru, por que I aquiere un méximo en Au a lo largo del rayo generado por u, se tiene

que
<j/(u)r¢> = My <I/(AM),(P> .

Supongamos ahora que 1y € S es tal que ¢y := J(up) > 0y que J'(up) = 0. Porque Ay, > 0, tiene
que ser I’ (Aug) = 0. La tltima igualdad también es valida en {ug}+, pues el lugar donde est4 definido
J (up) es todo Ty, (S). Es decir, si cg es valor critico positivo de J también lo es de 7.

Reciprocamente, supongamos que existe un 1y € HJ(Q) tal que cg = Z(ug) > 0y Z'(ug) = 0, haciendo

up

0o €S

10l 112y

Como 1 es punto critico, entonces ¢y = J (vg) = Z(up) y por la relacién de las derivadas entre J y 7 se
tiene que (J'(vo), ¢) = Ay, (Z'(Aup), ) = 0. Es decir, que si cg es valor critico positvio de J también lo
serd de de Z. Por lo tanto, 7 y J comparten los valores criticos postivos. v

De manera analoga a los procedimientos anteriores se definen los funcionales I : Hé (Q) >RyJ:S—R
asociados al problema perturbado (p) mediante

_Ly - Pl gy,
w) = 5 IVl — oo [l e [ G u))

J(u) = 1/1\1?())([()\0).

Nota 4 ((p) también tiene buena energfa). F_’-IZCZ? PS?

Nota 5 (] también es un buen funcional). E]

1.1.3. La Variedad de Nehari

El hecho que la asignacién u — A, se dé de manera tinica define una variedad que asociada al problema
(i) o al problema (p). Esta variedad la llamaremos la variedad de Nehari y la denotaremos con N; y NV,
asociada a los problemas (i) y (p) respectivamente.

Sobre la vairedad de Nehari podemos realizar una interpretacion en el caso de dimensién finita para el
problema impar. Basta tomar la medida de conteo en R*. En la Figurase pueden ver distintas variedades
de Nehari para distintos valores de p.

Nota 6. N, y N son en efecto variedades de Hilbert.

Demostracién. La esfera es una variedad de Hilbert en inmersa en el espacio H} (Q). Para ver esto demos-
traremos primero que S es una variedad. Esto es cierto porque al aplicar el Teorema de la Submersién [1)

SPENDIENTE
7PENDIENTE
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Figura 1: Variedades de Nehari en IR?

p- 173] a la funcién ||-|| Hl(q) Y Notar que 1 es valor regular tenemos que S es variedad modelada en un
subespacio Hilbert de H} (Q)).

Recordemos ahora que la funciéon A : S — N definida arriba es un difeomorfismo entre la bola y la
variedad de Nehari. Este difeomorfismo genera las cartas que se requieren para modelar la variedad. v

1.1.4. Géneroy Cogénero

Sea SK la esfera estandar k-dimensional en el espacio euclideo. Definamos
OddC(A,B) ={f:A—=B | f€C(A B)y f(—x) + f(x) = 0}
provisto que A = —A 'y B = —B. De manera similar definimos
Symm(S) = {A C S | Aescompactoy simétrico }.
Si A € Symm(S), denotamos con

7 (A) =inf{k € N | 3h € OddC(A,S")} y
77 (A) = sup{k € N | 3h € OddC(SF, A)}.

A los ntimeros 7~ (A) y 71 (A) le llamaremos el cogénero y el género de A respectivamente.

Nota 7. Cualquier entero méas grande que el cogénero pertenece al conjunto donde se toma el inf. De
manera andloga ocurre para el género.

Demostracién. Sea A € Symm(S) y a~ = 9~ (A). Supongamos que m > «~. Por el Principio de Buena
Ordenacion [13| ch. 1], existe h € OddC(A, S* ). Existe una aplicaciéon

1 8% 5™
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definida por i(x1,...,x;) = (x1,...,x5,0,...,0), la conmutatividad del siguiente diagrama nos demues-
tra el resultado.

AHSaf

N\

Sm

Nota 8. El género siempre es menor o igual que el cogénero

Demostracién. Denotemos con a~ = 7y~ (A) y con a™ = 41 (A). Supongamos que 7" (A) > 7~ (A).
Entonces existen

hy € OddC(S*", A)
hi € OddC(A,S* ).

Esto quiere decir que el siguiente diagrama

OL+HA

A\

sv

S

conmuta preservando continuidad e imparidad. Pero por el Teorema de Borsuk-Ulam [10, p. 105], esto es
imposible. v

Por otro lado definimos los conjuntos

I't = {A C Symm(S)

Y (A) =k} y
I't ={A CSymm(S) | v

|
| v (A) =k}

Por dltimo, definimos

cy = inf mdxJ(v) y

AeTy, veA
by = inf max J(v).
A€T] veA
Nota 9.
Iy C FZ
y por ende
b < ¢k

Demostracion. Sea A € Ty y supongamos que A ¢ T';. Entonces a* > ky a™ < k. Por las notas realizadas
arriba sobre el cogénero y el género, tenemos que existe una funcion 1 € OddC(A, S* ) y existe una
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funcién hy € OddC(S*, A), de tal modo que el diagrama
sk ——= A
st

conmute preservando la imparidad y la continuidad, pero esto es imposible nuevamente por Borsuk-
Ulam. La tltima desigualdad es consecuencia inmediata de la contenencia. v

De hecho, se tiene la siguiente red de contenencias que es muy fécil de demostrar
Nota 10.

Iy D) I D) I D)
N N N
Iy D I D I3 D

A continuacién enunciamos una version del Lema de Deformacién que usaremos como herramienta prin-
cipal para demostrar que los valores singulares de Z y 7 son los mismos

Teorema 1 (Teorema del Intervalo No-Singular). [12] p. 320] Supongamos f € C'(M, R), (con M variedad
de Banach-Finsler) satisface la condicién de Palais-Smale (PS). para todo ¢ € [a,b] y si KN f~'[a,b] = @ (K el
conjunto de valores criticos). Entonces f, es un retracto de deformacion fuerte de fy,.

Una interpretacion del Lema de Deformacién puede ser como la que se vé en la Figura 2| En esta figura
el funcional corresponde al funcional J definido en IR? y la integral se toma con la medida de conteo.
En este caso se toma un conjunto de nivel J, con a ligeramente por debajo de un valor critico (Figura
derecha) y Jj, ligeramente por encima de un valor critico (Figura [2]izquierda). Es claro que no es posible
deformar fuertemente 7, en J, por cuanto la topologia de los dos conjuntos son distintos en tanto difieren
en género, cogénero, homotopia, homologia, conexidad, etc.

Por dltimo en esta seccién vamos a comprobar que

Nota 11. Los nimeros by y ¢, son valores criticos de J y Z.

Demostracion. Basta demostrar que son valores criticos de J porque los comparten segin la nota corres-
pondiente a J arriba. Para ello vamos a usar una versién no cuantitativa del Lema de Deformacién [12,
p. 305]. Supongamos que by no es valor critico de J. Entonces por el Lema de Deformacion, existe € > 0
tal que se puede deformar el conjunto de nivel 7, ;¢ en el conjunto de nivel J_c; — €.

Cuando se trata de puntos criticos esto no se puede hacer. En la Figura[2]se ve una interpretacién del Lema
de Deformacién en dimension infinita. Lo que se encuentra en verde en el lado izquierdo corresponde
al conjunto de nivel [J;, ¢ y lo que se encuentra en verde a la derecha corresponde al conjunto de nivel
Je,—e- Es claro que, en este caso, J, +¢ no se puede deformar en 7, —. Lo que se encuentra en rojo es la
variedad de Nehari.

Retomando. Como ¢y es un inf, entonces dado € > 0, existe un A € T tal que

cr <max J(v) < ¢k +e.
vEA
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Figura 2: Interpretacion del Lema de Deformacién en R?

Esto implica que
J(v) <cpte

para todov € Ay por lo tanto, A C J, 1.. Sea ahora
1 Jepte X 0,1] — Tep+e

el retracto. Esto quiere decir que

u U(u7ck+e/ 1) = jck—e
- 17(/ t) = 1u7ck7€
- W(Or t) = \7Ck+E'

Entonces 77(A, 1) queda inmerso en J;, —¢. Pero, como 7 es una deformacién fuerte, el género no perma-
nece inariante®l De ahi que

v (A D) =17 (A) 2 k.
Es decir, 7(A, 1) € I'y. Lo anterior implica que

max J((v) <c¢,—¢€
ven(Al) <) k

pero esto es absurdo porque ¢, es un inf sobre estos maximos. v

1.1.5. Indice de Morse Generalizado

Sea 1 una solucién de

Au+ ulPlu = 0u [5n=0

SPENDIENTE
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Definimos el indice de Morse generalizado de Z como la dimensién del espacio negativo y nulo del operador

—(A+plulP™)  Hy(Q) — Hy(Q).

Denotaremos este namero entero y finito por o(u).

pl

Figura 3: Indice de Morse de la funcién altura en T2

Intiuitivamente podemos pensar en el indice de Morse como el ntimero de direcciones linealmente inde-
pendientes de decrecimiento en el punto critico. A manera de ejemplo tomemos la funcién que representa
la altura definida sobre los puntos de un toro como el de la Figura 3] En esta misma figura podemos apre-
ciar que el indice de Morse del punto p; no tiene direcciones de decrecimiento y por tanto (p;) =. De
manera similar nos podemos dar cuenta que o(py) =1,0(p3) =leo(p4) =2.

Nota 12. El indice generalizado de Morse esta bien definido.

Demostracién. Definimos Ty actuando en H}(Q) por

(Tup, ) = [ V- Vipy
y definimos T, actuando en H}(Q) por

(Tap ) = p [ [ul" oy d

11
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Es claro que —(A + plu|P~!) = Ty — T, y vamos a realizar el analisis de estos operadores por separa-
do. Es bien conocido el comportamiento espectral del operador auto-adjunto Ty en H}(Q) [8, p. 234].
Recordemos por ahora que los valores propios de T; se pueden poner en una sucesién de la siguiente
manera

O0< A <A <A< A<,

donde ademéas podemos expresar al primer valor propio a través de la siguiente férmula

Al = inf [/ Vu zd}
AL

y que
lim A, = +oo.

Ahora, en lo que respecta al operador auto-adjunto T, en el espacio de Hilbert H}(Q)), vemos que se
trata de un operador compacto. En efecto, sea {¢, } una sucesién acotada en H}(Q)). Como p+1 < 2*y
H}(Q) — LP*1(Q), existe una subsucesién convergente de {¢,} en
LP+1(Q). Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que la subsucesién convergente es la misma {¢y, }.
Necesitamos acotar adecuadamente la cantidad (To¢,, — Tom, ) usando la desigualdad de Holder.

(Topn — Topm, ) = <T2(‘Pn - ¢m)rl/’>
= p [l @ = gl

<o f 0l d| | [ b= gl ]

1 1 1
< P{];|u(ply%,d#} ‘ [/@I#ﬂ”sdﬂ} ‘[/g|¢n-—¢m1rdu}

Donde 1 < 1,5 < ooy 1"y s’ los exponentes conjugados de r y s respectivamente. En prinicpio seria
suficiente con encontrar r y s que satisfagan el siguiente sistema de inecuaciones

U=

(p—1)r's <2r
r's < 2%
r< 2%
Sin embargo, el tinico lugar donde esto es posible es cuando r es p 4+ 1 (por eso la hipétesis de que

¢n € LPT1(Q)), entre otras razones, porque p + 1 es el tinico exponente conocido mds cercano a 2*. Los
demés pueden tomarse en la igualdad. En otras palabras

s ptl
p

_ ok 27’1 P
szr(n—Z)(p+1

realizando algunos célculos elementales vemos que

r__ 2y
np—n+2p+2

12
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ue (p — 1)7's’ < 2*. Por el Teorema de Inmersién de Sobolev [8, p. 192]
y que (p P
(T2pn — Topm, ) < p ||“HH3(Q) H1P||H3(Q) lpn — ‘Pm“LPH(Q) — 0.

Es decir, {T>¢,} es una sucesién de Cauchy en H}(Q) y por tanto converge en H(Q) y como {¢,,} se
tom¢ inicialmente acotada en H} (Q)), T, es compacto.

En resumen, T, es un operador auto-adjunto y compacto en un espacio de Hilbert real por tanto sus
valores propios vienen dados por una sucesion { i, }, tal que

lim p,, = 0.

El anélisis espectral realizado sobre T; y T, nos d4 la siguiente desigualdad sobre la forma cuadrética
asociada a — (A + p|u|P~1) evaluada en una funcién propia ¢ de T,

~(&+ plur g = Tip? — Tog?)
= [ 190> du—p [ |ul 7 dp

>N [ gRdu— e [ gRd
=M | Picdn = | Pican
> (0 para casi todos los valores de k.
Por lo tanto — (A + p|u|P~!) solo tiene un ntimero finito de valores propios negativos, A no tiene valores

propios negativos y T, por ser compacto, tiene nucleo finito-dimensional. Es decir, el indice de Morse
generalizado de u, o(u), estd bien definido. . v

1.2. Cotasde o(u)

1.2.1. Cotas Superiores

Proposicién 1. Para todo k € IN tal que ¢y < ¢y 1, existe un punto critico u de Z tal que T(u) > ky o(u) <
k+1.

Demostracién. Pl v

1.2.2. Cotas Inferiores

Dado I un funcional de clase C! en H}(Q2), definimos

K' = {u € Hy(Q) | I'(u) = 0}
K ={uecH}(Q) | I'(u) =0y I(u) =a} =K' NI (a)

Se puede suponer que todos los puntos criticos de J en el nivel de energia de by, son nodegenerado
Sea 19 un punto critico no degenerado de 7, podemos suponer sin pérdida de generalidad que J (ug) = 0

9PENDIENTE
10PENDIENTE
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INTRODUCCION

y por el Lema de Morse [11] p. 33], podemos representar el funcional .7, bajo una carta de coordenadas
(X,Y) alrededor de ug = (0,0) por

MOES NS
suponiendo que o(up) = m < oo, que X = (x1,...,x%n) y que |Y|* + || X|]* = ||(X,Y)||%Ié(0). Si

(e1,...em, f1...) es una base ortonormal de Hj(Q2) con coordenadas (X, Y), definimos

Em:<e]_,...,em> y E$:<fl...>
y también definimos
m
Dy, = {xe Enm | Y x7 ge}; aD, = Sii L.
i=1
Es claro que J |p,, (#) < J(up). Con las notaciones anteriores tenemos la siguiente
Nota 13. Podemos deformar J: en J_¢ 11 Dy,.

LSl Wk W W

AN b
¥

PN

44

ALY ALY

Figura 4: Deformacién de Je en J_¢ 1 Dy, en R?

Demostracion. Para construir una deformacién de este estilo, escojemos dos cajas abiertas alrededor de
ug, Uy y Uy, tales que Uy € U, como se ve en la Figura@ En U, deformamos sobre las lineas de flujo del
campo vectorial (0, —Y); en U§ deformamos sobre las lineas de flujo del campo vectorial —9.7, mientras
que en Uy \ Uy deformamos sobre combinaciones convexas de los dos campos anteriores. En el caso en
que K/ = {u} esta deformacion se puede extender globalmente por —9.7 (u).
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Ahora, supongamos que existen mds puntos en ]Kuj0 Vamos a demostrar primero que #(]Kujo) < 0. En

efecto, por la representaci6n local que tiene 7 () en el espacio modelo H} (Q)) bajo coordenadas, tenemos
que

T () (h, k)@ = ||[|3, — [k,

y por ende

(W) < hl2,2, y

2
EL’

T" (uo) |2
T (u0) |z, (K@) > —|[K||Z,, -

Esto implica que en 0;: hay un minimo local estricto y que en Og, hay un méximo local estricto [5,

p- 322]. Es decir, u( es un punto de silla aislado. En el caso en que #(IK{O) fuera infinito, tendria un punto
de acumulacién gracias a su compacidad dada por la condicién (C). Pero esto contradice el hecho que
acabamos de demostrar y es que todos sus puntos son aislados.

Por lo anterior, podemos suponer que K;/ = {x1,...,x} con indicies de morse ¢(x;) = m;. Entonces
existe un retracto de deformacion fuerte de Je en J_¢ I Dy, 11 Dy, - - - I Dy, con

T eNDy, =Sty
T D4y < T (1)

Por ultimo observemos que, con J es impar en S, los puntos criticos aparecen en pares (u;, —u;) con
indices e Morse m;, discos inestables (Dy;,)* y (D)~ y esferas (S™i~1)T y (S™i~1)~. En este caso la
deformacién se puede tomar impar ya que el campo que define la deformacién es de la forma —d.J que
es una funcién impar. En resumen, estamos bajo la siguiente situacién

by es un valor critico con puntos criticos no-degenerados (u;, —u;)
J(u) < by paratodou € (Dy,)" U(Dp,)”
J(u) =by—e paratodou € (S 1)t u(sm1)~,

Es asi como la deformacién r necesitada cumple

r:[0,1] X Ty e — Tp+e continuay tal que

donde

S

[T (s 11Dy,

i=1

X E€Zy= jbk—eu

Por lo tanto, podemos deformar J en J—. Il Dy, y cuando IKM‘70 tine varios puntos criticos, podemos
deformar J en Zi. Una interpretacion de esta situacion se puede apreciar en el diagrama de la Figura

Gl v

Nota 14. El argumento anterior es vélido si los m; son infinitos

15
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r(0, x

Figura 5: Diagrama que representa la deformacién r

Demostracion. [11] v

Nota 15. #(IKujO) se mantiene finito bajo perturbaciones

Demostracién. [ v

Para la demostracion de la siguiente proposicién necesitamos dos resultados de la Topologia Algebraica,
especificamente de la Teoria de Homotopia. El primero de ellos hace referencia al n-ésimo grupo de
homotopfia de la esfera k-dimensional. El primero es

(S5 =0 sin <k

donde 71, es el n-ésimo grupo de homotopia de la esfera k-dimensional [7, p. 339]. El segundo corresponde
a un lema de la Teoria de Homotopia [7, p. 348]

Lema 1 (Lema de Extension). Sea (X, A) unpar CWy f : A — Y una aplicacién continua con Y arco-conexo.
Si 71, 1(Y) = 0 para todos los n tales que X \ A tiene células de dimension n, entonces f se puede extender a una
aplicacion continua f : X — Y.

11pPENDIENTE
12PENDIENTE
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Ahora si procedemos a demostrar la siguiente proposicion referente a las cotas minimas del indice de
Morse generalizado.

Proposicion 2. Para todo k € IN, existe un punto critico uy de T tal que Z(uy) = by o(u) < k+1.

Demostraciéon. Por definicién del by como un inf, tenemos que dado un € > 0, existe A € I'}] tal que

max J(u) < by +e€
ueA

Escribimos
A :=71(1,A).

Entonces como A C [, y¢ y por la manera como construimos la deformacién r en la Nota [13| tenemos
que As C Z;. Como vimos en esa misma nota por el Lema de morse o bien J (1) < by en los discos
inestables, o bien 7 (1) < by — € en el nivel de energia by — €. Por la definicién del Z; tenemos entonces
que

méax J (u) < by.

UEA
En vista de que r es impar en x, tenemos que el A es simétrico, compacto y de la misma topologia que
A. Por lo tanto A € T}

Afirmamos que no existe ningtn conjunto en I'; que esté en Jp, .. En efecto, supongamos que existiera
un tal B € I'; tal que B C 7}, _. Esto implica que

pero esto quiere decir que existe un elemento en el conjunto donde se esta tomando el inf (b;) menor que
el inf menos épsilon (b, — €) lo cual es imposible. Por lo tanto, no puede existir al tiempo un conjunto en
Iiyen Jp e

Definimos

S

H(Dmi)i

i=1

B 1= {Aoo\

} il []_[(smf—l)ﬂ ¢ T

En otras palabras, B« es el menor conjunto cerrado contenido en 7, . que contiene a A y que no
contiene a los discos inestables (D,,,)*; ademas 7~ (Bs) < k — 1. Claramente este Bo, € Symm(S). Pero,
por la nota[7} cualquier entero més grande que el cogénero pertenece al conjunto donde se toma el inf. Es
dedir,

k—1¢€{meN | existe h € OddC(Bs,S™)}

o lo que es lo mismo, existe una aplicacién impar continua
h:Be — SL

Definimos
h+ =h |(S’”1_1)+ .

1

Supongamos por un instante que

S
supm; <k,
i=1

Entonces por el Lema de Extensién podemos extender las 1/ a todo (Dy,,)* a través de una aplicacién
impar continua /1;". Para verificar esto veremos que estamos bajo las condiciones del Lema de Extension.
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En este caso X = (Dy,)*t, A = (S"i~1)*, y es claro que (X, A) es una pareja CW pues las células de
(§™i~1)* son células de (Dy,,) . De hecho (D, )" se puede escribir como la adjuncién de las siguientes
tres células

(D)t = ™~ 11 (Dyy, ) *

1 son células de dimensién 0y m; — 1 respectivamente. S¥~1 es obviamente arco-conexo. La

donde ¢’ y e™i~
tinica célula posible de (D, )"\ "~ !es (Dr;l.)+ y es de dimensi6n ;. Ademds sabemos que 71,1 (SK71) =
0, por lo tanto estamos en las condiciones del Lema de Extensién y la funcién ;" € OddC((Dy,) ", S¥1)
existe. Es asi como podemos construir una funcién impar continua

S

H(Dmi)i

i=1

fi: Ao = Beo 11 — gk-1

Pero la existencia de i € OddC(Aw, S*~1) implica que
T (Aw) <k-—1

Pero como A € T}
7 (Aw) 2 k
Pero esto es absurdo y por lo tanto
s&p m; > k.
i=1

En otras palabras el indice de Morse generalizado de J esta acotado inferiormente por k. Ahora necesi-
tamos una cota inferior para el indice de Morse generalizado del funcional Z. Para ello tomemos uy un
punto critico de 7 y, tomando como restriccién a Z’ (1) en el Teorema de los Multiplicadores de Lagrange
en Dimensio6n Infintia [5] p. 338] y como funcién a optimizar 7. Este teorema puede ser aplicado porque
los 1y son no-degenerados, es decir Z”(ug) # 0 lo que implica que Z" (1) es sobre R. Asi, existe un
multiplicador de Lagrange positivo p(up) > 0 tal que

J" <uo> = p(ug)Z" (uo).

[0l 112y

Esta ecuacién implica que el indice de Morse generalizado serfa el mismo para los dos funcionales si es-
tuvieran definidos sobre el mismo espacio. No obstante, 7" (uo/ [luol H) (Q)) estd definido, como forma
cuadrdtica, en T, (S). Si denotamos con M(ug) el espacio propio negativo de

J" (uo/ ||u0\|H3(Q)), entonces Z"” (1) tiene como espacio propio negativo a M(up) @ Rug. Por lo tan-

to
o(ug) > k+1 v
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CAPITULO 2

Infinitas Soluciones para (p)

2.1. Crecimiento de los valores criticos

Para nuestra proxima proposicién necestiamos un resltado fuerte del anélisis funcional. Lo enunciamos
segtn la notacién de [10] p. 208].

Teorema 2 (Teorema de Rosenbljum-Lieb-Cwickel). Sea N > 3, O C RN un abierto acotado, V € Llloc tal

que V— € L? (Q). Designamos por Lu = Au + Vu un operador auto-adjunto definido sobre L?(Q). Con n(V)
designamos los valores propios negativos de L, entonces

N
n(v) < Cy [ |[v® dp

Ahora si estamos listos para demostrar

Proposicién 3. Sea u € H}(Q) y denotemos con o(u) la dimension del espacio nulo y propio del operador
—A — plu|P~1, con dominio H3(QY) N HY(QY). Entonces, tenemos que

<C/ 7d
o(u) <C | fultdp

donde q = %n(p —1)sin>3.Sin =2, qesarbitrarioen (p — 1,00) y C > 0 es una constante independiente de
u.

Demostracion. Supongamos primero que n > 3. Vamos a verificar primero que estamos bajo las con-
diciones del Teorema de Rosenbljum-Lieb-Cwickel observando que V = —p|u|P~!. Por un lado, V es

localmente integrable. Esto es evidente porque () es abierto y acotado. Por otro lado, V € L7 (Q). Esto es
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(p=D)n

equivalente a demostrar que u € L™ 2 (Q), lo cual es cierto pues

n+2(1—ua) < n+2

p— p— de donde
n—+2 4
p < e n—2+1 y por tanto
(p—1)n 2n N
=2
2 Sn—2

Es decir, estamos bajo las hipétesis del Teoerema de Rosenbljum-Lieb-Cwickel y en L?(Q)) tenemos que
n(=0+V) < [ jultdy,
Q

pero el indice de Morse generalizado es tomado en H}(Q), por lo tanto o(u) < n(—A — plulP~!) y la
proposicién estd demostrada sin > 3. Sin = 2 es necesario ajustar la demostracién original del Teoerema
de Rosenbljum—Lieb—Cwickeﬂ v

Proposicién 4. Existe una constante positia C > 0 tal que para todo k € IN

(k+1)" < b < ¢,

sin > 3. vy arbitrario en ptl sin=2.

2 ptl
n p—1

donde v = =
Demostracién. Sea uy € lKi , tal que o (1) > k + 1. Entonces
o(ug) < (k+1)
< C/ 1d
<C |l dp
o
<C ( / g |PHY dy) " Holder.
0

La tltima desigualdad es posible realizarla para n > 3 porque

p < 5 Por hipétesis sobre p

2—n n+2 .
p 5 > — > lo que implca

(l—E)>—1—E to a su
p ) > y esto a su vez

p+1>E

5 (p—1)=gq porlo tanto

L—H>1.

q

En el caso n = 2 tomamos g suficientemente cercano a 1.

IPENDIENTE
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En vista de que u; es un punto critico de Z tenemos que
I’(uk)uk:/Q||Vuk||2d;4—/0|uk|p*1u%dy:0 de donde
Vg2 d :/ plg
10wl dye = [l ap
Por lo tanto
by =

Z(ux)
- p+1
Z/IIWH g

p+1 /l |p+ldy

Combinando la primera desigualdad de esta demostracion con la anterior tenemos que

1

(k+1)§c[bk< (Ifﬂl))} " de donde

p+1 2(p+1)
cern™ <o (250)
Clk+1)7 < by

Nota 16. La estimacién de los valores criticos de la proposicién anterior es éptimaE]

2.2. Infinitas Soluciones de (i)

2.3. Infinitas Soluciones de (p)

2PENDIENTE
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