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Resumen

En el presente trabajo demostramos que existe una soluciéon periédica en L (p > 2) al problema doble-
periédico de la ecuacion de onda semilineal. Asumimos que la no-linealidad es asint6ticamente lienal
(no necesariamente mondétona) y que el forzamiento también estd en LP. Se emplea el concepto de fun-
cién no-plana sobre caracteristicas.

1. Introduccién, notacién y resultado

Notamos con Ou := uy — uyy. Estamos intersados en las soluciones débiles al problema
Ou+gu)=f, xteR (1)
sujeto a las condicién de doble periodicidad
u(x, t+2m) =u(x,t) =u(x+2m,t), xteR )

Asumimos que g es asintéticamente lineal, continuamente diferenciable, pero no necesariamente moné-
tona. De manera més precisa, asumimos que

g(t) =1t+h(t) conT >0, (©)]
y para algtin 8 < Oy algtin A > 0, con & € C}(R)
|1 ()] < |s|F para |s| > A. 4)

Se puede suponer sin pérdida de generalidad, que p € (—1,0). Es facil demostrar [4, p. 28-29] que existen
constantes positivas M, M; y que dado € > 0 existe M, de tal modo que las siguientes acotaciones sobre
hy ' son validas para todo s € R

W (s)| < M, ®)

()] < M+ els ©
B+1

R )

El espectro de [ sujeto a las condiciones (2) viende dado por

o(0) = {k2 —2:k=123,.,j=0, 1,2,...} ®)



En [2] se demuestra, bajo las mismas hipotesis para f y g la existencia de soluciones al problema
Dirichlet-periédico. En [3] se encuentran soluciones débiles para el caso en el que f € L®(Q), Q) :=
(0,27) x (0,27). Imitaremos algunos argumentos de [2] para el problema doble-periédico. En los dos
resultados mencionados, y en este trabajo, se emplea el siguiente concepto

Definicién. ¢ : [0, 271]2 — R se dice no plana sobre caracteristicas si
u{xel0,2m] : ¢(x,r+£x)=0}=0 ©)
paratodor € R.
La definicién anterior es equivalente si tomamos la siguiente: dado € > 0, existe 6 > 0 tal que
u{xe€[0,2m] : p(x,r£x) <} <e

uniformemente para .
Nuestro resultado principal es el siguiente

Teorema 1. Sea T ¢ o(0)), f = cq € LP(Q) para p > 2. Sea ¢ : [0,271]* — R definida por ¢ = (O + 1) 1g.
Si ¢ no es plana sobre caracteristicas, existe co > 0 tal que si |c| > cg, el problema (1)-(2) tiene una solucién débil
en LP(Q)).

El nticleo del operador de onda, sujeto a las condicién (2) es la clausura en L2(Q)) del espacio gene-
rado por las funciones

{cos(kx) cos(kt), sin(kx) sin(kt), sin(kx) cos(kt) };_q 1 . -

A este espacio lo denotamos con N. Con H denotamos el espacio de las funciones u que son 27-
periédicas tanto en x como en t y tal que las derivadas parciales uy,u; € L?(Q). La norma en H la
denotamos con || - ||, ,. Por su parte, la norma en L?(Q) la denotamos con || - ||,. Sea Y el espacio de
funciones en H tales que

/Q yv =0 paratodov € N. (10)
Es decir, Y = N+ N H. Dedcimos que u =y +v € Y @ N es una solucién débil al problema (1)-(2) si
[ 1w = yxwos) = (g(w) = )] (w+2) = 0 an
para todas w +z € Y @ N. Si g es lineal, es decir, si 1 = 0y g € N*, es conocido o facil demostrar que

[+

Pl CAa

iy <5l 12
donde C'/2(Q) es el espacio de las funciones Holder continauas con exponente 1/2.

Sean 11, 7, reales positivos tales que y1 < T < 2 y ¢(0) N [y1,72] = D. Se puede demostrar [4,
p-29] que

S
—c+ %sz < / (tt+g(t)) dt <c+ %52‘ (13)
J0
De esta manera, estamos bajo las hip6tesis de [5] y por lo tanto, existen sucesiones {u, } y {0, } de L?>(Q)

tales que
Ouy + tup + h(uy) = f + pn (14)

con uy (x,t +271) = up(x, 1) = un(x + 275, t), on(x, t +277) = pn(x,t) = pn(x +275,4) y [lonll, — O.
De (1) y (14), obtenemos que

O(un — c@) + T(tty — c@) + h(un) = pn. (15)

Haciendo ¢, = uy — co
O, + t&n + h(un) = pn. (16)



Podemos escribir &, = z, + w, € N@ Y. Donde N = ker(0) C Lz([O,Zn]z), Y =N-NnH!'yHesel
espacio de Sobolev de las funciones doble-periédicas con una derivada generalizada en cada variable.
La norma en H! la representamos con || - || 12

Notamos con P y Q las proyecciones ortogonales de L2(]0,271)%) sobre N+ y N respectivamente.
Aplicamos el método de reduccién de Lyapunov-Schmidt en (16) y obtenemos las dos ecuaciones si-
guientes

17)

wy = (O+ 1) 'P(on — h(uy)) (ecuacién del rango)
Tz = Q(pn — h(uy)) (ecuacion del ntcleo).

El argumento consiste en demostrar que las sucesiones w;, y z; convergen en Y y N respectivamente.
Los limites seran precisamente soluciones débiles al problema (16) y con estas soluciones, el teorema
quedard demostrado.

Recordemos que z; se puede escribir de manera tinica como

Zn(x/t) =Zn +Zl,n(t+x) _ZZ,H(t_x) (18)

con z1 , y zp,, definidas en [0,27] a valor real y de promedio nulo. Con esta notacién y realizando el
mismo procedimiento empleado en [3, p. 651-563], se pueede demostrar que la ecuacion del nticleo de
(17) se satisface, si y s6lamente si se satisfacen las siguientes tres ecuaciones integrales

Zy = ﬁ /Q(Pn — h(un)) (19)
27 27T

277 (21,, (¥) + Zn) + /0 Bty (x, 7 —x))dx = /o o(x,r—x)dx (20)
27 27

21T (2z,4 (1) + 20) + /0 h(up(x, 7+ x)) dx = /0 o(x,r+x)dx (21)

2. Casop=2

El siguiente lema acota las sucesiones w, y z, en H y L2(Q) respectivamente. Por el Teorema de
Rellich-Kondrakov [1, p. 194], para la sucesién w; exise una subsucesién que converge puntualmente
y en L?(Q). Sin pérdida de generalidad podremos suponer que la subsucesién es ella misma. De este
modo, el siguiente lema garantiza la convergencia de las w, en L2(Q).

Lema 1. Existenc; > 0y My > 0 tales que si |c| > c1, entonces

[[wn

12 l2nll2 9l < MaclP*!

Demostracion. Fijemos n € IN. De (7) y usando la desigualdad de Holder con los exponentes —1/8y
1/(B+ 1) tenemos que

2 / 2 2 / 2(p+1)
[h(un)z <2 QMl + ( o [t

p+1)?
21-2p 2(8+1)
<8ME 4 — P 22
S om 1t 7T2ﬁ(,3+1)2 ||un||2 (22)
Esto implica que
2l/2-f p+1
h <2V2rMy 4 ——— : 23
i)l < 2V2mMy + e @)
21/2-p
Sea M, > 0 tal que [|pull, < M, y sean My, := M, + 2V2nMy y Cp, = m Usando (17) y (23)
T
obtenemos las siguientes acotaciones para wy y z,
1
a2 < & [My+ o (wnlly + zallz + lel ]2 ] 24)
_ 1
lznlly < T [My +Co (lwally + lzalla + lel ]2 ] - 25)



Sean
1

1 In(M)  In(kMy) 1 % 1 Bl
c1 = max{ [[p]|FT, e, ¢ B (Kch3ﬁ+) —p M, |,

B i
(flchyf‘“) P ’17’1Mh] , (26)

-1 p+17 F1
KMy, + C,3P 1k ((T’lCh?)ﬁH) - ,B’l'r’th) ] }

M, = max {1, kG371 £ +1, 710,38 |lgff ! + 1} 27)

Tomemos |c| > ¢;. Supongamos en primer lugar que |c|||¢|| es el max {||wxll,, |zallo, c| || @]l2}-
Entonces (24) y (25) se transforman en

lwnlly < lleonly2
< kM, + k3P @5 e+
< (k3P 5 +1) fefPH?
< My|c|PH!
y en
lzully < 7'My + T3P | 5T el
< (v gl + 1) fefP
< MylclfT1.

Supongamos ahora que |wy||, = max {||wxl|5,||zxll2, |c| ||@]ly}. Entonces, usando la desigualdad de
Young con los exponentes —1/8y 1/(8+ 1), (24) y (25) se transforman en

[wnlly < |lwn

12
< KMy, + kG, 3P [, |57

_1

< kM =B (xC3FHT) 4 (B+1) fwoull
_1

< kM — B (xC3) T 4 (B+1) fwnll -

Es decir,

znll2 [lwnlla < flwonlls 2

_1
< (;cch?,ﬁ“) P g kM,
< \C|ﬁ+1
< Myl

Por ultimo supongamos que |z, |l, = max {||wxll5,||znll5,|c|[|@]l,}. Procediendo de la misma manera
que en el caso anterior tenemos que

lwnlly < llznlly < MafclP*.



Usando el altimo en la lista en la definicién (26), obtenemos

[wnllyp < KMy, + xC3F 1 ||z, ||PH

-1/ B+1
< kM), + xCy3P 1 [(r*lchayﬁ“) i,

< MylclfTT.
La desigualdad para ||¢||, se verifica inmediatamente. O
Lema 2. Existe ¢y > 0, tal que si |c| > ¢y, zy es una sucesion de Cauchy en L>(QY).

Demostracion. Sea € > 0 arbitario pero fijo. El argumento consiste en demostrar que cada una de las su-
ceciones ||Zy — Zm||o, [|21,n — Z1,mllos [122,1 — Z2,m ||, definidas en (18) estdn acotadas adecuadamente por
|z — zm||,- Denotamos con .y a la linea caracterisica (x,r — x).

Sea €p cualquier namero fijo con la condicién

€2 1
0 in<1, , , 28
s mm{ 1568722" 32722(C; + 2G5 )2 } 28)
donde
VM
Cri= 4tm3/2 (29)
Cy:=2y/mCy + @ (30)
T
Sea N¢, un entero positivo tal que sin, m > N,
. TTA/€p
- < min < T+/7T€y, 31
o =l < min { e, TY22 a1
1 7-[3/21-
wy — W <min{ —, M 32
f10s =l {xl s } @
Suponemos de ahora en adelante que 1, m > Ng,.
Ahora, para €, existe 6 := 6(eg) > 0 tal que y(B) < €y, donde
A={xe0,2n] : |&m +5(Cn — Cm)|(Grx) < cl0/2} (33)
B={xe[0,27] : |p(Crx)| =0} (34)

Sea

1 1
)2 (egME\7F (s\F‘f
1o53 .—max{5< o ) ,<Mz 7_[) ’ (35)
y escojamos |c| > ¢, arbitrario pero fijo.
Definimos
o= (c@+&m+5(&n —&m))(Grx) (36)
cons € [0,1].
Para x € AN B, tenemos que
|‘7|2ﬁ =|(co+Sm+5(Cn —Cm)) ((-r,x)lzﬁ

< clPP[l9(Zra)| = | (@ + 5(En — Em)) (Tra) ] 37)
= |c[P(6/2)%.

Tomemos My := v/2M;|c|f+1. Es claro que ||&: ||, y ||@]|, estén acotadas por M.



OME > /O |+ 5(En — En) 2

271 2
> [ ] e+ 5(6n —2n)
> 2 (A€)c2(6/2)2.

De ahi que
18 M2
c < 0
HAT) < 55 (38)
De esta manera podemos acotar
27T . .
/0 W (o)[? dx = / W (o) 2 dx + / I (o) [? dx
ANB AcUB¢
< 27[c[*P(8/2)% + p(A°)M? + u(B)M? (39)

18 M2 M?
< 27|c|*(5/2)%F + 0

262 +eoM?

< 3eoM>.

Usando lo anterior obtenemos la siguiente desigualdad

S ) = ()| < [ @120 &l

27T %
< (/0 3€0M2) H‘:n - é(m”z (40)
< V/6megM H‘sn - Cm”Z
Usando (19) (40), (29)-(32)

=2l < gz | [ o =l + | W) = G

1
37z 1Pn = Pl + Crv/Eo [[6n — Cmll (41)

< Veo +Civeo llzn — zmlly

A

Gracias a (20) y (41)

2
21,0 — z1,m HLZ([O,ZH])

27T
=,

2
dr

2= 2t | [ (0 = o ) = ) (5)

) o 2 ) 1 [ o 2

<dnlz — P+ g lon=pmlB+ =3z [ | [T WO~ Enl]
2 3egM?2

_ - 12 2 0 2

<An|zp — Zm|” + 2 llon —pmll3 + 2 18n — Cmll3
Es decir,
Hzl,n —Z1,m HLZ([(),zn])
> J3eM
Szﬁlzn—zmH—ﬁ lon — omllr + proes 180 — Cmll, (42)

<3Vrye + Caveo llzn — zmll; -



Del mismo modo, reptiendo todo el procedimiento sobre caracteristicas (x,r + x), tenemos que

l2(027) < 3V7ty/€ + Cav/€o [|zn — zmll, - (43)

HZZ,n — Z2,m
Por lo tanto

zn — zmll

< Z\fZ[n|zn —z > + VT 210 — Zim

\%2([0,271])
+ V7 ||zg0 — ZZ,m”%Z([O,ZT[]) ]
< 14V27/€g + 2V27(C1 +2Co) |20 — zm |
< 14Varya + 5 ln — 2nll;-
Lo que implica que
20 — zmll, < 28V2m /€y < e.
En otras palabras z, es una sucesién de Cauchy en L?(Q)). O

Basta tomar |c| > méx {cy,c1} y el Teorema 1 queda demostrado.

3. Casop>2

Supongamos que f = ¢q € LP(()). Queremos ver que existe una soluciéon débil al problema (1) en
LP(Q). Es claro que g € L2(Q). Usando el resultado de [3, p. 652], podemos representar, para g4 € L2(Q)),
la proyeccién ortogonal Q : L?(Q)) — N mediante la férmula

21
Qq(x,t):q-q-i[/o (q(t—s,x+s)—q(x+s,t—x)ds (44)
Mediante un célculo directo, se puede demostrar que existe C > 0 tal que
1Qqll, < C(1+qll,)- (45)

De este modo, la descomposicién N @ N tiene sentido en L (Q). De ahi que p, Qp, Pp € LP(Q). Sea
¢ = Q@+ Pp € N &Y. Entonces, Pg € LP(Q) y como TQ¢ = Qq € LP([0,271]?), entonces ¢ € LP(Q).
Sea ahora u la solucién de la ecuacion Ju + Tu + h(u + cg) en L2(Q) (para c suficientemente grande).
Seau = Qu-+Pu=z+w e N®Y.Esclaro que w € H!, por tanto estard en LP(Q)). Para garantizar
entonces que u € LP(Q) s6lo nos hace falta ver que z € LP (Q)).
Recordemos que z = Z+ z1(t + x) — za(t — x). Por ser constante, Z estd en L¥(Q)). Por su parte,
podemos escribir

1 27
z1(r) = -z — - /0 g((u+ce)(x,r—x))dx. (46)
Tomemos 1
-
TP T
€ =€) = 5512
20



enla ecuaci6n (6). Sea M > 01la constante correspondiente para €g. Definamos Cp, := (2P2 4 24/ +3) 72|z|P +
24r+373=P =P M,. Entonces

/Q |z1(t — x)|P dx dt

2 271 Pard
= z1(7 rdt
L 1zl

or
< 2PF22|z|P 4 — T 2PT2 72 M, +2Ped /Q lw+z+ Cgo\p}
2M,
225
< PP + p73;o+
2%rel
p p p
W1ﬁ1/|n+ (WH+MHM)

Un calculo directo muestra que

1
S <Cot g [P+ [l +1el” Nl

Por lo tanto, tenemos que ||z|,, es finita y u € LF(Q).
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