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Resumen

En el presente trabajo demostramos que existe una solución periódica en Lp (p ≥ 2) al problema doble-
periódico de la ecuación de onda semilineal. Asumimos que la no-linealidad es asintóticamente lienal
(no necesariamente monótona) y que el forzamiento también está en Lp. Se emplea el concepto de fun-
ción no-plana sobre características.

1. Introducción, notación y resultado
Notamos con �u := utt − uxx. Estamos intersados en las soluciones débiles al problema

�u + g(u) = f , x, t ∈ R (1)

sujeto a las condición de doble periodicidad

u(x, t + 2π) = u(x, t) = u(x + 2π, t), x, t ∈ R. (2)

Asumimos que g es asintóticamente lineal, continuamente diferenciable, pero no necesariamente monó-
tona. De manera más precisa, asumimos que

g(t) = τt + h(t) con τ > 0, (3)

y para algún β < 0 y algún A > 0, con h ∈ C1(R)

|h′(s)| ≤ |s|β para |s| ≥ A. (4)

Se puede suponer sin pérdida de generalidad, que β ∈ (−1, 0). Es fácil demostrar [4, p. 28-29] que existen
constantes positivas M, M1 y que dado ε > 0 existe Mε de tal modo que las siguientes acotaciones sobre
h y h′ son válidas para todo s ∈ R

|h′(s)| ≤ M, (5)

|h(s)| ≤ Mε + ε|s| (6)

|h(s)| ≤ M1 +
|s|β+1

β + 1
. (7)

El espectro de � sujeto a las condiciones (2) viende dado por

σ(�) =
{

k2 − j2 : k = 1, 2, 3, ..., j = 0, 1, 2, ...
}

(8)
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En [2] se demuestra, bajo las mismas hipótesis para f y g la existencia de soluciones al problema
Dirichlet-periódico. En [3] se encuentran soluciones débiles para el caso en el que f ∈ L∞(Ω), Ω :=
(0, 2π)× (0, 2π). Imitaremos algunos argumentos de [2] para el problema doble-periódico. En los dos
resultados mencionados, y en este trabajo, se emplea el siguiente concepto

Definición. ϕ : [0, 2π]2 → R se dice no plana sobre características si

µ {x ∈ [0, 2π] : ϕ(x, r± x) = 0} = 0 (9)

para todo r ∈ R.

La definición anterior es equivalente si tomamos la siguiente: dado ε > 0, existe δ > 0 tal que

µ {x ∈ [0, 2π] : ϕ(x, r± x) < δ} < ε

uniformemente para r.
Nuestro resultado principal es el siguiente

Teorema 1. Sea τ /∈ σ(�), f = cq ∈ Lp(Ω) para p ≥ 2. Sea ϕ : [0, 2π]2 → R definida por ϕ = (�+ τ)−1q.
Si ϕ no es plana sobre características, existe c0 > 0 tal que si |c| > c0, el problema (1)-(2) tiene una solución débil
en Lp(Ω).

El núcleo del operador de onda, sujeto a las condición (2) es la clausura en L2(Ω) del espacio gene-
rado por las funciones

{cos(kx) cos(kt), sin(kx) sin(kt), sin(kx) cos(kt)}k=0,1,... .

A este espacio lo denotamos con N. Con H denotamos el espacio de las funciones u que son 2π-
periódicas tanto en x como en t y tal que las derivadas parciales ux, ut ∈ L2(Ω). La norma en H la
denotamos con ‖ · ‖1,2. Por su parte, la norma en L2(Ω) la denotamos con ‖ · ‖2. Sea Y el espacio de
funciones en H tales que ∫

Ω
yv = 0 para todo v ∈ N. (10)

Es decir, Y = N⊥ ∩ H. Dedcimos que u = y + v ∈ Y⊕ N es una solución débil al problema (1)-(2) si∫
Ω
[(ytwt − yxwx)− (g(u)− f )] (w + z) = 0 (11)

para todas w + z ∈ Y⊕ N. Si g es lineal, es decir, si h ≡ 0 y q ∈ N⊥, es conocido o fácil demostrar que∥∥∥(�+ τ)−1q
∥∥∥

1,2
+
∥∥∥(�+ τ)−1q

∥∥∥
C1/2(Ω)

≤ κ ‖q‖2 , (12)

donde C1/2(Ω) es el espacio de las funciones Hölder continauas con exponente 1/2.
Sean γ1, γ2 reales positivos tales que γ1 < τ < γ2 y σ(�) ∩ [γ1, γ2] = ∅. Se puede demostrar [4,

p. 29] que

−c +
γ1
2

s2 ≤
∫ s

0
(τt + g(t)) dt ≤ c +

γ2
2

s2. (13)

De esta manera, estamos bajo las hipótesis de [5] y por lo tanto, existen sucesiones {un} y {ρn} de L2(Ω)
tales que

�un + τun + h(un) = f + ρn (14)

con un(x, t + 2π) = un(x, t) = un(x + 2π, t), ρn(x, t + 2π) = ρn(x, t) = ρn(x + 2π, t) y ‖ρn‖2 → 0.
De (1) y (14), obtenemos que

�(un − cϕ) + τ(un − cϕ) + h(un) = ρn. (15)

Haciendo ξn = un − cϕ
�ξn + τξn + h(un) = ρn. (16)
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Podemos escribir ξn = zn + wn ∈ N ⊕ Y. Donde N = ker(�) ⊂ L2([0, 2π]2), Y = N⊥ ∩ H1 y H1 es el
espacio de Sobolev de las funciones doble-periódicas con una derivada generalizada en cada variable.
La norma en H1 la representamos con ‖ · ‖1,2

Notamos con P y Q las proyecciones ortogonales de L2([0, 2π]2) sobre N⊥ y N respectivamente.
Aplicamos el método de reducción de Lyapunov-Schmidt en (16) y obtenemos las dos ecuaciones si-
guientes {

wn = (�+ τ)−1P(ρn − h(un)) (ecuación del rango)
τzn = Q(ρn − h(un)) (ecuación del núcleo).

(17)

El argumento consiste en demostrar que las sucesiones wn y zn convergen en Y y N respectivamente.
Los límites serán precisamente soluciones débiles al problema (16) y con estas soluciones, el teorema
quedará demostrado.

Recordemos que zn se puede escribir de manera única como

zn(x, t) = z̄n + z1,n(t + x)− z2,n(t− x) (18)

con z1,n y z2,n definidas en [0, 2π] a valor real y de promedio nulo. Con esta notación y realizando el
mismo procedimiento empleado en [3, p. 651-563], se pueede demostrar que la ecuación del núcleo de
(17) se satisface, si y sólamente si se satisfacen las siguientes tres ecuaciones integrales

z̄n =
1

4π2τ

∫
Ω
(ρn − h(un)) (19)

2πτ(z1,n(r) + z̄n) +
∫ 2π

0
h(un(x, r− x)) dx =

∫ 2π

0
ρ(x, r− x) dx (20)

2πτ(z2,n(r) + z̄n) +
∫ 2π

0
h(un(x, r + x)) dx =

∫ 2π

0
ρ(x, r + x) dx (21)

2. Caso p = 2

El siguiente lema acota las sucesiones wn y zn en H y L2(Ω) respectivamente. Por el Teorema de
Rellich-Kondrakov [1, p. 194], para la sucesión wn exise una subsucesión que converge puntualmente
y en L2(Ω). Sin pérdida de generalidad podremos suponer que la subsucesión es ella misma. De este
modo, el siguiente lema garantiza la convergencia de las wn en L2(Ω).
Lema 1. Existen c1 > 0 y M2 > 0 tales que si |c| > c1, entonces

‖wn‖1,2 , ‖zn‖2 , ‖ϕ‖2 ≤ M2|c|β+1

Demostración. Fijemos n ∈ N. De (7) y usando la desigualdad de Hölder con los exponentes −1/β y
1/(β + 1) tenemos que

‖h(un)‖2
2 ≤ 2

∫
Ω

M2
1 +

2
(β + 1)2

∫
Ω
|un|2(β+1)

≤ 8π2 M2
1 +

21−2β

π2β(β + 1)2 ‖un‖2(β+1)
2 . (22)

Esto implica que

‖h(un)‖2 ≤ 2
√

2πM1 +
21/2−β

πβ(β + 1)
‖un‖β+1

2 . (23)

Sea Mρ > 0 tal que ‖ρn‖2 ≤ Mρ y sean Mh := Mρ + 2
√

2πM1 y Ch :=
21/2−β

πβ(β + 1)
. Usando (17) y (23)

obtenemos las siguientes acotaciones para wn y zn

‖wn‖1,2 ≤ κ
[

Mh + Ch (‖wn‖2 + ‖zn‖2 + |c| ‖ϕ‖2)
β+1
]

(24)

‖zn‖2 ≤ τ−1
[

Mh + Ch (‖wn‖2 + ‖zn‖2 + |c| ‖ϕ‖2)
β+1
]

. (25)
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Sean

c1 := máx

{
‖φ‖

1
β+1 , e

ln(Mh )
τ(β+1) , e

ln(κMh )
(β+1) ,

[(
κCh3β+1

) −1
β − β−1κMh

] 1
β+1

,

[(
τ−1Ch3β+1

) −1
β − β−1τ−1 Mh

] 1
β+1

, (26)

[
κMh + Ch3β+1κ

((
τ−1Ch3β+1

) −1
β − β−1τ−1 Mh

)β+1] 1
β+1
}

y

M2 := máx
{

1, κCh3β+1 ‖ϕ‖β+1
2 + 1, τ−1Ch3β+1 ‖ϕ‖β+1

2 + 1
}

. (27)

Tomemos |c| > c1. Supongamos en primer lugar que |c| ‖φ‖ es el máx {‖wn‖2 , ‖zn‖2 , |c| ‖ϕ‖2}.
Entonces (24) y (25) se transforman en

‖wn‖2 ≤ ‖wn‖1,2

≤ κMh + κCh3β+1 ‖ϕ‖β+1
2 |c|β+1

≤
(

κCh3β+1 ‖ϕ‖β+1
2 + 1

)
|c|β+1

≤ M2|c|β+1

y en

‖zn‖2 ≤ τ−1 Mh + τ−1Ch3β+1 ‖ϕ‖β+1
2 |c|β+1

≤
(

τ−1Ch3β+1 ‖ϕ‖β+1
2 + 1

)
|c|β+1

≤ M2|c|β+1.

Supongamos ahora que ‖wn‖2 = máx {‖wn‖2 , ‖zn‖2 , |c| ‖ϕ‖2}. Entonces, usando la desigualdad de
Young con los exponentes −1/β y 1/(β + 1), (24) y (25) se transforman en

‖wn‖2 ≤ ‖wn‖1,2

≤ κMh + κCh3β+1 ‖wn‖β+1
2

≤ κMh − β
(

κCh3β+1
)− 1

β
+ (β + 1) ‖wn‖2

≤ κMh − β
(

κCh3β+1
)− 1

β
+ (β + 1) ‖wn‖1,2 .

Es decir,

‖zn‖2 , ‖wn‖2 ≤ ‖wn‖1,2

≤
(

κCh3β+1
)− 1

β − β−1κMh

≤ |c|β+1

≤ M2|c|β+1.

Por último supongamos que ‖zn‖2 = máx {‖wn‖2 , ‖zn‖2 , |c| ‖ϕ‖2}. Procediendo de la misma manera
que en el caso anterior tenemos que

‖wn‖2 ≤ ‖zn‖2 ≤ M2|c|β+1.
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Usando el último en la lista en la definición (26), obtenemos

‖wn‖1,2 ≤ κMh + κCh3β+1 ‖zn‖β+1

≤ κMh + κCh3β+1
[(

τ−1Ch3β+1
)−1/β

− β−1τ−1 Mh

]β+1

≤ M2|c|β+1.

La desigualdad para ‖ϕ‖2 se verifica inmediatamente.

Lema 2. Existe c2 > 0, tal que si |c| > c2, zn es una sucesión de Cauchy en L2(Ω).

Demostración. Sea ε > 0 arbitario pero fijo. El argumento consiste en demostrar que cada una de las su-
ceciones ‖z̄n − z̄m‖2, ‖z1,n − z1,m‖2, ‖z2,n − z2,m‖2 definidas en (18) están acotadas adecuadamente por
‖zn − zm‖2. Denotamos con ζr,x a la linea caracterísica (x, r− x).

Sea ε0 cualquier número fijo con la condición

0 < ε0 < mı́n
{

1,
ε2

1568π2 ,
1

32π2(C1 + 2C2)2

}
, (28)

donde

C1 : =

√
6M

4τπ3/2 (29)

C2 : = 2
√

πC1 +

√
3M

τπ
. (30)

Sea Nε0 un entero positivo tal que si n, m ≥ Nε0

‖ρn − ρm‖2 < mı́n
{

τ
√

πε0,
πτ
√

ε0

2
√

2

}
y (31)

‖wn − wm‖2 < mı́n

{
1

2C1
,

π3/2τ

2
√

3
M

}
(32)

Suponemos de ahora en adelante que n, m ≥ Nε0 .
Ahora, para ε0, existe δ := δ(ε0) > 0 tal que µ(Bc) < ε0, donde

A = { x ∈ [0, 2π] : |ξm + s(ξn − ξm)|(ζr,x) < |c|δ/2 } (33)

B = { x ∈ [0, 2π] : |ϕ(ζr,x)| ≥ δ } (34)

Sea

c2 := máx

2
δ

(
ε0 M2

2π

) 1
2β

,

(
δ

M2

√
9
π

) 1
β

 , (35)

y escojamos |c| > c2 arbitrario pero fijo.
Definimos

σ = (cϕ + ξm + s(ξn − ξm))(ζr,x) (36)

con s ∈ [0, 1].
Para x ∈ A ∩ B, tenemos que

|σ|2β = | (cϕ + ξm + s(ξn − ξm)) (ζr,x)|2β

≤ |c|2β [|ϕ(ζr,x)| − | (ξm + s(ξn − ξm)) (ζr,x)|]2β (37)

= |c|2β(δ/2)2β.

Tomemos M0 :=
√

2M2|c|β+1. Es claro que ‖ξn‖2 y ‖ϕ‖2 están acotadas por M0.
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9M2
0 ≥

∫
Ω
|ξm + s(ξn − ξm)|2

≥
∫ 2π

0

∫
Ac
|ξm + s(ξn − ξm)|2

≥ 2πµ(Ac)c2(δ/2)2.

De ahí que

µ(Ac) ≤
18M2

0
πc2δ2 . (38)

De esta manera podemos acotar∫ 2π

0
|h′(σ)|2 dx =

∫
A∩B

|h′(σ)|2 dx +
∫

Ac∪Bc

|h′(σ)|2 dx

≤ 2π|c|2β(δ/2)2β + µ(Ac)M2 + µ(Bc)M2 (39)

≤ 2π|c|2β(δ/2)2β +
18M2

0 M2

πc2δ2 + ε0 M2

≤ 3ε0 M2.

Usando lo anterior obtenemos la siguiente desigualdad∫
Ω
|h(un)− h(um)| ≤

∫
Ω
|h′(σ)||ξn − ξm|

≤
(∫ 2π

0
3ε0 M2

) 1
2

‖ξn − ξm‖2 (40)

≤
√

6πε0 M ‖ξn − ξm‖2

Usando (19) (40), (29)-(32)

|z̄n − z̄m| ≤
1

4π2τ

[∫
Ω
|ρn − ρm|+

∫
Ω
|h(un)− h(um)|

]
≤ 1

2πτ
‖ρn − ρm‖2 + C1

√
ε0 ‖ξn − ξm‖2 (41)

≤
√

ε0 + C1
√

ε0 ‖zn − zm‖2

Gracias a (20) y (41)

‖z1,n − z1,m‖2
L2([0,2π])

=
∫ 2π

0

∣∣∣∣z̄m − z̄n +
1

2πτ

[∫ 2π

0
(ρn − ρm + h(un)− h(um)) (ζrx) dx

]∣∣∣∣2 dr

≤ 4π|z̄n − z̄m|2 +
2

πτ2 ‖ρn − ρm‖2
2 +

1
π2τ2

∫ 2π

0

[∫ 2π

0
|h′(σ)||ξn − ξm|

]2

≤ 4π|z̄n − z̄m|2 +
2

πτ2 ‖ρn − ρm‖2
2 +

3ε0 M2

π2τ2 ‖ξn − ξm‖2
2

Es decir,

‖z1,n − z1,m‖L2([0,2π])

≤ 2
√

π|zn − zm|+
2√
πτ
‖ρn − ρm‖2 +

√
3ε0 M
πτ

‖ξn − ξm‖2 (42)

≤ 3
√

π
√

ε0 + C2
√

ε0 ‖zn − zm‖2 .
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Del mismo modo, reptiendo todo el procedimiento sobre características (x, r + x), tenemos que

‖z2,n − z2,m‖L2([0,2π]) ≤ 3
√

π
√

ε0 + C2
√

ε0 ‖zn − zm‖2 . (43)

Por lo tanto

‖zn − zm‖2

≤ 2
√

2
[
π|zn − zm|2 +

√
π ‖z1,n − z1,m‖2

L2([0,2π])

+
√

π ‖z2,n − z2,m‖2
L2([0,2π])

]
≤ 14

√
2π
√

ε0 + 2
√

2π(C1 + 2C2) ‖zn − zm‖2

≤ 14
√

2π
√

ε0 +
1
2
‖zn − zm‖2 .

Lo que implica que

‖zn − zm‖2 ≤ 28
√

2π
√

ε0 < ε.

En otras palabras zn es una sucesión de Cauchy en L2(Ω).

Basta tomar |c| > máx {c1, c1} y el Teorema 1 queda demostrado.

3. Caso p > 2
Supongamos que f = cq ∈ Lp(Ω). Queremos ver que existe una solución débil al problema (1) en

Lp(Ω). Es claro que q ∈ L2(Ω). Usando el resultado de [3, p. 652], podemos representar, para q ∈ L2(Ω),
la proyección ortogonal Q : L2(Ω)→ N mediante la fórmula

Qq(x, t) = q̄ +
1

2πτ

[∫ 2π

0
(q(t− s, x + s)− q(x + s, t− x) ds

]
(44)

Mediante un cálculo directo, se puede demostrar que existe C > 0 tal que

‖Qq‖p ≤ C(1 + ‖q‖p). (45)

De este modo, la descomposición N ⊕ N⊥ tiene sentido en Lp(Ω). De ahí que p, Qp, Pp ∈ Lp(Ω). Sea
ϕ = Qϕ + Pϕ ∈ N ⊕Y. Entonces, Pϕ ∈ Lp(Ω) y como τQϕ = Qq ∈ Lp([0, 2π]2), entonces ϕ ∈ Lp(Ω).

Sea ahora u la solución de la ecuación �u+ τu+ h(u+ cϕ) en L2(Ω) (para c suficientemente grande).
Sea u = Qu + Pu = z + w ∈ N ⊕ Y. Es claro que w ∈ H1, por tanto estará en Lp(Ω). Para garantizar
entonces que u ∈ Lp(Ω) sólo nos hace falta ver que z ∈ Lp(Ω).

Recordemos que z = z̄ + z1(t + x) − z2(t − x). Por ser constante, z̄ está en Lp(Ω). Por su parte,
podemos escribir

z1(r) = −z̄− 1
2πτ

∫ 2π

0
g((u + cϕ)(x, r− x)) dx. (46)

Tomemos

ε = ε0 =
π

p−1
p τ

2
5p+2

p
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en la ecuación (6). Sea Mε > 0 la constante correspondiente para ε0. Definamos Cp :=
(
2p+2 + 24p+3)π2|z̄|p +

24p+3π3−pτ−p Mε. Entonces∫
Ω
|z1(t− x)|p dx dt

=
∫ 2π

0

∫ 2π

0
|z1(r)|p dr dt

≤ 2p+2π2|z̄|p + 2p

πp−1τp

[
2p+2π2 Mε0 + 2pε

p
0

∫
Ω
|w + z + cϕ|p

]
≤ 2p+2π2|z̄|p + 2p+2 Mε0

πp−3τp +

23pε
p
0

πp−1τp−1

∫
Ω
|z1|p +

23p+1ε
p
0

πp−1τp

(
‖w‖p

p + |c|
p ‖ϕ‖p

p

)
Un calculo directo muestra que∫

Ω
|z|p ≤ Cp +

1
2

∫
Ω
|z|p + ‖w‖p

p + |c|
p ‖ϕ‖p

p

Por lo tanto, tenemos que ‖z‖p es finita y u ∈ Lp(Ω).
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