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Introducción

Denotemos con �u(x, t) := ∂2
t u(x, t) − ∂2

xu(x, t). El operador lineal � se llama opera-
dor de Onda u Operador de D’Alembert. Si f (x, t) es una función fija, el problema de
encontrar soluciones u a la ecuación diferencial parcial

�u = f

se remonta al Siglo VIII. Este problema tiene una gran importancia en la historia de la
matemática. Con el ánimo de modelar matemáticamente las vibraciones de una cuerda,
como la de un violín, Juan Bernoulli y Daniel Bernoulli formulan la ecuación de onda.
Euler y D’Alembert en 1747 encontraron soluciones de la forma

φ(x + t)− ψ(t− x)

cuando f ≡ 0. No obstante, las soluciones obtenidas por Daniel Bernoulli, haciendo uso
del método de separación de variables, no coincidían con las de Euler y D’Alembert ya
que estaban expresadas en forma de series trigonométricas. Medio siglo después, con
los trabajos de Fourier (1807), se lograron conciliar las dos representaciones [5, p. 531-
533].

Las consideraciones e interpretaciones físicas para la deducción de la ecuación pueden
ser consultadas en la bibliografía [31, 35, 34].

Sobre la función u se pueden imponer distintas condiciones. Asumimos, a lo largo del
trabajo, que las vibraciones tienen periodicidad en el tiempo. Asumiremos también que
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INTRODUCCIÓN

el periodo es un múltiplo racional de π. Bajo esta hipótesis basta estudiar, sin pérdida de
generalidad, el caso en que el periodo es 2π. La consideración de los periodos que son
múltiplos irracionales de π complican considerablemente el análisis [10, 24]. Periodos
de este estilo no serán considerados en este trabajo.

Supondremos además, sin pérdida de generalidad, que la cuerda tiene longitud π y está
fija en los extremos. Más específicamente u(0, t) = u(π, t) = 0. A las condiciones

u(0, t) = u(π, t) = 0

u(x, t) = u(x, t + 2π)

se le llaman condiciones de frontera Dirichlet-periódicas.

El objetivo principal del presente trabajo es exponer, a través de una organización teó-
rica, las propiedades del operador de onda u operador de D’Alembert �. Para ello es
necesario hacer el correspondiente estudio de la ecuación de onda lineal.

Las técnicas matemáticas para encontrar soluciones clásicas a la ecuación de onda li-
neal son ampliamente conocidas en la literatura de ecuaciones diferenciales y libros de
textos [19, 35, 15, 18]. Sin embargo, el estudio riguroso de las propiedades matemáticas
del operador de D’Alembert y la existencia de soluciones más generales (débiles) de la
ecuación de onda lineal está disperso en artículos científicos y no presentan mayor deta-
lle [22, 26, 7, 23]. En estos artículos científicos se emplean términos como núcleo y rango
o se usan propiedades como compacidad. Estos términos y propiedades no presentan
justificación o se enuncian como de fácil demostración. Adicionalmente, los espacios
empleados (y las formas de emplearlos) por los distintos investigadores no siempre
coinciden y por tanto la teoría no se encuentra integrada en un sólo lugar. Todo esto
hace que resulte difícil, a matemáticos interesados en ecuaciones de onda más generales
(semilineales, cuasilineales, etc.), introducirse en el tema.

El aporte del trabajo es, por tanto, brindar una organización teórica desde el análisis
funcional de las propiedades del operador de D’Alembert y de la ecuación de onda
lineal.

Para la lectura de este trabajo se asumen conocimientos de análisis matemático [29, 30,
3], análisis funcional [6, 28] y cálculo avanzado [9, 1].
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INTRODUCCIÓN

Los capítulos están organizados del siguiente modo. En el primer capítulo se estudian
las soluciones clásicas y débiles a la ecuación de onda homogénea, es decir, cuando
f ≡ 0. Estas soluciones conformarán el núcleo de �. En el segundo capítulo se estudia
el rango del operador de onda, o el problema lineal no-homogéneo. Se brindará ade-
más una fórmula explícita para las soluciones. En el tercer capítulo se hace el análisis
espectral del operador de onda en L2.
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CAPÍTULO 1

Núcleo

En este capítulo estudiaremos en desde una perspectiva del análisis funcional el pro-
blema lineal homogéneo. Para ello debemos hacer una cuidadosa delimitación de los
espacios donde está definido el operador. Primero daremos la definición de solución
clásica y luego veremos lo que se entiende por solución débil y encontraremos el núcleo
en Lp.

1.1. Núcelo en Ck

Denotemos con T al espacio cociente R/(2πZ). Es bien sabido que T es una variedad
compacta de clase C∞ modelada sobre R que además es un grupo de Lie (ver [17, p. 9]
y [1, p. 278]). A la variedad T la llamamos el toro y puede ser visto como el conjunto
de números z ∈ C tales que |z| = 1. Es decir, tales que z = eit para algún t ∈ R [29,
p. 183]. Decimos que una función a valor real es 2π-periódica si dom( f ) = T. Lo anterior
es equivalente a decir que f : R → R y que f (x) = f (x + 2π) para todo x ∈ R [30,
p. 88].
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NÚCLEO

Denotamos con M a la variedad producto (0, π)×T y con M a la variedad con borde
[0, π]×T. El conjunto C(M) es el espacio de todas las funciones continuas definidas en
M. Si escribimos Cc(M) es el espacio de todas las funciones continuas a soporte compacto
definidas en M. Es decir, el conjunto de todas las funciones continuas en M que se anu-
lan por fuera de un compacto contenido en M. Podemos reemplazar M por cualquier
abierto (o variedad) de Rn. Incluso, M puede ser reemplazado por cualquier conjunto
de Rn. Es claro que C(M) = Cc(M) y Cc(M) son espacios de Banach con la norma
del máximo |u|∞ := máx |u(p)|. Esta misma notación la usaremos para sup |u(p)| en el
espacio de funciones acotadas.

Para k = 0, 1, 2, . . . escribimos con Ck(M) al conjunto de todas las funciones continua-
mente diferenciables hasta orden k y definidas en M. También contemplamos el espa-
cio C∞(M) de las funciones infinitamente diferenciables o funciones suaves definidas en
M. Aquí también podemos remplazar M por cualquier conjunto abierto o variedad. El
conjunto Ck(M) es el conjunto de todas las funciones en Ck(M) tales que todas sus de-
rivadas parciales hasta de orden k se pueden extender de manera continua a M. Otros
espacios de interés son Ck

c (M) = Ck(M) ∩ Cc(M) con 1 ≤ k ≤ ∞. En Ck(M) definimos
la norma

|u|k := máx
j=0,...,k

máx
(x,t)∈M

|∂i+j
i,j u(x, t)|.

De manera similar definimos la norma en Ck(T). Los espacios Ck(M) y Ck(T) con la
norma | · |k son espacios de Banach.

De particular interés para este trabajo son los espacios de Banach Ck
∂ y Ck

×. Ck
0 es el

espacio de de todas las funciones u ∈ Ck(M) tales que u(0, t) = u(π, t) = 0. Por su
parte, Ck

× es el espacio de todas las funciones p ∈ Ck(T) tales que
∫

T
p = 0. Es decir, de

promedio nulo.

El problema lineal homogéneo lo formulamos de la siguiente manera: encontrar solu-
ciones u : [0, π]×R→ R a la ecuación

∂2
t u− ∂2

xu = 0 (1.1)

sujetas a las condiciones de frontera

u(0, t) = u(π, t) = 0 (1.2)
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NÚCLEO

y a las condiciones de periodicidad en el tiempo

u(x, t) = u(x, t + 2π). (1.3)

A las condiciones (1.2)-(1.3) se les suele llamar condiciones de frontera Dirichlet-periódicas.
Las soluciones a la ecuación (1.1) que están en Ck

∂ con k ≥ 2 se laman soluciones clásicas.
La palabra clásica hace referencia a tener la suficiente derivabilidad y continuidad para
que la ecuación tengan el sentido usual. Para emplear la notación que hemos usado
hasta el momento, podemos decir que si definimos, para k ≥ 2, � : Ck

∂ → Ck−2(M)

mediante la fórmula
�u := ∂2

t u− ∂2
xu.

Al operador � se le dice operador de ondaa, D’Alembertiano u operador de D’Alembert. Un
cálculo directo muestra que � así definido es un operador lineal continuo de C2

∂ en Ck−2.
De este modo, encontrar soluciones clásicas a (1.1) sujeta a (1.2)-(1.3) es equivalente a
determinar el núcleo del operador de onda � en Ck

∂

Nk := ker(�) = �−1(0) ⊆ Ck
∂.

Es bien sabido por la literatura en ecuaciones diferenciales parciales (ver [15, p. 67], [35,
p. 32-35], [20, p. 113-114] o [19, p. 40-43] p. ej.) más algunos cálculos sencillos, que los
únicos elementos de Nk son las funciones de la forma

u(x, t) = ρ(t + x)− ρ(t− x) (1.4)

para alguna ρ ∈ Ck(T).

Es posible que distintas ρ ∈ Ck(T) generen la misma solución u ∈ Nk. Basta tomar
ρ y ρ + c con c constante para verificar esta situación. Para solucionar este problema,
Rabinowitz [25, p. 150] propuso lo que se conoce ahora como la normalización del núcleo.
Para ello se consideran solamente funciones ρ ∈ Ck

×. Se puede ver por un cálculo directo
que si tomamos distintas ρ ∈ Ck

×, se obtienen distintas u ∈ Nk.

Escribiendo lo anterior en términos de operadores, definimos Z : Ck
× → Ck

∂ mediante la
fórmula

Zρ(x, t) = ρ(t + x)− ρ(t− x). (1.5)

3



NÚCLEO

(a) ρ0(r) = 2 sin r cos(2r) (b) Solución u0(x, t) = ρ0(t+ x)− ρ0(t− x)

Figura 1.1: Ejemplo de solución clásica al problema lineal homogéneo

Es claro que el operador Z : Ck
× → Ck

∂ es un operador lineal continuo y uno-uno. Con
la notación que tenemos hasta el momento, podemos decir que

Nk = �−1(0) = rng(Z) = Z(Ck
×) (1.6)

La existencia de soluciones, incluso las no-triviales (distintas de la solución cero), queda
entonces establecida con lo que hemos hecho hasta el momento.

La función ρ tiene la siguiente interpretación físico-geométrica. Si la curva solución u
tiene una forma inicial, es decir si u(x, 0) = ψ(x) ∈ Ck

∂ para x ∈ (0, π) y k ≥ 2 y si
denotamos con ψ̃ a la extensión natural en Ck

×, entonces ρ = ψ̃/2 será la función en Ck
×

tal que Zρ sea solución. En este trabajo no nos ocuparemos de esta interpretación, sólo
consideraremos a las correspondientes funciones ρ.

Tenemos entonces un problema bien puesto en el sentido de Hadamard [16, p. 13]. Si
consideramos una ρ0 ∈ Ck

× como dato inicial, tenemos gracias a las propiedades de Z ,
existencia, unicidad y dependencia continua. Dicho de otra forma, el siguiente teorema
resume la teoría expuesta en esta sección..

Teorema 1.1 (Existencia, Unicidad y Dependencia Continua de las Soluciones Clásicas
al Problema Lineal Homogeneo). Para ρ0 ∈ Ck

× con k ≥ 2 existe una única u0 ∈ Ck
∂ que

satisface �u0 = 0 con u0 = Z p0. Además, dado ε > 0, existe δ > 0 tal que si |ρ− ρ0|k < δ,
entonces |Zρ−Zρ0|k < ε.
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NÚCLEO

Un ejemplo de una solución a este problema se ve en las figuras 1.1a-1.1b. Los segmentos
paralelos al eje x, en la figura 1.1b representan la forma de la cuerda en vibración en un
instante de tiempo t.

1.2. Núcleo en Lp

Para p ∈ [1, ∞), definimos Lp
× como el espacio de las funciones f : T→ R de promedio

nulo tales que | f |p es integrable en el sentido Lebesgue. L∞
×(T) será el espacio de las

funciones a valor real, 2π-peridódicas y escencialmente acotadas. Dos funciones son
iguales sii son iguales salvo un conjunto de medida cero. La norma es la norma usual
en Lp y será notada con ‖·‖p.

Si Ω = (0, π)× (0, 2π). Se define Lp(Ω) como el espacio de las funciones f : Ω → R

tales que | f |p es integrable en el sentido de Lebesgue. L∞(Ω) será el conjunto de las
funciones esencialmente acotadas. La norma se notará, como es usual, con ‖·‖p. En L2

×
y L2(Ω) denotamos la norma simplemente con ‖·‖ y el producto interno por (· | ·).

Usamos la notación 〈 f , x〉 para representar la evaluación del funcional lineal continuo
f ∈ (Lp)∗ = Lp′ en el elemento x ∈ Lp con p ∈ (1, ∞) y p y p′ exponentes conju-
gados, es decir 1/p + 1/p′ = 1. Esta representación es posible gracias al Teorema de
Representación de Riesz [6, p. 97]. Si p = p′ = 2, entonces 〈 f , g〉 = ( f | g). Gracias
al Teorema de Extensión Continua [21, p. 100] podemos extender de manera continua
Z : Lp

× → Lp(Ω). Claramente Z seguirá siendo uno-uno. Por el Teorema de la Aplica-
ción Abierta [21, p. 286].

Se dice que u ∈ Lp(Ω) es una solución débil en Lp al problema (1.1)-(1.3) si

〈u,�ϕ〉 = 0 (1.7)

para toda ϕ ∈ C2
c (M). Para ver una motivación de esta definición ver [6, cap. 8] o

[18, cap 7]. Cuando u ∈ Ck
∂ con k ≥ 2, la Integración por Partes establece la identidad

〈u,�ϕ〉 = (�u | ϕ). Para p ∈ [1, ∞], notamos con Np al conjunto de todas las soluciones
débiles al problema (1.1)-(1.3) en Lp(Ω). Para p = 2 escribimos simplemente N en vez
de N2.
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NÚCLEO

Queremos expresar el conjunto de soluciones u ∈ Lp(Ω) a (1.1) en términos del ope-
rador Z . Más específicamente, queremos ver que Np = Z(Lp

×). Para eso necesitamos
definir la aplicación

Q( f )(r) :=
∫ π

0
( f (x, r− x)− f (x, r + x)) dx. (1.8)

Usando la Desigualdad de Hïölder, se puede ver que Q : Lp(Ω) → Lp
× para p ∈ [1, ∞)

está bien definida y es lineal continua. El caso p = ∞ se deduce de un cálculo directo.
En los espacios Ck, Q : Ck(M) → Ck

× también está bien definida y es lineal continua.
Además Q es una inversa a izquierda de Z , lo que implica que

QZ = 1Ck
×

( = 1Lp
×

resp.) (1.9)

ZQ = ΠrngZ ,

donde ΠX representa la proyección sobre el subespacio cerrado X y 1X es la identedidad
en el espacio X. Lo anterior implica que kerQ e rngZ son subespacios cerrados de
Lp(Ω) (o Ck(M)) y que admitan complementos ortogonales [6, sec 2.4].

Consideremos primero el caso p = 1. Sea u ∈ Z(L1
×), entonces existe un ∈ C∞

c (M) tal
que un −→

L1
u y existen pn, p ∈ L1

× tales que un = Z pn y u = Z p. Sea ϕ ∈ C∞
c (M)

arbitraria pero fija. La estimación

| 〈u,�ϕ〉 | ≤ | 〈u− un,�ϕ〉 |+ | 〈un,�ϕ〉 |
≤ ‖u− un‖1 ‖�ϕ‖∞ + | 〈�Z pn, ϕ〉 |
≤ ‖u− un‖1 |�ϕ|∞,

demuestra la contenencia Z(L1
×) ⊆ N1.

Ahora tomemos u ∈ N1. De manera similar, existe una sucesión un ∈ C∞
c (M) tal que

un −→
L1

u. Para cada n existe un única ρn = Qun ∈ C∞
× tal que un = Zρn. Claramente ρn

es una sucesión de Cauchy en L1(Ω) y por tanto existe una única ρ ∈ L1
× tal que ρn −→

L1
ρ.

Como Zun −→
L1

u, por el Teorema del Gráfico Cerrado [6, p. 37] u = Zq. Completando

así la demostración de que N1 = Z(L1
×).

Para el caso general en que p ∈ [1, ∞], debemos tener en cuenta las inclusiones Lp
× ⊂ L1

×
y Lp(Ω) ⊂ L1(Ω). De este modo, sea u ∈ Np ⊂ N1 = Z(L1

×). Entonces existe ρ ∈ L1
× tal

6



NÚCLEO

(a) ρ0(r) = χ[2kπ,2(k+1)π) − χ[2(k−1)π,2kπ) (b) Solución u0(x, t) = ρ0(t+ x)− ρ0(t− x)

Figura 1.2: Ejemplo de solución débil al problema lineal homogéneo

que u = Zρ, pero QZρ = ρ = Qu ∈ Lp
×. Así ZQu = Πrng Zu = u. Es decir u ∈ Z(Lp

×).
Recíprocamente, sea u ∈ rngZ(Lp

×) ⊂ Z(L1
×) = N1. Entonces, existe ρ ∈ Lp

×, tal que
u = Zρ ∈ Np ⊂ N1. En cualquier caso 〈u,�ϕ〉 = 0.

Usando (1.9) y lo realizado hasta el momento, tenemos queNk ⊂ Ck(M) y Np ⊂ Lp(Ω)

admiten un complemento topológico que denotaremos N⊥k y N⊥p respectivamente. He-
mos establecido las relaciones

Nk ⊕N⊥k = Ck(M)

Np ⊕ N⊥p = Lp(Ω).

Adicionalmente, en los espacios Ck, tenemos que

rngZ = Nk kerQ = N⊥k

y de manera análoga en los espacios Lp

rngZ = Np kerQ = N⊥p .

Concluimos esta sección formulando la versión para soluciones débiles del Teorema 1.1

Teorema 1.2 (Existencia, Unicidad y Dependencia Continua de las Soluciones Débiles
al Problema Lineal Homogeneo). Sea p ∈ [1, ∞] y sea ρ0 ∈ Lp

×. Entonces existe una única

7



NÚCLEO

u0 ∈ Lp(Ω) que satisface �u0 = 0 en el sentido débil con u0 = Zρ0. Además, dado ε > 0,
existe δ > 0 tal que si ‖ρ− ρ0‖p < δ, entonces ‖Z p−Z p0‖p < ε.

Un ejemplo de solución débil al problema lineal homogéneo se puede apreciar en las
figuras 1.2a-1.2b.
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CAPÍTULO 2

Rango

En este capítulo hacemos un análisis del rango del operador de onda. Empezamos por
caracterizar el rango en el espacio de las funciones Ck con k ≥ 0 y luego haremos la res-
pectiva caracterización para soluciones débiles en los espacios de Sóbolev y Soluciones
en el espacio de las funciones Hölder-continuas. Finalmente definiremos el operador
�−1 y mostraremos sus propiedades.

2.1. Rango en Ck

Sea f ∈ Ck(M) (k ≥ 0) y supongamos que existe solución u ∈ Ck+j
∂ (j ≥ 0) a la ecuación

(1.1) bajo las condiciones (1.2)-(1.3). Es decir, supongamos que f ∈ rng(�) = �(Ck+j
∂ ).

Veamos primero cuáles son las condiciones necesarias sobre f para que f ∈ rng�.

Siguiendo las ideas de Lovicarová [22], denotemos con T a la envolvente convexa de los
puntos

{(x, t), (π, t− x + π), (π, t + x− π)}.

9



RANGO

Integrando a ambos lados de la ecuación (1.1) sobre el triángulo T y aplicando el Teore-
ma de Green en el plano, [33, p. 134], obtenemos la ecuación∫∫

T
�u = −

∫ t−x+π

t+x−π
ux(π, s) ds− 2u(x, t). (2.1)

Combinando (1.1) con (2.1) obtenemos

u(x, t) = −1
2

∫ t−x+π

t+x−π
ux(π, s) ds− 1

2

∫ π

x

∫ t−x+y

t+x−y
f (y, s) ds dy. (2.2)

Usando las condiciones u(0, t) = 0 y ux(x, t) = ux(x, t + 2π) y la ecuación (2.2), vemos
que la integral

−
∫ t+π

t−π
ux(π, s) ds =

∫ π

0

∫ t+y

t−y
f (y, s) ds dy (2.3)

es constante para todo t ∈ T. A esta constante la llamamos f?. Derivando el lado dere-
cho de (2.3), obtenemos ∫ π

0
[ f (y, t− y)− f (y, t + y)] dy = 0. (2.4)

La ecuación (2.4) es equivalente a decir que f ∈ ker(Q) con Q : Ck
∂ → Ck

× y k ≥ 0. En
otras palabras

�(Ck+j
∂ ) = rng(�) ⊂ ker(Q) = N⊥k .

Veamos ahora que f ∈ N⊥k = kerQ con k ≥ 1 es una condición suficiente para que
f ∈ �(Ck+1

∂ ). En efecto. Para f ∈ N⊥k definimos la función S( f ) : M → R mediante la
fórmula

S( f )(x, t) := −1
2

∫ π

x

∫ t−x+y

t+x−y
f (y, s) ds dy +

π − x
2π

f?. (2.5)

Argumentando por inducción matemática sobre k, se puede demostrar que

S : N⊥k → Ck+1(M)

es un operador lineal continuo.

Cálculos directos sobre la definición de S( f ) muestran que

∂x[S( f )(x, t)] =
1
2

∫ π

x
[ f (y, t + x− y) + f (y, t− x + y)] dy y (2.6)

∂t[S( f )(x, t)] =
1
2

∫ π

x
[ f (y, t + x− y)− f (y, t− x + y)] dy. (2.7)

10



RANGO

(a) f (x, t) = sin(2x) cos(3t) + 1 (b) �−1 f (x, t)

Figura 2.1: Ejemplo de función f ∈ N⊥k con �−1 f ∈ N⊥k+1

De donde ∂2
t [S( f )(x, t)] = ∂2

tx[S( f )(x, t)] = 0 y ∂2
x[S( f )(x, t)] = − f (x, t). Lo que implica

que
�S( f ) = f . (2.8)

Esto completa la demostración de que f ∈ �(Ck+1
∂ ) = rng�. Tenemos demostrado

hasta el momento que para k ≥ 1

N⊥k = �(Ck+1
∂ ) = rng� (2.9)

A manera de ejemplo, si f (x, t) = sin(2x) cos(3t) + 1, entonces �−1 f (x, t) = 1
2 πx −

1
2 x2− 2

15 cos (3t) sin (3x)− 1
5 cos (3t) sin (2x). Estas funciones están representadas en las

figuras 2.1a-2.1b

La relación (2.8) quiere decir, en otras palabras que � admite inverso a derecha. Esto
implica que el operador de onda � : Ck+1

∂ → Ck(M) está bien definido, y que

Nk+1 = ker� = rngZ
N⊥k = rng� = kerQ.

Claramente � no es inyectivo. Sin embargo, puede ser definido de manera inyectiva en
el espacio cociente Ck+1

∂ /Nk+1 = N⊥k+1. Podemos definir entonces la aplicación lineal
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continua

�−1 : N⊥k −→ N⊥k+1 (2.10)

f 7−→ ΠN⊥k+1
S( f ),

con ΠN⊥k+1
S( f ) = (1Ck+1 − ZQ)S( f ). Adicional a las nociones de existencia, unicidad

y dependencia continua; en el caso no-homogéneo tenemos la noción de regularidad.
El problema de la regularidad estudia la pregunta siguiente: ¿dada f ∈ Ck, bajo qué
condiciones se puede garantizar que las soluciones están en Ck+j. En el problema lineal
no-homogéneo tenemos también regularidad. Resumimos los resultados de obtenidos
hasta el momento en el siguiente teorema.

Teorema 2.3 (Existencia, Unicidad, Regularidad y Dependencia Continua de las Solu-
ciones Clásicas al Problema Lineal No-Homogeneo). Sean k ≥ 1, ρ0 ∈ Ck+1

× y f0 ∈ N⊥k .
Entonces existe una única solución clásica u(ρ0, f0) ∈ Ck+1

∂ a la ecuación �u = f dada por
la fórmula u(ρ0, f0) = Zρ0 + �−1 f0. Además, dado ε > 0, existen δ1, δ2 > 0 tal que si
|ρ− ρ0|k+1 < δ1 y | f − f0|k < δ2, entonces |u(ρ, f )− u(ρ0, f0)|k+1 < ε.

2.2. Rango en Lp

Usando la densidad de Ck+1(M) en L1(Ω) y por El Teorema de la Extensión Continua,
�−1 tiene una extensión natural �−1 : N⊥1 → N⊥∞ . Basta notar que |S f (x, t)| ≤ 3

2 ‖ f ‖1.
La inclusión Lp ⊂ Lq con p ≥ q implica que �−1 : N⊥p → N⊥q es lineal continuo, para
cualesquiera p, q ∈ [1, ∞]. De hecho se tiene que |�−1 f |∞ < ∞ si f ∈ Lp(Ω). Es decir, si
f ∈ Lp(Ω), �−1 f es una función continua.

Definimos el rango de � en Lp, �(Lp(Ω)), a través de soluciones débiles. Decimos que
f ∈ Lp(Ω) está en el rango de � si existe u ∈ Lp tal que

〈u,�ϕ〉 = 〈 f , ϕ〉 (2.11)

para toda ϕ ∈ C∞
c (M). A esta u ∈ Lp(Ω) se le dice también solución débil al problema

lineal no-homogéneo. Más aún, por la definición de Np, es claro que u debe estar en N⊥p .
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(a) f (x, t) = χ(0,π/2)×(0,2π) (b) �−1 f (x, t)

Figura 2.2: Ejemplo de una función f ∈ N⊥1 con �−1 f ∈ N⊥1

Consideremos el caso p = 1 y veamos que f ∈ N⊥1 si y sólo si f está en el rango de � en
L1(Ω). En efecto, supongamos primero que f ∈ N⊥1 , tomando u = �−1 f y escogiendo
fn ∈ N⊥1 tal que fn −→

L1
f , vemos que dado ε > 0, existe n0 ∈N tal que para todo n ≥ n0

se cumple

|〈�−1 f ,�ϕ〉 − 〈 f , ϕ〉 |
≤ |〈�−1( f − fn),�ϕ〉|+ |〈 f − fn, ϕ〉|+ |(�−1 fn | �ϕ)− ( fn | ϕ)|
≤ ‖�−1( f − fn)‖1 ‖�ϕ‖∞ + ‖ f − fn‖1 ‖�ϕ‖∞ < ε.

Esto demuestra que f está en el rango de � en L1.

Recíprocamente, supongamos ahora que f está en el rango de � en L1(Ω). Esto quiere
decir, que existe una solución débil u ∈ N⊥p a (2.11). Es claro que el rango de � es
un subespacio cerrado de L1(Ω). Una manera de verlo es usando las propiedades de
�−1. Denotando con f0 = ΠN1 f , se puede ver fácilmente que f ≡ 0 lo que completa la
demostración. Tenemos entonces que N⊥1 es el rango de � en L1(Ω). Para demostrar el
caso general con p ∈ [1, ∞] se procede de manera similar que en casos anteriores usando
las inclusiones Lp ⊂ Lq coon q ≤ p. En resumen

N⊥p = �(Lp(Ω)) = �(N⊥p ). (2.12)

Además, hemos demostrado que si f ∈ N⊥p , entonces ��−1 f = f . Podríamos en es-
te punto formular un teorema de existencia, unicidad y dependencia continua de las
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soluciones débiles al problema lineal no-homogéneo; pero este resultado estaría incom-
pleto, ya que en este problema es posible estudiar a fondo la regularidad. Este estudio
lo haremos en las dos secciones siguientes.

En las figuras 2.2a-2.2b se ve un ejemplo de una función f ∈ L1(Ω) dada por f =

χ(0,π/2)×(0,2π). Esta función está claramente en N⊥1 y su imagen por �−1 se puede cal-
cular usando (2.5), de donde

�−1 f (x, t) = −1
2

χ(0, π
2 )×(0,2π)(x, t)(x− π/2)2 +

π

8
(π − x).

Notemos que f no es continua mientras que �−1 f sí lo es.

2.2.1. Espacios de Sóbolev

Sea p ∈ [1, ∞], definimos el espacio de Sóbolev W1,p como el conjunto de todas las
funciones u ∈ Lp(Ω) tales que existen g1, g2 ∈ Lp(Ω) que satisfacen las identidades∫

Ω
uϕx = −

∫
Ω

ug1∫
Ω

uϕt = −
∫

Ω
ug2

para toda ϕ ∈ C∞
c (Ω). Usando inducción sobre m definimos Wm,p como el espacio de

todas las funciones u ∈ Wm−1,p tales que ut, ux ∈ Wm−1,p. Es bien sabido que Wm,p es
un espacio de Banach con la norma definida como

|||u|||m,p = ∑
0≤i+j≤m

‖∂i+j
i,j u‖p

Denotamos con Hm al espacio de Hilbert Wm,2. Para p ∈ [1, ∞), escribimos W1,p
0 como el

completado de C1
c (M) bajo la norma de W1,p. Será de particular importancia el espacio

H = W1,2
0 . En W1,p

0 tenemos la desigualdad de Poincaré. En efecto, gracias al Teorema
de Fubini [30, p. 164-165], para casi todo t ∈ T, u(·, t) ∈ W1,p(0, π), u(·, t) tiene un
representante continuo y vale la segunda forma del Teorema Fundamental del Cálculo
[6, p. 204]

u(x, t) = u(x, t)− u(0, t) =
∫ x

0
ux(s, t) ds.

14
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Entonces que ‖u‖∞ ≤ ‖ux‖1, de donde

‖u‖p ≤ ‖∇u‖p := ‖ux‖p + ‖ut‖p .

Esto implica que en W1,p
0 podemos considerar la norma ‖∇u‖p como norma equivalente

a |||u|||1,p. En H denotamos la norma simplemente con ||| |||.

Denotamos los espacios Yk
p := W1,p

0 ∩Wk,p ∩ N⊥p . Escribimos simplemente Yp = Y1
p

y Y = Y2. Veamos ahora que �−1 : Np → Yp es un operador lineal continuo donde
p ∈ [1, ∞). En efecto. Para estimar

∣∣∣∣∣∣�−1 f
∣∣∣∣∣∣

1,p es necesario estimar en Lp cada término
en (2.6) y en (2.7). De este modo(∫

Ω

∣∣∣∣∫ π

x
[ f (y, t + x− y)] dy

∣∣∣∣p)1/p

≤ π(p−1)/p
(∫ π

0

∫ π

0

∫ 2π

0
| f (y, t + x− y)|p dydxdt

)1/p

(2.13)

≤ π

(∫ π

0

∫ 2π

0
| f (y, t− y)|p dydt

)1/p

≤ π ‖ f ‖p

Gracias a (2.13) tenemos que

|||�−1 f |||1,p ≤ 4π ‖ f ‖p . (2.14)

La ecuación (2.14) demuestra la continuidad de �−1 : N⊥p → Yp. Además, por el Teore-
ma de Rellich-Kondrachov [2, p. 167][6, p. 285] y gracias a que Ω se puede identificar con
la variedad M que tiene frontera de clase C1, tenemos que el operador �−1 : N⊥p → N⊥p
es compacto con p ∈ (1, ∞).

Siguiendo un argumento inductivo como en [25, p. 165] tenemos que si f ∈ Yk
p , entonces

�−1 f ∈ Yk+1
p . Este es precisamente uno de los resultados de regularidad que sobre el

problema lineal no-homogéneo.

Una clase distinta de regularidad se obtiene si se considera el espacio de las funciones
Hölder-continuas
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2.2.2. Espacios de Hölder

Definimos en M, identificable con Ω, el espacio de las funciones Hölder continuas de
orden α ∈ (0, 1] como el conjunto de todas las funciones u ∈ C(M) tales que

|u|Cα := sup
{
|u(x, t)− u(y, s)|
(|x− y|+ |s− t|)α

: (x, t), (y, s) ∈M y (x, t) 6= (y, s)
}

< ∞

Dotamos a Cα con la norma
‖u‖Cα = |u|∞ + |u|Cα .

Con la norma ‖ · ‖Cα , Cα es un espacio de Banach. Veamos que �−1 : Np → Cp′ es un
operado lineal continuo siguiendo las ideas de [26, p. 43]. Aquí p > 1, p y p′ son expo-
nentes conjugados, es decir 1

p +
1
p′ = 1. En efecto. Tomemos T1 y T2 como al envolvente

convexa de

{(x, t), (π, t + x− π), (π, t− x + π)}
{(x + h, t + k), (π, t + k− x + h + π), (π, t + h + x + k− π)}

respectivamente. Si tomamos T = (T1 ∪ T2) \ (T1 ∩ T2), vemos que µ(T), la medida de
T, está acotada por |k2 − 2k(π − x)| ≤ 4(|h|+ |k|). De este modo

|S f (x + h, t + k)− S f (x, t)| ≤ 1
2

∫
T
| f |

≤ 1
2

µ(T)p′ ‖ f ‖p (2.15)

≤ 2π(|h|+ |k|)p′ ‖ f ‖p

De (2.15) se tiene que
‖�−1 f ‖Cp′ ≤ Cp ‖ f ‖p (2.16)

donde Cp > 0 solo depende de p. Esto demuestra la continudad de �−1 : N⊥p → Cp′ .
Más aún, usando el Teorema de Arzelà-Ascolli [30, p. 245], vemos que �−1 : N⊥p → N⊥p′
es un operador compacto.
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2.3. Teoría de la Ecuación de Onda Lineal

Con la teoría presentada hasta el momento queda demostrado el siguiente teorema, el
más general, sobre la ecuación de onda lineal bajo las condiciones de frontera Dirichlet-
periódicas cuando el periodo es un múltiplo racional de π.

Teorema 2.4 (Existencia, Unicidad, Regularidad y Dependencia Continua de las Solu-
ciones Débiles al Problema Lineal No-Homogeneo). Sean p > 1, k ∈ {0, 1, . . . }, ρ0 ∈ Lp

×
y f0 ∈ Yk

p . Entonces existe una única solución débil

u(ρ0, f0) = Zρ0 +�−1 f ∈ Np ⊕ (Yk+1
p ∩ Cp′)

a la ecuación �u = f . Además, dado ε > 0, existen δ1, δ2 > 0 tal que si ‖ρ− ρ0‖p < δ1 y
||| f − f0|||k,p < δ2, entonces

‖Zρ−Zρ0‖p + |||�
−1 f −�−1 f0|||k+1,p + ‖�

−1 f −�−1 f0‖Cp′ < ε.
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CAPÍTULO 3

Análisis Espectral

En este capítulo fijamos el valor de p = 2. Consideraremos entonces los espacios de
Hilbert L2(Ω), L2

×, H, N, N⊥, Y y C1/2 definidos anteriormente. Estudiaremos entonces
las propiedades espectrales de �−1 : N⊥ → N⊥ y haremos un tratamiento formal de
σ(�), el espectro del operador de onda.

En este sentido, necesitamos estudiar el problema de valores propios

�u = νu (3.1)

sujeto a la condiciones de frontera u(0, t) = u(π, t) = 0 y a las condiciones de periodi-
cidad en el tiempo u(x, t) = u(x, t + 2π).

3.1. Espectro de �−1

Para encontrar σ(�−1) en N⊥ vamos a aplicar el Teorema Espectral [6, p. 167]. Necesi-
tamos ver entonces que �−1 es un operador compacto y autoadjunto. La compacidad
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ya se tiene por las relación (2.14) y el Teorema de Rellich-Kondrachov o por la relación
(2.16) y el Teorema de Arzelà-Ascolli.

Veamos ahora que es auto-adjunto. En efecto. Consideremos primero f , g ∈ N⊥∞ ∩
C∞

c (M), entonces (
�−1 f | g

)
=
(
�−1 f | ��−1g

)
=
(
��−1 f | �−1g

)
=
(

f | �−1g
)

.

Para el caso en el que f , g ∈ N⊥ basta tomar límite gracias a la densidad de N⊥∞ ∩
C∞

c (M) en N⊥.

De este modo, por El Teorema Espectral y un cálculo directo, existe una sucesión doble
de valores νkj = (k2 − j2) con k = 1, . . . , j = 0, 1, . . . y k 6= j y existe una sucesión doble
de funciones propias en N⊥∞ dadas por

ϑk0(x, t) =
1
π

sin(kx) para k = 1, 2, . . .

ϑkj(x, t) =
√

2
π

sin(kx) cos(jt) para k = 1, 2, . . . , j = 1, 2, . . .

$kj(x, t) =
√

2
π

sin(kx) sin(jt) para k = 1, 2, . . . , j = 0, 1, . . . .

tales que �ϑkj = νkjϑkj y �$kj = νkj$kj.

De este modo

σ(�−1) =

{
1

k2 − j2
: k = 1, . . . , j = 0, . . . , k 6= j

}
(3.2)

en N⊥.

Como consecuencia del Teorema Espectral se tiene que que las funciones $kj y ϑkj for-
man un sistema ortonormal total o una base de Hilbert para N⊥. Adicionalmente, cada
valor propio tiene multiplicidad finita.

Usando un cálculo directo, vía la Identidad de Parseval [30, p. 81], se puede demostrar
que las funciones $kk y ϑkk con k = 1, 2, . . . forman una base de Hilbert para N. Es decir,
el conjunto de funciones {

$kj, ϑkj : k = 1, . . . , j = 0, . . .
}
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(a) $2,1(x, t) (b) ϑ2,1(x, t)

Figura 3.1: Las dos únicas funciones propias asociadas a ν2,1 = 3

es una base de Hilbert para L2(Ω).

Lo anterior le da sentido a definir formalmente el conjunto

σ(�) :=
{

k2 − j2 : k = 1, . . . , j = 0, . . .
}

.

Notemos que la adherencia en L2 del espacio generado por las funciones propias corres-
pondientes al valor 0 ∈ σ(�) es N. Por esta razón se suele decir que 0 es el único valor
propio de multiplicidad infinita.

3.2. El Conjunto σ(�)

Usando teoría de números elemental se pueden encontrar propiedades del conjunto
σ(�) que permiten entender, entre otras, las distintas formas en las que se puede dividir
el espacio L2(Ω).

Algunas propiedades de σ(�) son la siguientes.

P 1) Los únicos valores propios simples son el 1 y el 4. En efecto. Veamos primero que
son simples. Para esto, basta notar que si no lo fueran, j 6= 0 y cada uno sería una
diferencia de cuadrados no nulos. Esto sería absurdo.
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Veamos ahora que son los únicos. Si m2 6= 1, 4 y es par, entonces existe m0 tal que
m = 2m0 y m2 = (m2 + 1)2 − (m2 − 1)2. Si es impar se procede de manera similar.
Es decir m2 no sería de multiplicidad simple.

P 2) Los cuadrados perfectos positivos están en σ(�) y son los únicos de multiplici-
dad impar. En efecto. Si la ecuación m2 = k2 − j2 tiene a (m, 0) como solución. Es
inmediato ver que las demás soluciones, de haberlas, vienen en pares.

P 3) Los números primos están en σ(�) y tienen multiplicidad dos [32, p. 20]. En efecto.
Si p ∈ σ(�) es primo, basta tomar k = (p + 1)/2 y j = (p− 1)/2. Es inmediato ver
que son las únicas soluciones.

P 4) σ(�) = 4Z ∪ (2Z + 1) \ {−1,−4} [23, p. 1654]. En efecto. Basta escribir k = j + l
de donde se obtiene la relación k2 − j2 = l2 + 2l j. La conclusión se tiene de tomar
los casos l par y l impar.
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CAPÍTULO 4

Conclusiones

El operador de onda � en los espacios Ck y las soluciones clásicas a la ecuación de
onda lineal permiten el estudio del operador de onda en los espacios Lp, Wp,k y C0,p

a través de extensiones continuas y argumentos de densidad. Las importancia de las
aplicaciones Z y Q se deben a que están asociadas al núcleo y al rango del operador de
onda del siguiente modo.

rngZ = ker� kerQ = rng�.

Además son válidos los siguientes diagramas conmutativos

Ck
×

Z //

1

��

Ck
∂
Q
//

Q
��

ΠNk

��

Ck
×

Z
��

Ck
× Ck

∂

Lp
×

Z //

1

""

Lp(Ω)
Q

//

Q
��

ΠNp

$$

Lp
×

Z
��

Lp
× Lp(Ω)

En vista de que ker� no se reduce al cero, el operador � no es invertible. Sin embargo,
se puede definir en ker Q, el complemento ortogonal de ker�, un inverso a través de la
función S dado por

�−1 = (1−ZQ)S.
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De este modo �−1 tiene una fórmula explícita. Adicionalmente, puede verse como un
operador lineal continuo definido en los siguientes espacios

�−1 :N⊥k → N⊥k para todo k = 0, 1, . . . ,

�−1 :N⊥p → N⊥q para todos p, q ∈ [1, ∞],

�−1 :N⊥p → Yp para todo p ∈ [1, ∞],

�−1 :Yk
p → Yk+1

p para todos p ∈ [1, ∞], k = 0, 1, . . . y

�−1 :Np → Cp′ para todo p ∈ (1, ∞).

En especial, la relación

|||�−1 f |||1,p + ‖�
−1 f ‖p′ ≤ κ ‖ f ‖p

para p ∈ (1, ∞) y alguna κ > 0, garantiza la compacidad de �−1 : Np → Np y de
�−1 : Np → Np′ . Este hecho es el más importante de los mostrados en este trabajo, ya
que para resolver ecuaciones de onda más avanzadas se recurre fuertemente a este he-
cho. Basta ver los resultados expuestos en [27, 26, 7, 8, 23, 14, 13, 4, 12, 11] para ver como
se emplea, de manera sistemática, la compacidad de �−1 para encontrar soluciones a
ecuaciones de onda semilineales bajo las condiciones de frontera Dirichlet-periódicas.
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